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Prefacio 


En el presente Curso de análisis matemático se exponen tanto los métodos clási- 
os tradicionales, como los modernos que han surgido en el transcurso de las últi- 
mas décadas. Los números reales se introducen axiomáticamente. Este camino per- 
mite exponer la información sobre los números, imprescindible para el análisis, en 
una forma más completa y compacta. Al mismo tiempo, dicho camino parece ser 
más perfecto desde el punto de vista lógico, pues, al recurrir a otros métodos de 
construcción de la teoría de números reales que se llaman corrientemente “cons- 
truetivos” (cuando por base se toman fracciones decimales infinitas o secciones en 
el dominio de números racionales, o bien las clases de sucesiones fundamentales 
equivalentes de números racionales), de todas formas resulta necesario introducir el 
axioma de existencia (no contradicción) de un conjunto de números reales, en 
ausencia de los cuales las construcciones que se realizan están privadas de una termi- 
nación lógica. Por eso es más fácil, partiendo de la definición axiomática de los nú- 
meros reales, pasar en seguida al estudio del análisis matemático en el sentido pro- 
pio de la palabra. 

La exposición del material en el Curso se efectúa, en lo fundamental, sobre la 
base del método deductivo: todos los conceptos introducidos se estudian al princi- 
plo, cuando sea posible, en las situaciones más simples y sólo después de haberse 
realizado su consideración detallada, sigue la generalización ulterior. Así, por 
ejemplo, el concepto de límite se estudia primeramente para las sucesiones numéri- 
cas y después, para las funciones de una sola variable, a continuación se introduce el 
concepto de limite según un conjunto en el espacio euclideo, el de límite de las su- 
mas integrales y, por fin, todo termina con la consideración de la noción general de 
límite según un filtro en un espacio topológico, 

Los teoremas a demostrar no siempre se enuncian con la generalización máxima; 
A veces, con el fin de aclarar mejor la esencia de un problema que se considera, co- 
mo también la idea de la demostración, la consideración se realiza sólo para las fun- 
ciones suficientemente suaves. Tal punto de vista se justifica también por lo que, de- 
bido a la densidad de las funciones suaves en los espacios funcionales correspon- 
dientes, varios teoremas demostrados para estas funciones pueden extenderse, me- 
diante un procedimiento único, consistente en el paso límite, a clases más amplias de 
funciones. Lamentablemente, esta idea no puede ser realizada hasta el fin sin que 
aumente considerablemente el volumen del libro, a consecuencia de lo cual la cues- 
tión acerca de la densidad de las funciones “buenas” en diversos espacios funciona- 
les se ha considerado en el Curso sólo para los casos más sencillos. 

Una gran atención se presta en el libro a la resolución de problemas con ayuda 
de procedimientos basados en la teoria que se expone. Además, se recomiendan al 
lector, a título de trabajo individual, toda una serie de ejercicios y problemas. La re- 
solución de problemas es muy útil para la asimilación activa del análisis matemáti- 
co. No obstante, el surtido de los mismos, en lo que se refiere a su volumen, no 
puede sustituir ni mucho menos una recopilación de problemas. Algunos de los 
problemas ofrecidos son bastante dificiles. La resolución de éstos no es necesaria 
para dominar el material, exigiendo, sin embargo, mucho tiempo. Están asociados, 
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por regla general, con hechos matemáticos interesantes y suficientemente profun- 
dos, para cuya exposición detallada faltaría lugar en el libro. La numeración de los 
ejercicios en el libro viene por separado en cada párrafo; la de los problemas, lo mis- 
mo que la de las figuras, es continua. 

La exposición del análisis matemático se lleva a cabo a un nivel accesible para un 
amplio circulo de estudiantes. Las cuestiones que no integran los programas de ma- 
temáticas superiores para las especialidades de ingeniería y están dedicadas a un es- 
tudio más profundo de aquellos apartados del análisis que son indispensables para 
los estudiantes de las especialidades flsico-matemáticas, se marcan con un asterisco, 
Gracias a esto, el manual puede utilizarse en los centros de enseñanza superior de 
distinto nivel de educación matemática. Una parte considerable del material refleja- 
do en el libro se viene leyendo por el autor durante varios años en el Instituto fisico- 
técnico de Moscú como un curso de conferencias del análisis matemático. 

Especialmente para esta edición del manual en lengua española, el autor escribió 
de nuevo algunos de sus apartados. Esto se refiere, ante todo, a la exposición de la 
teoría de números reales, la de limite de las funciones y la teoría de integración de 
las funciones de una sola variable. La introducción de unas concepciones más gene- 
rales en la teoría del límite e integración de las funciones hizo posible poner al lector 
al tanto de los problemas en consideración sin perjudicar la claridad, evidencia y 
sencillez de la exposición. 
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CAPÍTULO PRIMERO 


CÁLCULO DIFERENCIAL 
DE LAS FUNCIONES 
DE UNA VARIABLE 


$ 1. CONJUNTOS Y FUNCIONES. SÍMBOLOS LÓGICOS 


|. CONJUNTOS. OPERACIONES SOBRE CONJUNTOS 


En la matemática, los conceptos-de conjunto, elemento y pertenencia de un ele- 
mento a un conjunto son conceptos primarios. Los conjuntos serán simbolizados 
con letras mayúsculas del alfabeto latino o de cualquier otro alfabeto: A, B, ..., X, 
Y, Y, 9, ..., y los elementos de los conjuntos con letras minúsculas: a, b, ..., X, 
O Si a es un elemento del conjunto A, entonces se escribe que a € A 
{se lec “'a pertenece al conjunto 4”) o, lo que significa lo mismo A 3 a. Si a no 
pertenece al conjunto A, entonces se escribe a 4 A ô A 3 a. 

Los conjuntos A y B se llaman iguales, si están formados por los mismos ele- 
mentos. De esta manera, la igualdad A = A significa, con respecto a los conjuntos, 
que un mismo conjunto está simbolizado con letras diferentes A y B. 

La notación A = (a, b, c, ... ] significa que A está formado por los elementos 
a, b, e y posiblemente por algunos dados de uno u otro modo. 

Si el conjunto A está formado por los elementos a,, donde a recorre algún con- 
junto de índices Y , entonces escribimos A = fa,) o más detalladamente 
A = (Aala aX O, si esto no conlleva a errores, simplemente A = (aj. Si el conjunto 
A está compuesto por elementos que poseen determinada propiedad, entonces escri- 
biremos A = (a: ... }, donde en las llaves después de los dos puntos está escrita la 
propiedad señalada de los elementos del conjunto A. Por ejemplo, si a y b son dos 
números reales tales que a < b y por (a, b] se simboliza el conjunto de todos los nú- 
meros reales x que satisfacen las desigualdades a < x < b, entonces la definición 
de este conjunto (segmento) con ayuda de los símbolos introducidos podemos escri- 
birla de la siguiente manera: 

[a,b] = (xa < x < b). 

Para mayor comodidad se introduce el concepto de conjunto vacio, el cual se 
representa por el símbolo 2. Por definición el conjunto vacio no contiene elemen- 
tos. 


Si cada clemento del conjunto A es elemento del conjunto B entonces se dice que 
el conjunto A es parte del conjunto B, o que A es subconjunto del conjunto B, y se 
escribe A C B (se lec: el conjunto A se contiene en el conjunto 8) o lo que es lo mis- 
mo, B D A (se conjunto B contiene el conjunto A). 


,, Demuéstrese que las inclusiones A C By B C A se cumplen simultá- 
neamente si y sólo si A = B. 


De la definición del subconjunto se deduce que A C A cualquiera que sea el 
conjunto A; se acostumbra considerar también por definición, que el conjunto 
vacio es subconjunto de cada conjunto: Ø C A. Si A es cualquier conjunto, enton- 
ces Ø y A se llamarán subconjuntos impropios; si A C B y existe un elemento x € B 
tal que x € A, entonces el conjunto A se llama subconjunto propio del conjunto B. 

Si están dados dos conjuntos A y B (fig. 1, a), emonces por A U B se simboliza 
el conjunto que se llama su unión o suma y cada elemento del cual pertenece al me- 
nos a uno de los conjuntos A y 8 (fig. 1, b). De esta forma, si algún elemento perte- 
nece al conjunto A U B, entonces pertenece o bien sólo al conjunto A, o bien sólo 
al conjunto B, o bien pertenece a ambos conjuntos. 

Por A N B se simboliza el conjunto llamado intersección de los conjuntos A y 
B, la cual está formada por los elementos pertenecientes simultáneamente tanto al 
conjunto A como al conjunto B (fig. 1, c). 

Por A N B se simboliza el conjunto llamado diferencia de los conjuntos A y B y 
compuesto por los elementos que pertenecen al conjunto A y no pertenecen al con- 
junto B (fig. 1, d). Se dice también que A ` Bse obtiene del conjunto A restando del 
mismo el conjunto B. 

Si B C A, entonces la diferencia A N B se llama complemento del conjunto B 
hasta el conjunto A o complemento de B respecto a A. 

Si está dado un sistema de conjuntos A, (los términos: conjunto, sistema, colec- 
ción, familia, clase serán utilizados como sinónimos), donde los valores de a for- 


man una colección de índices de 41, entonces se llama unión | A, de los conjun- 
e 


tos A, el conjunto donde cada elemento pertenece al menos a uno de los conjuntos 
dados A, es decir, la condición xe U A, es equivaleme a la siguiente: existe 
ac Y tal quex e Ay. ser 

y el conjunto denotado por 

Aa 
tal que cada uno de sus elementos pertenece a todos los conjuntos A, €s decir, la. 
condición x f) A, significa: para todos los a € Y tiene lugar x € Ao 
sen 
Si A, C Epara todos los a e % , entonces 
ENUA,= NENA). a) 


EN N Aa = U ENAD a» 


1.2. Punciones ” 


Demostremos, por ejemplo, la igualdad (1.1). Si xe EX U A» entonces, 


por la definición de diferencia de conjuntos, x e Eyx é U A, A su vez esto, por 


la definición de unión de conjuntos, es equivalente a que x € E y para todos los 
a € A, tiene lugar la relación x € A. Esto, de nuevo por la definición de diferencia 
de conjuntos, es equivalente a la afirmación de que para todos los æ € Y tenemos 
x € EN A, Finalmente, la última afirmación por la definición de intersección de 


conjuntos, significa que xe f} (EX A). Así pues, las condiciones x a £ N 
sen 
NU A, y xe U (EN 4.) son equivalentes, como consecuencia de lo cual'se 
wen O 
cumple la igualdad (1.1), La igualdad (1.2) se demuestra anélogamente, 
Con razonamientos similares se demuestra la validez de las siguintes igualdades 
para conjuntos A, B y C cualesquiera: 


MAUBNAC=(ANOQUBNO), 
ANBUCE=ALONBLVO). 


En el siguiente punto 1.2* se analiza el concepto de función, y el punto 1.3% será 
dedicado a los conceptos de conjuntos finitos y sucesión. Se puede prescindir de los 
puntos y párrafos del curso señalados con asteriscos en una primera lectura y re- 
gresar a ellos sólo en caso de necesidad. En particular, para la comprensión del ma- 
terial posterior es suficiente tener una noción sobre la función — que se da en el 
curso de matemática elemental — en tanta correspondencia determinada entre los 
elementos de dos conjuntos. En este caso, el concepto de correspondencia se puede 
entender como un concepto primario. 


1.2.* FUNCIONES 


Diremos que el número de elementos del conjunto A es igual a la unidad 1, si en 
él se tiene un elemento a € A y no hay otros (dicho de otro modo, si del conjunto A 
se resta el conjunto formado por el elemento a, entonces se obtiene el conjunto 
vacio). 

conjunto A se llama conjuno de 2(d05) elementos, ial esas de 4 el conjun- 
to compuesto sólo por un elemento a € A, es decir, el conjunto, cuyo número de 
elementos es igual a 1, resulta un conjunto cuyo número de elementos será también 
igual a la unidad. No es difícil demostrar, que esta definición no depende de la elec- 
ción del elemento señalado a € A, es decir, sia € A y b € A, y además, A N [0] está 
formado por un elemento, entonces el conjunto A ~ {b} también está compuesto 
por un elemento (precisamente por el elemento a). 

Sean dados los conjuntos X = (x) e Y = Íp). El conjunto formado por dos ele- 
mentos x € X e y € Y, se llama par Íx, y] de los elementos x, y. 

El par de la forma [x, Íx, y)), donde x e X, y € Y y (x, y) es un par de elementos 
x e y se llama par ordenado de los elementos x e y. El elemento x se llama primer 
elemento del par ordenado {x, ix, y]), y el elemento y, segundo, El par ordenado fx, 
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kx, y]] se denota por (x, y). En el futuro por par se entenderá habitualmente par or- 
denado, 

El conjunto de todos los pares ordenados (x, y), x € X, y € Y, se lama producto 
de los conjuntos X e Y y se denota por X x Y. En ese caso no se supone que nece- 
sariamente el conjunto X sea diferente del conjunto Y, es decir, es posible el caso 
cuando X = Y. 

Definición 1. Cualquier conjunto f = ((x, y)) de pares ordenados (x, y), x € X, 
y $ Y, tal que, para pares cualesquiera (x*, y”) €f y (x”, y”) €f de la condición 
y" + y” se deduce que x° + x”, se llama función, o lo que es lo mismo, aplica- 
ción. r 

Junto con los términos de “función” y “aplicación”, en determinadas si- 
tuaciones se utilizan los términos similares transformación, morfismo y correspon- 
dencia. 

Las funciones se donotarán por diferentes letras: f, 8, ..., F, G -.., P, Yo 

El conjunto de todos los primeros elementos de los pares ordenados (x, y) de 
cierta función f se llama dominio (o conjunto de definición) de esta función y se de- 
nota por Xp y el conjunto de todos los segundos elementos se llama conjunto de sus 
valores y sè denota por Yp. El mismo conjunto de pares ordenados f = ((x, y)] ana- 
lizado como subconjunto del producto X x Y, se llama gráfica de la función f. 

El clemento x € Xy se llama argumento de la función f o variable independiente, 
el elemento y € Y, variable dependiente. 

Si f= (x, y) es una función (aplicación), se escribe f : Xy — Y y se dice, que f 
aplica el conjunto Xen el conjunto Y. Ea caso de que X = Xp se escribe simple- 


A es decir, un conjunto de pares ordenados f = [(x, 
2d y € Y. que salas las condiciones de la definición 1, y 6,9) e: ea- 
tonces se escribe y = (x) (algunas veces simplemente y = fx) of : x — Y, y se dice 
que la función/ pone en correspondencia al elemento x el elemento y (la aplicación / 
aplica el elemento x en el elemento y) o lo que es lo mismo, el elemento y correspon- 
de al elemento x. En este caso también se dice que el elemento y es el valor de la fun- 
ción f en el punto x, o la imagen del elemento x en la aplicación f. 

Junto con el simbolo (xo), paña parent O Nel del aaiae 
Xo, Se utiliza también la notación f (%)| yw xy: 

Dado y € Y, el conjunto de todos los elementos x € X, tales que f(x) = y, se lla- 
ma preimagen del elemento y y se denota por f~ (y). De esta forma 


P'O = kixeX, So = y). 


Es evidente que si y € Y N Yy, entonces Uy) = Ø. 

A veces la misma función / se denota por el símbolo f(x). La notación dela fun- 
ción/ : X — Y y de su valor en el punto x e X por un mismo simbolo / (x) no leva a 
confusiones, porque en cada caso concreto siempre está claro de qué se habla. 

Comúnmente la notación f(x) es más cómoda que la notación f : x = y en los 
cálculos. Por ejemplo, la notación f(x) = X° es significativamente más cómoda y 
sencilla de utilizar en las transformaciones analíticas que la notación f : x = x?. 

Sea dada una aplicación f: X — Y, esdecir, una aplicación del conjunto X en el 
conjunto Y. Dicho de otro modo, a cada elemento x € X se ha puesto en correspon- 
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dencia un elemento y e Y y además único, y cada elemento y € Y, C Y está puesto 
en correspondencia por lo menos a un elemento x € X. 

Si Y = X, entonces se dice que la aplicación f aplica el conjunto X en sí mismo. 

Si Y = Y) es decir, el conjunto Y coincide con el conjunto de los valores de la 
función /, entonces se dice que / aplica el conjunto X sobre el conjunto Y, o que la 
apicación f es una aplicación sobreyectiva, más brevemente una sobreyección, De 
esta forma, la aplicación f : X — Y es una sobreyección, si para cualesquier ele- 
mento y € Y existe al menos un elemento x € X tal que f(x) = y. 

Es evidente que si f : X — Y y Yes el conjunto de valores de la función f, en- 

: X — Ypes una aplicación sobreyectiva. 

Si en la aplicación f : X ~ Y a diferentes x e X les corresponden y e Y diferen- 
tes, es decir, para x” + x” tiene lugar f(x ) + f(x”), entonces la aplicación fse de- 
nomina aplicación biunivoca (correspondencia biunivoca) de X en Y o también apli- 
cación de una hoja o inyección. De esta forma, la aplicación f : X — Y es de una 
hoja (inyectiva) si y sólo si la preimagen de cada elemento y perteneciente ál conjun- 
to de valores de la función f : y e Y, está compuesta exactamente por un elemento. 

Sila aplicación f ; X — Y es al mismo tiempo biunivoca en el conjunto Y, es de- 
cir, es al mismo tiempo inyección y sobreyección, entonces naturalmente se llama 
aplicación biunivoca del conjunto X sobre el conjunto Y, o también, aplicación bi- 
yectiva (biyección) en Y. 

De esta forma, la aplicación f: X — Y es una aplicación biunivoca del conjunto 
X sobre el conjunto Y si y sólo si para cualesquiera x” € X y x” € X, x° # x”, 
es válida la desigualdad f(x") ++ f(x”), y cualquiera que sea y € Y existe el elemen- 
to xe X tal que fQ) = y. 

La aplicación biunivoca del conjunto X sobre el conjunto Y, a menudo se deno- 
mina correspondencia biunivoca de los elementos de estos conjuntos. 

Sif: X— Y y A C X, entonces el conjunto 


B= [y:yeY,y =/0),xe A), 
es decir, el conjunto de todos aquellos y, en cada uno de los cuales durante la apli- 
cación f se aplica al menos un elemento del subconjunto A del conjunto X, se lama 
imagen del subconjunto A y se escribe B = f(A). 
En particular, siempre tenemos Y, = f(X). 
Para las imágenes de los conjuntos A £ X y 8 C X son válidas las siguientes re- 
laciones fácilmente comprobables 
JIA U B) = f(A) U f (B), 
FAN B) CSA) NSB), 
JANS CAN B), 
ysi A C B, entonces SA) C f(D). 
Sif: X — Y y BC Y, entonces el conjunto 
A=kxixeX,f0)6B), 


se llama preímagen del conjunto B y se escribe A = f”WB). De esta forma, la 
preimagen del conjunto B está compuesta por todos aquellos elementos x € X, que 


$e 
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por medio de la aplicación / se aplican en elementos de B, o lo que es lo mismo, que 
está compuesta por todas las preimágenes de los puntos y € B: 
n= UNO. 
re 
Para las preimágenes de los conjuntos A C Y y 8 C Y son válidas las siguientes 
relaciones fácilmente demostrables 


Maua=5 AUS 

FAND =M a, 

P'AN BaF ANNB). 
Y si A C B, entonces PACD. 


Si A C X, entonces la función f : X — Y de forma natural engendra una fun- 
ción definida sobre el conjunto A, que pone en correspondencia a cada elemento 
x € A el elemento f (x). Esta función se llama restricción de la función f sobre el con- 
Junto A y a veces se denota por f1 4 o sencillamente f4. 

De esta forma, f4 : A — Y y para cualquier x € A tiene lugar f4 3 x — f(x). Si 
el conjunto A no coincide con el conjunto X, entonces la restricción /4 de la fun- 
ción f sobre el conjunto A tiene otro dominio que la función f y por lo tanto, es una 
función diferente de f. Con frecuencia la restricción de la función sobre un conjunto 
se denota por el mismo símbolo que la función inicial. 

Si dos funciones f y g se analizan sobre el mismo conjunto X, más exacto, si se 
analizan las restricciones de las funciones f y g sobre el mismo conjunto X, entonces 
la notación f = g sobre X significa que f(x) = g(x) para cada x e X. En este caso, 
se dice que la función f es idénticamente igual a la función g sobre el conjunto X. 

Señalemos que las funciones en las cuales a todos los elementos de un conjunto 
les corresponde un mismo elemento, es decir, funciones en las cuales al variar los va- 
lores del argumento los valores de la función no varían, se llaman constantes (sobre 
el conjunto dado). 

Así pues, si al variar una variable (cl argumento de la función) la otra variable, 
que es función de la primera, no cambia (es decir, “no depende” de la primer: 
riable), entonces éste es un caso particular y en determinado sentido el caso más sen- 
cillo de dependencia funcional. 

Si f: X — Y y cada elemento y € Y, representa un conjunto de elementos 
cualesquiera y = [2], además entre estos conjuntos se tiene al menos uno que no es 
vacio, que tiene más de un elemento, entonces, csa función / se llama función multi- 
forme. En este caso los elementos del conjunto f(x) = fz) a menudo se nombran 
también valores de la función f en el punto x. 

Si cada conjunto f(x) está compuesto sólo por un elemento, entonces la función 
S se llama también función univoca. 

Si f: X — Y y g : Y — Z, entonces la función F : x — Z definida para cada 
x € X por la igualdad F(x) = £(/(0) se llama composición (a veces superposición) 
de las funciones f y g, o función compuesta y se denota por 8 ° f- 

De esta forma, por la definición de cada x e X 


E) = 840). 


1.3%. Conjuntos finitos y números naturales, Sucesiones a 


Sea dada la función f : X — Y y Ypes el conjunto de sus valores. El conjunto de 
todos los posibles pares ordenados del tipo (y, S7'(y), y € Yy, forma la función 
que se denomina función inversa a la función f y se denota por f~ '. La función in- 
versa f~} pone en correspondencia a cada elemento y € Y¿su preimagen f~ (y), es 
decir, un conjunto de elementos. Por esto mismo, la función inversa es, en general, 
una función multiforme. 

Sila aplicación f : X — Y es de una hoja (inyectiva), entonces la aplicación in- 
versa, definida como siempre sobre Yp, es una función unívoca y transforma Y, 
sobre X, es decir, f~} ; Y, — X. En reálidad, en este caso, las preimágenes de todos 
los puntos y € Y están compuestas exactamente por un punto x € X. 


1.3.* CONJUNTOS FINITOS Y NÚMEROS NATURALES. 
SUCESIONES 

Una clase importante de conjuntos que se encuentra a menudo, es la clase de los 
así llamados conjuntos finitos, Para enunciar la definición de un conjunto finito, 
daremos primero la definición del concepto de número natural. 

Definición 2. El conjunto N = {n} se llama conjunto de los números naturales si 

a) uno de sus elementos se denota por el simbolo 1; 

b) a cada elemento n € N se le pone en correspondencia exactamente un elemen- 
to de este conjunto denotado por n* y denominado elemento posterior al elemento 
m 

©) para cualquier n € N tiene lugar n* + 1; 

d) de n* = m*, n € N, m e N, se deduce, que n = m; 

€) (axioma de inducción) supongamos que el conjunto M = |m) C N posee las 
propiedades 
1°) leM; 

2%) si m € M, entonces m* e M; 
entonces el conjunto M contiene todos los números naturales: M = N. 

La definición axiomática dada del conjunto de los números naturales pertenece 
A Peano"), por eso las propiedades a) — €) se llaman axiomas de Peano. 

Los elementos del conjunto N se denotan por 1, 2, 3, 4, .. (aqui después de cada 
número natural está escrito el que le sigue). 

Definición 3. El conjunto X se llama conjunto compuesto por n elementos, 
n € N, si existe una aplicación biunivoca del conjunto X sobre el conjunto |1, 2, 3, 
s n). 

Si para un conjunto existe un número natural n, tal que el número de sus ele- 
mentos es Igual a n, entonces ese conjunto se llama finito. 

Cualquier conjunto que no sea finito se llama infinito. Ejemplo de conjunto in- 
finito es el conjunto de todos los números naturals. 

El conjunto vacio se considera, por definiciof, finito, y su número de elementos 
igual a cero. 

Si el conjunto que contiene m elementos, puede ser obtenido de un conjunto que 
contiene n elementos, restando de éste un conjunto finito, entonces el número natu- 


9 1, G. Peano (1858 — 1932), matemático italiano. 
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ral m se llama menor que el número natural 7 o lo que es lo mismo, el número n se 
llama mayor que el número m; en este caso se escribe m < n, Òn > m. 

Definición 4. Sea X un conjunto cualquiera y N el conjunto de los números na- 
turales. Cualquier aplicación f : N — X (véase el p. 1.2") se llama sucesión de ele- 
mentos del conjunto X. El elemento f(n) se denota por x, y se llama elemento 
n-ésimo de la sucesión f : N — X y la sucesión como fal se denota por |x,) ó Xy. 
n=1,2.. 

Cada elemento x, de la sucesión {x,} es un par ordenado, compuesto por el nú- 
mero n € N y el elemento x del conjunto X correspondiente a este número en la apli- 
cación f : N — X, es decir, x, = (n, x). El segundo elemento de este par se llama 
valor del elemento x, de la sucesión {x,] y el primero, su número. 

El conjunto de los elementos de una sucesión siempre es infinito. Dos elementos 
distintos de la sucesión pueden tener el mismo valor, pero a ciencia cierta se diferen- 
cian por sus números, los cuales son un conjunto infinito. 

El conjunto de los valores de los elementos de la sucesión (a menudo se dice bre- 
vemente; conjunto de los valores de la sucesión) puede ser finito. Por ejemplo, si a 
todos los n e N los ponemos en correspondencia el mismo elemento a € X, es decir, 
para todos los n € N tiene lugar f(n) = a, entonces, el conjunto de los valores de la 
sucesión, = a,n = 1,2, . .. está compuesto por un elemento a € X. Estas suce- 
siones se llaman estacionarias. 

Sim, < mn; € N, n, € N, entonces el término x, de la sucesión (x,) se deno- 
sins término anterior al término x,, y el término x,,, lérmino posterior “al término 

pr En este sentido, los términos de'la sucesión sientpre están ordenados. 


1.4. SÍMBOLOS LÓGICOS 


En los razonamientos matemáticos con frecuencia se encuentran las expresiones 
“existe un elemento" que tiene algunas propiedades, y “cualquier elemento" entre 
los elementos que tienen alguna propiedad. En lugar de la palabra “existe” o de la 
expresión equivalente a ella “se encuentra” en ocasiones se escribe el símbolo 3, es 
decir, la letra latina E al revés (de la palabra inglesa existence, existencia), y en lugar 
de las palabras “cualqueira", “cada”, “todo”, el símbolo V, es decir, una Alatina 
invertida (de la palabra inglesa any, cualquiera). El simbolo 3 se llama símbolo de 
existencia y el simbolo Y, símbolo de universalidad. 

Ejemplos. 1. La definición de la unión UA, de los conjuntos A,, a EM, 


escribe con ayuda del símbolo lógico de existencia de la forma siguiente: 
UAEM xe A] 
an 

la definición de la intersección UU A, escrita con ayuda del simbolo de generali- 


dad tiene la forma sa 
Na, =(r:v,eM,xeA). 
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2. Sea R el conjunto de los números reales y sea dada la función f : R — R, es 
decir, la función definida sobre el conjunto de los números reales y que toma valo- 
res reales. 

La función f se llama función par, si para cada x € R se cumple la igualdad 
Fx) = f). Utilizando los simbolos lógicos esta condición se puede escribir más 
brevemente wxeR: f(x) = f. 

3. La función f : R — R se llama periódica si existe tal número T > 0, que cual- 
quiera que seax 6 R es válida la igualdad f(x + 7) = / (x). Utilizando los símbolos 
lógicos, esto se puede escribir de la siguiente forma: 

GT > OxeR):S + T) = f0). 

A menudo, para la comodidad de la lectura de las afirmaciones escritas con ayu- 
da de algunos simbolos lógicos, todo lo que se relaciona con cada uno de ellos por 
separado se encierra entre paréntesis, como se ha hecho en la última fórmula, Los 
dos puntos en las fórmulas de este tipo significan “tiene lugar”. 

4, La función f : R — R no es par, si la condición f(-x) = f(x) no se cumple 
para todos los x e R. Sin embargo, semejantes enunciados negativos no son muy cô- 
modos para su utilización, ya que es muy difícil hacer conclusiones de algo que no 
hay. Es mucho más cómodo trabajar con las llamadas afirmaciones positivas que no 
contienen negación. En muestro caso, la afirmación de que la igualdad 
F(-%) = $60 no se cumple para todos los x € R, es equivalente a la afirmación de 
Que existe tal x e R que f(-x) * f(x) o en la escritura con simbolos, 


axe R: fi- 9/00. 


5. La función f : R — R no es periódica, si cualquier número 7 > 0 no es su 
período, es decir, para cualquier 7 > O la igualdad f(x + 7) = f(x) no debe 
cumplirse para todos los x e R o de forma positiva: para cualquier 7 > 0 se en- 
cuentra un x e R, para el cual f(x + 7) + f(x). Con ayuda de los simbolos lógicos 
esto se escribe de la siguiente forma: 

(WT > axe R): f + T) + /00. 


Comparando las escrituras hechas con ayuda de simbolos lógicos de las afirma- 
ciones en los ejemplos 2 y 3 con sus negaciones en los ejemplos 4 y 5, vemos que en 
la construcción de la negación, los símbolos de existencia y universalidad se sustitu- 
yen el uno por el otro. Para que en un conjunto dado no exista un elemento, con 
cierta propiedad, es necesario que todos los elementos no tengan esta propiedad, es 
decir, en este caso, en la negación, el símbolo de existencia 3 se convierte en el 
simbolo de universalidad v. Si no todos los elementos del conjunto examinado po- 
seen cierta propiedad, entonces esto significa que en él existe un elemento, que no 
tiene dicha propiedad: el simbolo de universalidad se cambió por el simbolo de exi 
tencia. 

Para no complicar al lector que no está acostumbrado al simbolismo lógico, la 
exposición posterior del material se hace de manera clásica, sin la utilización de los 
simbolos lógicos, los que sólo en elgunas ocasiones, se aplican paralelamente al tex- 
to fundamental. Por una parte, para acostumbrar al lector a su aplicación (lo que es 
muy útil al tomar notas de libros y conferencias), y por otra, por cuanto ellos no per- 
miten más brevemente y a veces de forma más expresiva, aclarar la idea necesaria, 
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ayudando con esto al lector a comprender el contenido de la cuestión expuesta. 

Con el simbolo O en el texto del libro se señala el final de la demostración dada. 
El simbolo » significa “sigue” (una proposición se deduce de otra), el simbolo œ 
significa equivalencia de las afirmaciones que se encuentran a ambos lados del mis- 
mo. La abreviatura def significa, que la afirmación formulada es válida por defini- 
ción (de la palabra inglesa definition, definición). Por ejemplo, 


ACBÉMeA=xeB), 
OS 


$2. NÚMEROS REALES. CONJUNTOS NUMÉRICOS 


2.1. PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS REALES 


En la matemática elemental se estudian los números reales. Al principio, en el 
proceso de cálculo surge la llamada serie motural de números 1, 2, 3, +.. „n, ... „En 
aritmética se introducen las operaciones de adición y multiplicación sobre los núme- 
ros naturales. En lo que respecta a la resta y la división, no siempre resultan posibles 
en el conjunto de los números naturales, Para que las cuatro operaciones aritméti- 
cas sean posibles para cualquier par de números (menos la operación de división 
entre cero, que carece de sentido), es necesario ampliar la clase de los números anali- 
zados. La necesidad de medir algunas magnitudes fisicas y geométicas exige la 
ampliación de la reserva de números. Por eso, se introduce el cero y los números ne- 
gativos enteros (del tipo —1, —2, 1». ) y después, los racionales (del tipo 
p/q, donde p, q son enteros q + 0). 

La misma necesidad de medición de magnitudes y realización de operaciones ta- 
les como el extraer una raíz, el cálculo de logaritmos, resolución de ecuaciones al- 
gebraicas, conlleva a la ampliación posterior de la reserva de números analizados: 
aparecen los números irracionales y finalmente los numeros complejas. Todos los 
números racionales e irracionales forman el conjunto de los números reales. 

Al conjunto de todos los números reales, como es de costumbre, vamos a deno- 
tarto por R (de la palabra latina realus, real). Este conjunto forma una colección en 
la que están definidas las operaciones, relacionadas catre sí, de adición, multiplica- 
cioh y comparación de los números por su magnitud y que tiene continuidad de de- 
terminadotipo. Recordemos brevementelas propiedades delos números reales, cono- 
cidas de la matemática elemental, y las completemos con la descripción de algunas 
propiedades que habitualmente no se analizan de forma suficientemente amplia. 


1. OPERACIÓN DE ADICIÓN. Para cualquier par ordenado de números reales a y b 
está definido y además de forma única, el número denominado su suma y dentado 
por a + b, de forma tal, que tienen lugar las siguientes propiedades. 
1y. Para cualquier par de números a y b 
artb=bra. 


Esta propiedad se llama ley conmutativa de la adición. 
Ty- Para cualquier terna de números a, b y € 
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ar (b+o=(0+D)+c 
Esta propiedad se llama /ey asociativa de la adición. 
1,. Existe el número denotado por 0 y denominado nulo, tal que para cualquier 
número a a+0=a. 
1,. Para cualquier número a existe el número denotado por — a y llamado 
opuesto al múmero dado, tal que 
a+ (~a) a 0. 


TI, OPERACIÓN DE MULTIPLICACIÓN. Para cualquier par de números a y b está de- 
finido y además de forma única el número denominado su producto y denotado por 
ab de forma tal que tiene lugar las siguientes propiedades. 

11. Para cualquier par de números a y b 

ab = bo. 


Esta propiedad se denomina ley conmutativa de la multiplicación. 
17, Para cualquier terna de números a, b, © 


albe) = (ab)c. 


Esta propiedad se denomina /ey asociativa de la multiplicación. 
1y. Existe un número denotado por 1 que se llama unidad, tal que para cual- 
queir número a aiza 


U,. Para cualquier número a + Oexiste un número denotado 1/a 6”. que se lla- 

ma elemento inverso, tal que Pe : 
E 

HL, RELACIÓN DE LAS OPERACIONES DE ADICIÓN Y MULTIPLICACIÓN. 


Para cualquier terna de números a, b, © 
(a + bye = ac + be. 


Esta propiedad se denomina ley distributiva de la multiplicación con relación a 
la suma. 


IV. ORDENAMIENTO. Para cada número a está definida una de las relaciones 
a > O(a.es mayor que cero), a = O (a es igual a cero) 60 > a (cero es mayor que a) 
ysia>0yb > 0, entonces 

IV.a + b> 0; 

1V}. ab > 0. 

La propiedad IV da la posibilidad de introducir el concepto de comparación, o 
como a veces se dice, comparación por magnitud para dos números cualesquiera. 

El número a se llama mayor que el número b y se escribe a > b o lo que es lo 
mismo, el número b se llama menor que a y se escribe b < a, a -— b >0. 

La existencia de la comparación “mayor” o “menor” para cualquier par de nú- 
meros reales se llama propiedad de ordenamiento del conjunto de todos los núme- 
ros reales. 


V. PROPIEDAD DE CONTINUIDAD. Cualesquiera que sean los conjuntos no vacios 
A C Ry BCR, en los cuales para dos elementos cualesquiera a € A y b € B se 


FIG. 2 FIG. 3 


cumple la desigualdad a < b, existe un número a tal que para todos los a € A y 
b e B tiene lugar la relación «<a 
(a. De 

propiedad de continuidad de los números reales está relacionada con la más 
sencilla de las aplicaciones de la matemática en la práctica, con la medición de mag- 
nitudes, En la medición de cualquier magnitud física (o de otra naturaleza) con fre- 
cuencia se obtienen valores aproximados con mayor o menor exactitud, Si en el re- 
sultado de la medición experimental de la magnitud dada se obtiene una serie de nú- 
meros que dan el valor de la magnitud buscada con defecto (ellos juegan el papel de 
conjunto A en el enunciado dado anteriormente de la propiedad de continuidad) o 
con exceso (conjunto 8), entonces, la propiedad de continuidad de los números rea- 
les expresa la seguridad objetiva de que la magnitud medida tiene determinado va- 
lor, situado entre sus valores aproximados, calculados con defecto o exceso. 

'De las propledades de los números reales enumeradas 1 — V se deducen otras 
muchas propiedades de los mismos, por eso, se pueden decir que los números reales 
son el conjunto de elementos que poseen las propiedades 1 — V. 

Para el lector meditabundo señalamos que la cita al principio del párrafo de que 
los números reales y sus propiedades son conocidos del curso de matemática ele- 
mental, no es imprescindible. Las propiedades enunciadas anteriormente de los nú- 
meros reales, se pueden tomar como definición inicial. Se debe sólo excluir el caso 
trivial. Es fácil comprobar que para el conjunto formado sólo por el cero se 
cumplen todas las propiedades 1 — Y (en ese conjunto 1 = 0). El conjunto, en el 
cual se tiene al menos un elemento diferente de cero se donomina no trivial. 

Ahora, parafraseando el resultado de nuestros análisis obtenemos la siguiente 
definición. 

Definición 2, El conjunto no trivial de elementos que poseen las propiedades 
1 — V se llama conjunto de los números reales. Cada elemento de este conjunto se 
llama numero real. 

Recordemos que el conjunto de los números reales se denota con la letra R. 

La construcción de la teoría de los múmeros reales que sc basa en esta definición 
se llama axiomática y las propiedades 1 — V, axiomas de los mimeros reales. 

Geométricamente, el conjunto de los números reales se representa con una recta 
orientada y los números sueltos, con los puntos de esta resta. Por eso, el conjunto 
de los números reales con frecuencia se llama recta numérica, o eje numérico, y los 
números sueltos, sus puntos (fig. 3). Teniendo en cuenta esta representación de los 
números reales, a veces, en lugar de a menor que b (respectivamente a mayor que b) 
se dice que el punto a está más a la izquierda que el punto b (respectivamente, a está 
más a la derecha que 5). 

En los puntos siguientes 2.2* — 2.6* serán analizadas más detalladamente las 
propiedades 1 — V de los números reales y deducidas algunas de sus consecuencias. 
Así como todos los puntos señalados con asteriscos, los puntos citados, en cualquier 
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caso, pueden ser omitidos en la primera lectura sin grandes perjuicios para la asimi- 
lación del curso de análisis matemático. Para la comprensión del material siguiente 
(en el p. 2.5 y los que le siguen) es completamente suficiente la representación de los 
números reales que se da en el curso de matemática elemental. 


22.* PROPIEDADES DE LA ADICIÓN 
Y DE LA MULTIPLICACIÓN 
Consideremos algunas propiedades de la adición y la multiplicación que se deri- 
van de las propiedades I, I y III. Ante todo, señalemos que para la operación de la 
adición existe la operación inversa, la resta, definámosla. 
Para cualquier par ordenado de números a € R y b € R el número a + (—b) se 
lama diferencia de los números a y b y se denota por a — b, es decir 
a-b a+ (b). an 
Si a+b=c (2.2) 


entonces sumando a ambos miembros de esta igualdad el número — b obtendremos 
(a + b) + (=b) = c + (~b). De aqui, por la ley asociativa 1, y la definición de 
diferencia tenemos 

a+ (b+ (b) =c- b, 


pero b + (=D) = 0, por consiguiente 
a=c-b. a 


De esta forma, después de la adición al número a del número b, el número a se 
restaura restando de la suma a + b el número b, por lo que la operación de resta se 
lama operación inversa a la Operación de la suma. 

Pasemos a las propiedades de la suma y la multiplicación de los números reales. 

1°. El número con la propiedad del cero es único. 

En efecto, supongamos que existen dos ceros, O y 0”, entonces debido a 
h:0 +0=0, 0+0 =0, Según la ley conmutativa l}, los primeros 
miembros de estas igualdades son iguales y por consiguiente son iguales los segun- 
dos, es decir, 0 = 0°. O 

2°. El número opuesto a uno dado es único. 

Supongamos que los números b y e son opuestos a cierto número a, es decir, 
a+ b= 0y a+ cm 0. Entonces de la primera de estas igualdades tenemos 
(a + b) + c = O + c, es decir, (a + b) + c = c, de donde (a + c) + b = c; 
pero a + c = O, por consiguiente b = c. O 

3°. Para cualquier número a es válida la igualdad 

=a) = a. 

Dela igualdad a + (—a) = Oque define al elemento opuesto, por la conmutati- 
vidad de la suma, obtendremos —a + a = O. Esto significa que a = —(-a). D 

4°. Para cualquier número a es válida la igualdad 


2-a=0, 
En realidad a — a = a + (~a) = 0. O 


28 $ 2. Números reales. Conjuntas numéricos 


5°, Para números a y b cualesquiera tenemos: 
-a-b= —(a + b), 


es decir, el número opuesto a la suma de dos nùmeros es igual a la suma de los nú- 
meros opuestos a ellos. 

En efecto, a + b + (-a — b) = (a — a) + (b — b) = 0. O 

6°. La ecuación a + x = b tiene en R solución que es única: x = b — a.~ 

En realidad, si la solución existe, entonces por (2.3) x = b — a. Con esto está 
demostrada la unicidad de la solución de la ecuación a + x = b. Para la existencia 
de la solución, es suficiente comprobar que el número x = b — a es solución. Esto 
efectivamente es así: 


a+ (b-a) = a+ [b+ (-a) = [a + (-0)1+0=0.0 
Para la operación de la multiplicación también existe la operación inversa, que 


se llama división y se define de la forma siguiente. 1 
Para cualquier par de números ordenados a y b b + O, el número a > 


cociente de la división de a por b y se denota por ô a/b 6 a : b, es decir. 


se lla- 


ae 1 
Pa, beo 
e aa 


Las propiedades análogas a las propiedades 1° — 6° para la suma son válidas 
también para la operación de multiplicación: 
>. El número que tiene las propiedades de la unidad es único. 
. El número inverso a un número dado diferente de cero es único. 
9°. Para cualquier número a + O es válida la igualdad 


Va 
10°, Para cualquier número a + Oes válida la igualdad 
alasi. 


11°, Para cualesquiera múmeros a + O y b + O tenemos la igualdad 
Ed 


a b ab 


es decir, el número inverso al producto de dos números diferentes de cero es igual al 
producto de los números inversos a ellos. 

12°, La ecuación ax = b,a + O tiene solución en el conjunto de los números re- 
ales que es única. 

Las propiedades 7° — 12° se demuestran análogamente a las propiedades 
1° — 6°. Todas las propiedades 1° — 12° analizadas tienen relación sólo con las 
operationes de adición y multiplicación. Estas operaciones permiten definir a los 
números naturales, enteros y racionales, la operación de elevar a una potencia ente- 
ra y la operación de extraer una raíz. Hagamos esto. 
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El número E + 1 se denota por 2, el número 2 + 1 por 3, etc. Los números 1, 2, 
3, ... , se llaman números naturales. Su notación y denominación coinciden con los 
números de los clementos en los conjuntos finitos (véase el p. 1.3%). Esto no es ca- 
sual, por cuanto para obtener el número natural » en el nuevo sentido, se necesita 
tomar un conjunto finito de unidades, cuyo número de elementos fue denotado en 
el p. 1.2* por el mismo símbolo n, y sumarlas. La relación de orden introducida en el 
conjunto de los números naturales (véase el p. 1.3*) coincide con el orden que se 
tiene en este conjunto, de acuerdo con el ordenamiento del conjunto de todos los 
números reales [véase la propiedad IV en el p. 2.1), además, el número natural n*, 
posterioran,esn + 1,csdecir, n* = n + 1.Como ya se señaló, el conjunto de los 
números naturales se denota por N. 

Observemos que aunque la unidad es única, como fue demostrado anteriormen- 
te, se pueden analizar varios ejemplares de unidad (como en general, varios 
ejemplares de cualquier elemento de cierto conjunto) al menos para que sea posible 
escribir la expresión 1 + 1. 

Los números 0, +1, +2, ... se llaman números enteros. El conjunto de los nù- 
meros enteros usualmente se denota por Z. 

Más adelante se mostrará (véase la propiedad 8 en el p. 2.3*), que de todas las 
propiedades de los números reales enumeradas en el p. 2.1 se deriva que 1 > 0. 

Los números del tipo m/n donde m y n son enteros y n + 0, se aman números 
racionales, El conjunto de los números racionales se denota usualmente por Q. Los 
números reales que no son racionales se llaman irracionales. Su conjunto se denota 
por 7. 

Supongamos que se da el número real g y el natural n. El número a multiplicado 
n veces por sí mismo se llama potencia n-Ésima del número a y se denota por a”, De 
esta forma 


El número b tal que b” = a (si por supuesto existe) se llama raíz de n-ésimo gra- 
do del número a y se denota por Va 6 a”, es decir, 


Por la definición se supone que a? 1 y para cualquier n e N. 


Sia > 0,0 = Va yb > 0, entonces el número b se llama valor aritmético de la 
ralz de n-ésimo grado del número a. En el futuro por raíz de un número real no ne- 
gativo entenderemos el valor aritmético de la raíz, si no se acuerda algo diferente. 

Señalemos ahora varias propiedades referentes a la relación entre las oper 
ciones de suma y multiplicación. 

13°, Para los números a, b y c cualesquiera tiene lugor la igualdad 


alb ~ c) = ab — ac. 


En realidad a(b — c) = a(b — c) + ac — ac = a(b — c + c) — ac = ab — 
-= ac. D 
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14°. Para cualquier número a se cumple la igualdad 
2-0=0, 

En efecto, tomemos cualquier b, entonces b — 
Por esto, según la propiedad 13° tendremos: 


a- (0) = a(b — b) = ab — ab = 0. D 


De la propiedad 14°, a propósito, se deriva que la afirmación 1 + O, cuando 
existen las otras propiedades analizadas 1 — I1, es equivalente a que existe al me- 
nos un número diferente de cero. Evidentemente, es suficiente mostrar, que si existe 
un número a + O, entonces 1 + O. Demostremos esto: supongamos que existe 
a + 0, entonces de la igualdad a - 1 = a se deduce que 1 + 0 ya que en el caso 
contrario, de acuerdo a la propiedad 14*, tendría lugar la igualdad a = 0, 

13°. Si ab = O, entonces al menos uno de las factores a y b es igual a cero. 

Sea, por ejemplo, a + O, entonces multiplicando la igualdad ab = 0 por 1/a 


obtendremos! (ab) = * - 0, de donde 8 a)o = 0, por consiguiente b = 0. O 
a 


= 0 (véase la propiedad 4°). 


a a 
16°. Para cualesquiera números a y b tenemos: 
(-a)b = —ab, (a-b) = ab, 
en particular, (—1) a = 
En realidad, 
(0 = (ao + ab — ab = (-a + a)b — ab = —ab. D 
Utilizando esta igualdad tenemos 
(-aX-b) = —al-b) = (- Dla(—b)) = (- IX-ab) = —(-ab) = ab. O 
De las propiedades 1, I y 111 de los números reales y de los corolarios citados an- 
teriormente, se pueden obtener las reglas de las operaciones aritméticas con frac- 
ciones, es decir, con los números del tipo a/b, b + 0, a € R, b € R. 
17°. La igualdad 


ae 
b “a 


b + 0, d + Oes válida si y sólo si ad = be. 
Corolario (propiedad fundamental de una fracción). Cualquiera que sea la frac- 
ción a/b, b + 0 y el número c + O, tiene lugar la igualdad 
a_a 


DTe 


En efecto, multiplicando ambos miembros de la igualdad a/b = c/d por bd y 
utilizando la definición de la división, tendremos la siguiente cadena de igualdades 
equivalentes 


bd =Ê db » as} bd = c! db » ad = ch. O 
a ar 
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189 La suma de fracciones se realiza por la regla 
me oso, dao 


ae 

24 - 
ba 

_Demostremos la validez de esta igualdad. Utilizando la definición de división, la 

disiributividad de la suma con respecto a la multiplicación y la propiedad funda- 
mental de una fracción obtendremos: 


a (ad + be) jm ad i + de 


2.1% bao, do 


Utilizando la definición de división y ta ps 11° obtendremos 


e a 
bla” 
20°. El elemento inverso a la fracción a/b, a + 0, b + RAEE 
ab 
=1 


ba 
Esto se deduce directamente de la regla de la multiplicación de fracciones. 
21°. La división de fracciones se realiza por la regla 
2d b40, 00, dto 
b'a 
Utilizando la definición de división, la propiedad anterior y la regla de multipli- 
cación de fracciones tendremos: 
b'a To ed 
Deduzcamos ahora de las propiedades obtenidas las reglas de las operaciones 
con potencias. 
22°. Si m y n son números enteros y además en el caso dem < 06n < O tiene 
lugar a + 0, entonces 
PIE NE. 


Sim = 06n = 0, entonces la validez de las fórmulas es evidente, 
En el caso cuando m y n son números naturales, entonces por la definición de 


manta, 


D c be 


pad ard = a..gg. 
M vetés A veces 


Sim < 0, n > Oya +0, entonces, haciendo k = —m y utilizando la pro- 
piedad fundamental de una fracción (la posibilidad de la división simultánea del nu- 
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merador y del denominador de una fracción por un mismo número diferente de ceco 
sin alterar la igualdad), para k < n tendremos 


propiedad 11° obtendremos 


A e e 
a 


De forma semejante se comprueba la segunda fórmula de la propiedad 22°. D 
Es fácil mostrar que las propiedades Iy, Ly, My, 13 y LI se extienden por induc- 
ción a cualquier número finito de términos. En calidad de ejemplo mostremos que 

para cualesquiera números asain > Dyb 
(a, + a+. + 0,b= ab + apb + o + apb ea 


En realidad, paran = 2 esta fórmula es válida de acuerdo con la propiedad 111. 

Sea ahora (2.4) válida para n = k, mostremos que será válida también para 
n = k + 1. Aplicando primero la propiedad l,parak + 1sumandos (considerando 
¿que ya está demostrada), después la propiedad 111 y utilizando la hipótesis de induc- 
ción, obtendremos 


O EA 
= (e, + + apb + agp b = ab + o + D a. 
De la fórmula (2.4) en el caso a, = az = ... = dp = 1 se deduce que 


nb=b+..+b, 
K 


es decir, que la multiplicación de un número por un número natural n se reduce a la 
suma de este número n veces. 

OBSERVACIÓN. Señalemos que las propiedades 1 del p. 2.1 no describen to- 
talmente a los números reales, en el sentido de que existen otros conjuntos diferen- 
tes del conjunto de los números reales, que satisfacen las mismas propiedades 
1 — HI si en ellos la palabra “número en todos los casos se sustituye por la pa- 
labra “elemento” del conjunto analizado. Precisamente en este sentido, en el futu- 
ro por doquier se entiende la expresión “un conjunto que satisface cualquiera de las 
propiedades I — V”. 

Ejemplos de conjuntos que satisfacen las condiciones L, 11 y III son sólo núme- 
ros racionales o números complejos, conocidos de la matemática elemental, asi co- 
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mo el conjunto de las funciones racionales, es decir, las funciones del tipo 
s= 5, donde P(x) y QW) son polinomios. 


Los elementos de todos los conjuntos enumerados se pueden sumar y multiplicar 
y además estas operaciones se subordinan a las condiciones, II y III. Los conjuntos 
que satisfacen estas exigencias y que contienen al menos un elemento diferente de 
cero se llaman campos. 

De esta forma, los números racionales, los números reales, los números comple- 
jos y las funciones racionales forman campos. 

“Analicemos ahora las propiedades que distinguen al campo de los números rea- 
les entre todos los otros campos. Una de tales propiedades es la propiedad de orde- 
namiento de sus elementos. 
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Deduzcamos algunas consecuencias de las propiedades de ordenamiento IV y de 
las propiedades de la suma y la multiplicación 1, Il y HI. Ante todo recordemos el 
concepto de comparación de la magnitud de dos números; el número a se llama nú- 
mero mayor que el número b : a > b, sia ~ b > 0. 

Tienen lugar las siguientes propiedades de la comparación de las magnitudes de 
los números reales. 

1°. Sia > byb > c, entonces a > c. 

Esta propiedad se llama transitividad de la relación de orden. 

Si a > b y b > c, entonces por definición, esto significa que a — b > 0 y 
b=c>0. Sumando estas desigualdades, según IV, obtenemos: 
(a — b) + (b — c) > 0, es decir, a — € > 0, Esto significa que a > c. O 

2%. Si a > b, entonces para cualquier número c tenemos a + © > b + c. 

En realidad, la desigualdad a > b significa quea — b > 0. Por cuanto según la 
propiedad 5° del p. 2.2* a — b = a + c — c — b = (a + c) — (b + c), enton- 
ces (a + c) — (b + c) > 0 y por consiguiente a + c > b + c. O 

3°, Para dos números cualesquiera a y b se tiene exactamente una de las tres rela- 
ciones de ordena > b,a = ba < b. 

En efecto, sean dados dos números a y b. Para su diferencia a — b según la pro- 
piedad IV tiene lugar exactamente una de las relaciones a — b > 0, a — b = 06 
0>a~ 

Sia — b > 0, entonces por definición a > b. Sia — b = 0, entonces sumán- 
dole a ambos miembros de jualdad el númbero b, obtenemos a = b. Finalmente 
si 0 > a — b, entonces, sumándole sucesivamente a ambos miembros de la desi- 
gualdad O > a — b los números — a y b (véase la propiedad anterior), obtendremos 
b — a > 0. Esto significa que b > a o lo que es lo mismo a < b. D 

La relación a < b se lee “a es menor que b'*. La relación a = b se lce a es 
igual a b”. La relación a > b se lec “a es mayor que b” 

La existencia de la relación transitiva de orden “mayor que”, “menor que” 
entre dos números cualesquiera se lama usualmente propiedad de ordenamiento del 
conjunto de los números reales o relación de orden. 
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La escritura a < b es equivalente a la escritura b > a y significa que o bien 
a= bo biena < b. Por ejemplo, se puede escribir 2 < 2,2 < 5. Naturalmente se 
puede escribir más exacto 2 = 2, 2 < 5, no obstante, las desigualdades 2 < 2 y 
2 < 5 también son ciertas ya que denotan que dos no es mayor que dos” y respec- 
tivamente que "dos no es mayor que cinco”. 

Las relaciones a < b,a < b,a > b,a > b se llaman desigualdades. Las desi- 
gualdades a < b y a > b se llaman desigualdades estrictas. 

4°. Sia < b, entonces —a > —b. 

En particular, si a > O, entonces ~a < Oy sia < O, entonces -a > 0. 

En efecto, de o <b por definición tenemos b= a> 0. Por esto 
+b + (=b) = (6-0) + (-b) > 0+ (5) = —b. O 
a< byc < d, entonces a + c < b + d, es decir, se puede efectuar la 
suma término por término de las desigualdodes de un signo. 

En realidad, si g < b y € < d, entonces, según la propiedad 2° de este punto 
a+c<b+cyc+ b< d+ b, por eso en virtud de la transitividad del ordena- 
miento tenemos a + ¢ < b + d. O 

6°. Sia < byc > d, entonces a — € < b — d, es decir, las desigualdades de 
signos opuestos se pueden restar en el sentido indicado. 

En efecto, de e > d tenemos según la propiedad 4° de este punto ~c < —d. 
Sumando las desigualdades a < b y —c < —d obtendremos a — ¢ < b — d. O 

7°. Sia < byc < 0, enionces ac > de. 

En realidad, según la propiedad 4° de este punto —c > 0, por la propiedad IV3: 
a(—<) < b(=c). De aquí, por la propiedad 16° del p. 2.2*, obtendremos 
—ac < —be y por consiguiente (véase la propiedad 4° de este punto) ac > be. O 

Dela propiedad 7° demostrada ahora (para a = 0) y de la propiedad IV; se deri- 
va la regla de los signos de la multiplicación de números reales: el producto de dos 
Jactores del mismo signo (o bien positivos simultáneamente o bien negativos simul- 
táneamente) es positivo y el producto de dos factores de signos desiguales (uno de 
ellos es positivo y el otro, negativo) es negativo. 

8°. En un campo ordenado siempre es válida la desigualdad 1 > 0. 

En realidad, ya vimos (véase la observación después de la propiedad 14° en el 
p. 2.2), que de la condición de existencia del elemento a + 0 (esta condición se inclu- 
ye en la definición de campo, véase el final del p. 2.2*) se deduce que 1 + 0. 
Mostremos que la desigualdad 1 < Ono es posible. Supongamos lo contrario, o sea, 
1 < 0. Tomemos cualquier a > 0. Por la definición de la unidad tenemos 
a * 1 = a. Por la regla de los signos, el producto del número positivo a y del núme- 
ro negativo 1, según nuestra suposición, es un múmero negativo, es decir, a < 0, lo 
que es una contradicción. - 

De nuevo los números reales no son. el único objeto que satisface los axiomas 
1 — IV. Los conjuntos para los cuales son válidos estos axiomas se llaman campos 
ordenados. Un ejemplo de campo ordenado diferente del campo de los múmeros re- 
ales es el campo de los números racionales. No obstante, ni el campo de los números 
complejos ni el campo de las fracciones racionales son campos ordenados. 

En cualquier campo ordenado se puede introducir el concepto de valor absoluto 
de sus elementos. En su definición y en el estudio de sus propiedades, para la unifor- 
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midad de la exprosición hablaremos siempre de números y no de los elementos de un 
campo ordenado arbitrario. 
Para cualquier número a, el número denotado por lal y definido por la fórmula 


a si a>0, 
lai = 
a a<0 
se llama valor absoluto del número a o lo que es lo mismo, su módulo. 


Señalemos una serie de propiedades del valor absoluto. 
19. Para cualquier número a se cumplen las desigualdades 


lal > 0, Qs) 
lat = l-al, 2.o 
a< lal, -a < lal. an 


Demostremos la desigualdad (2.5). Si a > 0, entonces lal = a > 0,sia<0, 
entonces lal = —a > O (propiedad 4° del p. 2.3*). O 

Demostremos la igualdad (2.6). Si a > O, entonces lal =a y —a < 0 por 
eso según la definicio de valor absoluto y la propiedad 3° del p. 2.2* obtendremos 
a = lal.Sia < O, entonces lal = —a y ~a > 0; esto signi- 
-0.0 
Demostremos la desigualdad (2.7). Si a > 0, entonces a = lal y 


<o< 


$ a = lal, es decir, (2.7) se cumple. Sia < O, entonces a < 0 < ~a = lal, es 
decir, (2.7) también se cumple, O 
2°. Para cualesquiera números a y b 
la+ bi < lal + ibl, 0.8) 
tal — Ibl < la — bl. 2.9) 
Demostremos estas desigualdades. Segûn (2.7) tenemos: 
ax lal, <lal, b<ilbl, -b< 101. 
De aqui, por la propiedad 5* del p. 2.3* y la propiedad $° del p. 2.2* 
a+bgial+ ibl, —(a +b) < lal + Ibt. 


Uno de los números a + bo — (a + b) es no negativo y por consiguiente coincide 

con la + bl. La desigualdad (2.8) queda demostrada. 
La desigualdad (2.9) es una consecuencia de la (2.8). En realidad 
lal — ibi = I{a — b) + bl 101 < la — bi + lbi — Ibl = 


análogamente Ibl — lal < Ib — al = la — bl. 

Por la propiedad 5* del p. 2.2* 161 — lal = —(lal — Ibl). Uno delos núme- 
ros lal — Ibl y —(lal — 161) coincide con lal — 161. La desigualdad (2.9) tam- 
bién queda demostrada. Ol 

3°. Para cualesquiera mimeros a y b se cumple la igualdad labi = lallbl. 

Esto se deduce inmediatamente de la definición de valor absoluto, de la pro- 
piedad 16° del p. 2.2* y de la regla de los signos en la multiplicación. 

Veamos ahora la propiedad de continuidad que distingue el campo de los núme- 
105 reales entre todos los demás campos ordenados. 


la — bl; 
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2.4.* PROPIEDAD DE CONTINUIDAD DE LOS NÚMEROS REALES 


Un campo ordenado que satisface la propiedad V se llama campo ordenado con- 
tinuo. El campo de los números racionales ya no es un campo ordenado continuo: 
en él se tienen los conjuntos A y B; para cualesquiera elementos a € A y b € B se 
cumple la desigualdad a < b y al mismo tiempo no existe un número racional r tal 
que para todos los a€ A y b€ B se cumpla la relacio a < r < b. Se puede 
mostrar, por ejemplo, que poseen esta propiedad el conjunto B compuesto por t0- 
dos los números positivos 7 que satisfacen la desigualdad 7? > 2 y el conjunto A al 
cual pertenecen todos los números racionales restantes, 

Resulta que el conjunto de los números reales es en cierto sentido el único campo 
ordenado continuo, más preciso el único salvo un isomorfismo. Aclaremos qué sig- 
nifica esto. 

Dos campos ordenados P y F” se llaman isomorfos si existe una relacion 
biunivoca de sus elementos f: P — P" (vtase el p. 1.21), tal que para dos elementos 
cualesquiera xe P e ye F x< y, se cumplen las condiciones f(x) </0), 
Sæ + D = 0) + S0/00) = SOVO). a A 

Más brevemente, los campos ordenados Py se llaman isomor/os si existe 
una aplicación biunivoca de uno de ellos sobre el otro (biyección) que conserva el 
ordenamiento, la adición y la multiplicación de sus elementos. 

Se puede mostrar que todos los campos ordenados continuos son isomorfos 
entre sl. Con esto se explica que en la literatura matemática se encuentran diferentes 
construcciones del conjunto de los números reales, que parten de diferentes objetos 
concretos, llevando todas ellas a conjuntos no triviales de elementos, que cumplen 
las propiedades 1 — V, es desir, a campos ordenados continuos y por consigulente a 
conjuntos isomorfos. De esta forma llegamos a la siguiente definición del conjunto 
de los números reales, 

Definición 2”. Se lama conjunto de los números reales un campo ordenado con- 
tinuo. 

El campo de los números racionales, como ya se señaló anteriormente, no posee 
la propiedad de la continuidad y el campo de los números reales sí. Por esto, a cien- 
cia ciena, existen números reales que no son racionales, es decir, existen los números 
irracionales. De está forma, el conjunto de los números reales se puede analizar como 
unaextensión sustancial del conjunto de los números racionales, sustancial en d senti- 
do de que el conjunto de los números racionales es un subconjunto propio del 
conjunto de los números reales. En esta extensión se conservan la propiedad de or- 
denamiento y las operaciones de adicioh y multiplicacioh. Resulta que los números 
reales, a diferencia de los racionales ya no se pueden extender hasta un conjunto 
mayor de forma tal que se tonserven las propiedades señaladas (el ordenamiento y 
las operaciones de adición y multiplicación). 

Esta propiedad se llama propiedad de completitud de los números reales con res- 
pecto a su ordenamiento, a la adición y la multiplicación. 


2.5.* CORTADURAS EN EL CONJUNTO 
DE LOS NÚMEROS REALES 

La propiedad de continuidad de los números reales se puede enunciar en diferen- 

tes términos. Aquí será analizado el enunciado de esta propiedad en los términos de 
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las asi llamadas cortaduras de los números reales. Ante todo definamos este concep- 
10. 

Definicioá 1. Dos conjuntos A C Ry B C Rse llaman cortadura del conjunto 
delos números reales R, si 

1°) la unión de los conjuntos A y B comprende todo el conjunto de los números 
reales R, A U B = R; 

2°) cada uno de los conjuntos A y B no es vacío, A + Ø,B + Ø; 

3°) cada número del conjunto A es menor que cualquier número del conjunto B: 
sia A, b € B, entonces a < b. 

La propiedad 1° significa que cada número real pertenece al menos a uno de los 
conjuntos A y B. 

Dela propiedad 3° evidentemente se deduce que los conjuntos A y B no se inter- 
secan: A N B = Ø. En efecto, si se encontrara un elemento x € A N B, es decir, 
XEA y x€B, entonces de la propiedad 3° se deduciría que x < x. 

La cortadura del conjunto de los números reales formada por los conjuntos A y 
Bs denota por A |B. El conjunto A se llama clase inferior y el conjunto B clase su- 
perior de la cortadura dada. 

Ejemplos simples de cortaduras se pueden obtener de la siguiente forma. Fije- 
mos cualquier número a € R. Llevemos inicialmente al conjunto A todos los nú- 
meros x < æ y al conjunto B, todos los números y > a 


AŽ hux<al, BË p:y>al. Q10) 


Los conjuntos A y B así definidos forman una cortadura, lo cual se establece con 
una comprobación directa del cumplimiento de las condiciones 1°, 2° y 3° de la de- 
finición 1. 

Se puede actuar de otra forma: llevar al conjunto A todos los números x < a y 
al conjunto 8 todos los números y > a: 


AŽ box<a) BE y:y >al ean 


De nuevo, los conjuntos A y 8 forman una cortadura. En ambos casos (2.10) y 
(2.11) se dice que la cortadura la realiza el número a: y se escribe a = AIB. 

Señalemos dos propiedades de las cortaduras realizadas por cierto número. 

1°. En el caso (2.1) en la clase A hay un número máximo que es el número œ y en 
la clase B no hay uno mínimo. 

En el caso (2.2) en la clase A no bay máximo y en la clase B hay un número 
minimo que es el número a. 

Analicemos, por ejemplo, el primer caso (2.10). Entonces de la primera fórmula 
de (2.10) que define el conjunto A se ve claramente que a es el mimero máximo en la 
clase A. 

Mostremos que en el conjunto £ no hay un número mínimo. Supongamos lo 
contrario: supongamos que en B hay un número mínimo. Denotémosto por 8. Por 
cuanto $ € B, entonces por la segunda fórmula de (2.10) a < $, por consiguiente 


a+ 


a+ a< a + B, cs decir, a < 2, de donde, de nuevo, por la segunda fòr- 
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A 3 A 5 
FIG.4 


mula de (2.10) obtenemos que 274 


€B. Análogamente, de œ < $ tenemos 


a+ 
7 


B, entonces, € A. La contradicción obtenida demuestra la afirmación. 


2°, El número que realiza la cortadura es único. 
En realidad, supongamos que existe una cortadura que está definida por dos nù- 
meros distintos: a = AIB y 8 = AIB. Sea, por ejemplo, a < $. Entonces, como 


vimos en la demostración de la propiedad anterior, a < L4É < $, De la desi- 
gualdad a < 242 se deduce que tanto en el caso (2.10) como en el (2.11) tiene lu- 


a+ B <B + B, es decir, 
a+ 


< 8 y ya que $ es el núniero mínimo en la clase 


7 
€B. Análogamente, de la desigualdad 


a+6 
> 


€ A. Esto contradice que los conjuntos A y B no se intersecan. 


< B se deduce que 


La propiedad de continuidad de los números reales consiste en que no existe nin- 
guna cortadura de los números reales fuera de aquellas que se realizan por cierto nú- 
mero real. 

Analicemos precisamente la siguiente propiedad. 

V°. Para cada cortadura A 18 del conjunto de los números reales existe el núme- 
ro a que realiza esta cortadura 

a= AIB. 


Este número, de acuerdo con lo dicho anteriormente, es O el mayor en la clase 
inferior, entonces, en la superior no hay uno mínimo, o el menor en la clase supe- 
rior, entonces en la inferior no hay uno máximo. 

De esta forma, si A18 es una cortadura del conjunto de los números reales, en- 
tonces por la propiedad de continuidad enunciada en la forma V* no puede ocurrir 
Que en la clase A haya un número máximo y al mismo tiempo en la clase 8 haya uno 
minimo (fig. 4, a). No puede ocurrir tampoco que en la clase A no haya máximo y al 
mismo tiempo en la clase 8 no haya un número minimo (fig. 4, b). Dicho correcta- 
mente, la continuidad de los números reales significa que en su conjunto no hay ni 
saltos ni lagunas, más breve, no hay vacios. 

Una cortadura A |B geométricamente significa una partición de la recta númeri- 
ca en dos rayos que tienen el mismo origen y que van en sentidos opuestos y además 
uno de ellos contiene su origen común (rayo cerrado) y otro no (rayo abierto). 

La propiedad de continuidad de los números reales enunciada en V, de igual for- 
ma que la propiedad V* equivalente a ella, se lama principio de continuidad de los 
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números reales según Dedekind. En el futuro nos encontraremos con otros enfo- 
ques del concepto de continuidad del conjunto de los números reales (véase el p. 
1.0. 

Mostremos que la propiedad V* es equivalente a la propiedad V. 

Supongamos que inicialmente se cumple la propiedad V y se da cualquier corta- 
dura AIB. Por la tercera propiedad de las cortaduras, para cualesquiera a € A y 
b € B'se cumple la desigualdad a < b, por lo que la pareja de conjuntos A y B satis- 
face la condicio enunciada en la propiedad V*. Por consiguiente, por esta pro- 
piedad, existe un número a tal que para todos los a e A y b € B se cumple la rela. 
cióna < a < b. El número a por la primera propiedad de las cortaduras pertenece 
auna de las clases A o B. Si a € A, entonces para todos los a e A y b € B se cumple 
la desigualdad a < a: < b, es decir, el número a realiza la cortadura A |B y es el nù- 
'mero mayor en la clase inferior. Análogamente, si a € B entonces el número a tam- 
bién realiza la cortadura 41B y es el menor en la clase superior B. 

Supongamos ahora que al contrario se cumple la condición V* y están dados dos 
conjuntos no vacios A C R y B C R tales que para cualesquiera a € A y b 6 B se 
cumple la desigualdad a < b. Denotemos por B* el conjunto de números tal que 
cualquiera que sea b* e B* para cualquier a € A se cumple la desigualdad a < b* 
(el número b* que posee esta condición se llama número que acota superiormente al 
conjunto A). Evidentemente, 

BCB". 2.12) 

Por A* denotemos todos los demás múmeros reales: 

A=RN B. 


Mostremos que los conjuntos A* y A* forman una cortadura en el conjunto de los 
números reales y que el número a que realiza esta cortadura satisface la condición 


indicada en el enunciado de la propiedad V para los conjuntos dados A y B. 
Ante todo comprobemos que los conjuntos A* y B* satisfacen todas las condi- 


ciones que deben satisfacer los conjuntos que forman una cortadura. En efecto, por 

cuanto al conjunto A* se llevaron todos los números que no cayeron en el conjunto 

B*, entonces su unión A* U B* es el conjunto de todos los números reales R: 
A*UB* =R. 0.13) 


El conjunto B* a ciencia cierta no es vacio por la inclusión (2.12), ya que por 
condición, el conjunto B no es vacio. Asi pues 
Bø. 214) 


Demostremos que el conjunto A* tampoco es vacio. Por condición, el conjun- 
to A noes vacio*"), Esto significa que existe al menos un número a € A. Entonces, el 
número a — 1, a ciencia cierta, no pertenece al conjunto B*, ya que a — 1<a, 


9 R. Dedekind (1831—1916), matemático alemán. 

+» Observemos que no necesariamente A C A*. Más aún, en el caso cuando el conjunto 
A está compuesto por un punto a € B (esto es permisible), los conjuntos A y A* incluso no se 
intersecan ya que en este caso A = fa) C BCB". 


z 
= 
a bg 
FIO. 5 


a € A, es decir, en el conjunto A se encontró un elemento mayor que a — 1. De esta 
forma a — 1 € B*, ya que el conjunto B* está compuesto sólo por los números ma- 
yores que todos los números de A o iguales a algunos de ellos. Por esto, 
a — 16 A*, ya que al conjunto A* pertenecen todos los números que no entran cn 
B*. Asi pues, el conjunto A* tampoco es vacio: 

ao. 219) 


Demostremos ahora que cada número a* e A* es menor que cualquier número 
breB: a <b. (2.16) 
Supongamos lo contrario: supongamos que se encuentran los números a* € A* y 
b* e B* tales quea? > b*. Entonces, por la definicioh del conjunto B*, para cual- 
quier A se cumple la desigualdad a < b* y por consiguiente la desigualdad 
ags Esto significa que a* € B*. De esta forma, el número a” simultáneamente 
pertenece tanto al conjunto A* como al conjunto B*. Esto no es posible, ya que al 
conjunto A* fueron llevados aquellos números que no se contienen en el conjunto 
B*. La contradiccioh obtenida muestra que la desigualdad a* > b* para la condi- 
ción a* € A, b* e B no es posible y por tanto se cumple la desigualdad (2.16). 

El cumplimiento de las condiciones (2.13) — (2.16) significa que los conjuntos 
A? y B* efectivamente forman una cortadura en el conjunto de los números reales 
(vtase la definición 1). 

Sea a el número que realiza esta cortadura: œ = A*LB*. Tal número a existe 
por la suposición sobre el cumplimiento de la propiedad V*. Mostremos que 
ae B*. Si esto no fuera así, entonces se encontraría un número ay € A tal que 
ap > a. Escojamos cualquier x de forma tal que œ < x < ag (fig. 5). Por cuanto 
x> aya = A*IB*, entonces x e B* y por consiguiente, para cualquier a € A de- 
be cumplirse la desigualdad x > a, ya que B* está compuesto sólo por tales núme- 
ros. No obstante, esta desigualdad no se cumple para a = ag. La contradicción ob- 
tenida demuestra que a € B* y por esto el número a es el menor en la clase superior 
B*, pero B < B*, por consiguiente para cualesquiera b € B se cumple la desigual- 
dad a < b. Finalmente, por la propia definición del conjunto B°, de la inculusión 
a € BY se deriva que para cualquier número a e A es válida la desigualdad a < a. 

Asi pues, para todos los a € A, b € B tiene lugar la desigualdad 


a<asb. 


Esto significa que la presencia de la propiedad V* conlleva la existencia de la pro- 
piedad V. 


2.6*. POTENCIAS RACIONALES DE LOS NÚMEROS REALES 


Señalemos que en el conjunto de los números reales para cualquier número 
a > 0 y cualquier número natural n existe siempre un número b > 0 que es la raiz 
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de n-ésimo grado de a, es decir, existe Va. No nos detendremos por ahora en la de- 
mostración de esta afirmación, aunque se podría realizar aquí, por ejemplo, sobre 
la base del concepto de cortadura, y la demostraremos más adelante (véase d ejemplo 
enel p; 6.3). Claro, en algunos casos, la raiz puede existir paraa < 0. Por ejemplo, 
existe pero ya la raiz V=4 no existe, en el sentido de que no existe el 
nomero real b = V—3, ya que en el caso contrario sería válida la igualdad 
b? = —4 que contradice la regla de los signos en la multiplicación. 

Enunciemos las propiedades de la raíz, Sean n y m números naturales y a > 0, 
b > 0, entonces son válidas las fórmulas siguientes: 


19 Va = "Ya, E- oo 


29 Va = "VA, 59) Na = VF. 
39) VB = Va Vb; 

Todas estas fórmulas se demuestran por un mismo método, Demostremos por 
ejemplo, la Primera. 

Seab = V Ya. Por la definición de raíz y por la propiedad 22° del p. 2.2* esto 
significa que b” = Ya y que b™" = a. De aquí por la misma definición de raíz, se 
deduce que b = De esta forma tenemos 

VT =»="V5.0 

Sia < 0 y todas las raíces que aparecen en la fórmula 1) existen, entonces tam- 
bień es válida y la demostración llevada a cabo mantiene su vigencia. En general, si 
a < Oy todas las raíces que aparecen en cualquiera de las fórmulas 1) — 5) existen, 
entonces son válidas en este caso. 

Teniendo el concepto de potencia y raíz enteras, definamos el concepto de po- 
tencia racional. Sea a > O y r € Q, es decir, r = m/n, meZ, neZ, n +0. 

La potencia a” se define con la igualdad 

PEN 

Señalemos las propiedades fundamentales de la potencia racional. Sea a > 0, 
b>0,r,€Q,r,€ Q, r € Q, entonces 

6) diad? = at, 

T) Y? = 

8°) (aby = d'b". 

Demostremos, por ejemplo, la fórmula 6°). Si 7, = p/q, r} = m/n, q + 
n + 0, p, q, m, n € Z, entonces, utilizando la definición de potencia racional, las 
propiedades de las raices 2° y 3° y la propiedad 22 del p. 2.2* obtendremos: 


didi = PIa = YP NF = Va NG = 
mg m 
= YFP a a Cano 


Voy Y or, 
() (Y = 40 Y = ab pa 
Ejercicio. Sea B=hr:x0>2, x>0 x0Q) y A= QNB. Daméstese que 


los conjuntos A y 8 forman una cortadura en el campo de los números racionales ( y que esta 
cortadura no está definida por ningún múmero racional. 


$ 3. CONJUNTOS NUMÉRICOS 


3.1. RECTA NUMÉRICA EXTENDIDA 


A menudo es cómodo completar el conjunto R de los números reales con los ele- 
mentos que se denotan por +o y — œ y que se llaman respectivamente más y me- 
hos infinito, considerando que por definición 


-o< +o, 
(+00) + (+w) = +w, (=) + (00) = 
(++) = (00) = +09, 
(+æ) = (0400) =o. 


Pero, por ejemplo, las operaciones (+œ) + (0) o È% ya no están definidas 
(véase también el p. 4.9). Además, para cualquier a € R, por definición, se conside- 
ta que se cumple la igualdad -œ < a < +œ 
Y que son válidas las operaciones 

a+t(+œ)= +œ+a= +o, -o+a=ar+(-0)= 


paraa > 0 
paraa < 0 


+0) = (toja +0, a(o) m 


œj = 


a+) = (+æ = o, ao) = (ea +0 


Los infinitos +œ y — æ se llaman a veces “números infinitos” a diferencia de 
los números reales a € R que se llaman a su vez números finitos. 

En lo adelante, por número se entenderá siempre un número real finito si no se 
acuerda algo diferente. 

El conjunto R de los números reales completado con los elementos +o y — œ se 
llama conjunto extendido de los números reales (o recta mumérica extendida) y se 
denota por R. Los elementos +% y — œ se llaman a veces puntos infinitamente ale- 
Jados de la recta numérica extendida, en contraposición a los números de la recta 
numérica R que se llaman también puntos finitos. 
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3.2. INTERVALOS DE NÚMEROS REALES. ENTORNOS 


Recordemos la definición de ciertos subconjuntos de números reales muy impor- 
tantes, que en el futuro se encontrarán a menudo. Sia < b, a € R, b e R, enton- 
ees, el conjunto [x : a < x < b} se llama segmento de la recta numérica extendida 
R y se denota por la, b), es decir, 

(a, wia <x <b) ack, boR. 


En el caso a = b el segmento [a, b] está constituido por un punto. 
Sia < b, entonces el conjunto lx: a < x < b] se llama intervalo y se denota 
por (a, b), es decir, E 


El intervalo (a, b) se ama interior del segmento la, b). 
Los conjuntos numéricos 


00 wiago) y (0 wia <x 0) 


se llaman intervelos semiabiertos. 

Los segmentos fa, b), los intervalos (a, b) y los intervalos seminbiertos (a, b), (a, 
b] se llaman intervalos; los puntos a y b, sus extremos; a, el extremo derecho y b, el 
izquierdo y los puntos x son tales que a < x < 5 se llaman sus puntos interiores. 

Sia y b son finitos, es decir, a € R y b € R, entonces el intervalo con extremos a 
y b se llama también intervalo numérico y el número b — a, su longitud. 

Si al menos uno de los números a y b es infinto, entonces el intervalo con extre- 
mos a y b se llama infinito. 

OBSERVACIÓN 1. Los intervalos de todos los tipos de la recta numérica extendida 
poseen la siguiente propiedad: si los puntos a e Ry 8 e R,a < 8 pertenecen a cier- 
to intervalo con los extremos a € R y b € R, entonces todo el segmento [a, $) perte- 
nece a este intervalo. 

Para los intervalos de cada tipo esto se deduce directamente de su definición. 

Un concepto importante para el futuro es el concepto de ¿-entorno de un punto 
de la recta numérica extendida. 

En el caso a € R, es decir, cuando a es un número real, se llama e-entorno U(a, 
€)”, e > 0, del número a el intervalo (a — £, a + £): 


ula.) Ela ¢,a + £). 


Sia = +, entonces 


ysia= —<o, entonces 


® La notación del entorno de un punto con el simbolo U viene del vocablo alemán Umge- 
bung (entorno). 
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De esta forma, en todos los casos, es decir, cuando a es un número real o cuando 
a es uno de los infinitos +œ, —c», con la disminución del número £ los e-entornos 
correspondientes Ua, e) disminuyen: siO < €, < £y entonces Ula, £,) C Ula, e). 

A veces resulta cómodo completar el conjunto de los números reales no con dos, 
sino con un infinito (sin signo) œ. Su z-entorno Ulea, £), £ > 0, se define por la 
igualdad 


Uwe) frer ixl >3 ve. 


Dicho de otra forma, el e-entorno Ue», £) está compuesto por dos intervalos infini- 
1 


tos (o, ) G , +a) y por el propio elemento œ. Este elemento a veces 
también se llama punto infinitamente alejado de la recta numérica. A diferencia de 
Jos infinitos con signo: +œ y — œ, el infinito sin signo œ no está relacionado con 
los números reales por la relación de orden. 

Cualquier e-entorno de un punto finito o infinitamente alejado de la recta numé- 
rica se llama entorno de este punto y a menudo se denota simplemente por U (a). A 
veces denotaremos a los entornos con otras letras, por ejemplo, con las letras V, W. 

Junto con los entornos de los infinitos, definidos anteriormente, en el conjunto 
de los números reales completado por ellos, a veces se analizan los entornos de los 
infinitos œ, +æ y — æ en el propio conjunto de los números reales: U(se) N R, 
U( +0») N R y U(- œ) N R. Los propios infinitos, naturalmente, ya no caen en 
estos entornos. Nos mantendremos en las definiciones dadas inicialmente 
(señalemos además que el lema que se demuestra más adelante se mantiene válido en 
el caso cuando en él por entornos de los infinitos entendemos sus entornos en el con- 
junto de los números reales). 

Enunciemos en forma de lema una imporiamte propiedad de los entornos. 

Lema. Para dos puntos diferentes cualesquiera de la recta numérica extendida 
(extendida o bien con ayuda de dos infinitos con signo o bien sólo con ayuda de 
un infinito sin signo) existen entornos que no se intersecan, 

DEMOSTRACIÓN. Veamos inicialmente el caso de la recta numérica extendida R 
obtenida con la incorporación de dos infinitos con signo al conjunto de los números 
reales R. Mostremos que para cualesquiera a € Ñ y b € R, a < b, existen e, > Oy 
tz > Otales que U (a, £) N U(b,e,) = Ø. En realidad sia y b son números reales, 


entonces se puede tomar e, = e3 = 27 (fig. 6, a). Si a es un número real y 


b= +æ, entonces, en calidad de los e, > 0 y £ > O señalados sirven, por 


1 
ejemplo, e, = 1ye = yT 


(fig. 6, b). Sia = — æ y b es un número real, en- 


tonces se puede tomar £, = mire" 1 (fig. 6, c). Finalmente, sia = =œ y 


b= +œ, entonces para cualquier £ > 0 arbitrario, los entornos U(—o, £) y 
U(+ o, £) no se intersecan (fig. 6, d). 

Si la recta numérica R está completada sólo por un infinito œ, entonces es sufi- 
ciente analizar sólo el caso a € Ryb = œ (ya que cl casoa e R yb e Restá analiza- 
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FIG. 6 


do anteriormente), en el cual se puede tomar de nuevo (como paraa € R,b = +00) 


ti=lye= 


lal +i 

OBSERVACIÓN 2. En el caso a < b,a eR, b e Ry Ula, e) N Ulb, e) = Ø pa- 
ra cualesquiera x € U (a, £) e y € U(b, €), evidentemente es válida la desigualdad 
x<y. 

Su validez se establece directamente con una comprobación de todos los casos 
aquí posibles, es decir, para a € R, b€ R, para ae R, b = +0, paraa = =œ, 
baRyparaa = =œ, b= +0, 


3.3. CONJUNTOS ACOTADOS Y NO ACOTADOS 


Introduzcamos una serie de conceptos necesarios para el futuro y estudiemos al- 
gunas propiedades de los conjuntos numéricos. 

Definición 3. Si para el subconjunto E de números reales existe un número b tal 
que no es menor que cada número x € E, es decir, para cualquier x € E se cumple la 
desigualdad x < b, entonces el conjunto E se llama acotado superiormente y el nú- 
mero b, número que acota superiormente el conjunto E. 

Un conjunto que no sea un conjunto acotado superiormente se llama no acota- 
do superiormente. 

Con ayuda de los símbolos lógicos la definición de conjunto acotado superior- 
mente se escribe de la siguiente fori 

el conjunto Æ C Restá acotado superiormente + (3b € R) (vx € E) : x < b, de 
aqui 
el conjunto Æ C R no está acotado superiormente » (Yb e R) (àx € E) : x > b, es 
decir, el conjunto Æ no está acotado por arriba si cualquiera que sea el número 
b € R se encuentra un número x € £ tal que x > b. 
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Observemos que si el número b acota superiormente el conjunto E, es decir, pa- 
ra todas las x € E se cumple la desigualdad x < b yb < b, entonces, para todas 
las x € E evidentemente, tiene lugar la desigualdad x < b”, y por consiguiente, el 
número b” también acota superiormente el conjunto E, 

Si en el conjunto E se tiene un número b que no es menor que todos los otros nú- 
meros de E, se decir, b € E y para todos los x e E se cumple la desigualdad x < b, 
entonces, el número b se lama número máximo o mayor del conjunto E : b = máx 

Evidentemente, sien el conjunto Ese tiene un número máximo, entonces, éste es 

único y el propio conjunto E, en este caso, está acotado superiormente por este nů- 
mero. 
Señalemos además, que si el conjunto Æ no está acotado superiormente, enton- 
ces por la definición, esto significa que para cualquier número b € R existe al menos 
un elemento x € E tal que x > b. Prestemos atencioó a que en realidad hay un nů- 
mero infinito de tales elementos. En efecto, supongamos que hay un número finito 
de éstos: Xy, ««: y Xy M € N. Dicho de otro modo, para todos los x € E y X * Xy» 
k = 1,2, ... , n es válida la desigualdad x < b. Entonces, es evidente que para 
bp = MáXID, Xy» ... ,X,) y todos los x e E se cumple desigualdad x < bo, es decir, 
pese a la j, el conjunto E resultó ser acotado. 

De forma análoga al conjunto acotado superiormente, se define un conjunto 
acotado inferiormente. 

Definición 4. Si para el subconjunto E de números reales existe un número a tal 
que no es mayor que cada número x & E, es decir, para cualquier x € E se cumple la 
desigualdad a < x, entonces, el conjunto E se llama acotado inferiormente y el mú- 
mero a, número que acota inferiormente este conjunto. 

Un conjunto que no esté acotado inferiormente se llama conjunto no acotado 
inferiormente. 

Con ayuda de los simbolos lógicos la definición de conjunto acotado inferior- 
mente se escribe de la siguiente forma: 

el conjunto E C R está acotado inferiormente «+ (3a € R) (vx € £) : x > a, de 
aqui 

el conjunto ÆC R no está acotado inferiormente o (Va €R) (Axe E): 
1x < a, es decir, el conjunto Æ no está acotado inferiormente si cualquiera que sea 
el número a € R se encuentra un elemento x € E tal que x < a. 

Es evidente que si el número a acota inferiormente el conjunto E, entonces cual- 
quier número a” < a también acota inferiormente este conjunto. 

Si en el conjunto E se tiene un número a que es no mayor que todos los otros nù- 
meros de E, es decir, a € E y para todos los x € E se cumple la desigualdad a < x, 
entonces, el número a se llama número mínimo o menor del conjunto E: a = min E. 

Si en el conjunto E se tiene un número mínimo, entonces, éste es único y el pro- 
pio conjunto Æ, en este caso, está acotado inferiormente por este número. 

Definición 5. Un conjunto acotado superior e inferiormente se llama simplemen- 
te conjunto acotado. 

Con otras palabras, el conjunto E C R se llama acotado si existen números a y b 
tales que para cualquier x e E se cumple la desigualdad a < x < b. 

Es evidente que un conjunto no acotado puede estar no acotado superior e infe- 


3.4. Cotas superior e inferior de los conjuntos de números “a 


Un conjunto que no está acotado se llama no acotado. 
Ejercicio 3. Demuéstrese que el conjunto E C R está acotado si y sólo si existe 


un numero a > O tal que para todos los x e E se cumple la desigualdad Ix! < a, 

El segmento [1, 2], el intervalo (0, 1), el conjunto de los valores de la función 
sen x son ejemplos de conjuntos acotados, El intervalo infinito (— $, +0»), el conjunto 
delos números naturales 1, 2, 3, ... son conjuntos acotados inferiormente pero no 
acotados superiormente. Por último, el conjunto de todos los números entéros, de 
todos los números racionales, son conjuntos no acotados tanto superior como infe- 
riormente. 

La generalizacioh formal de los conceptos de conjuntos acotados superiormen- 
te, acotados inferiormente y simplemente acotados sobre los subconjuntos del con- 
Junto extendido R de los números reales R (vèase el p. 2.5) no nos lleva a conceptos 
sustanciales, ya que todos los subconjuntos del conjunto extendido de los números 
reales están acotados superiormente por el símbolo +œ e inferiormente por el 
simbolo — œ y por esto son simplemente acotados en R. No obstante, el concepto 
de elemento máximo (minimo) de un conjunto también es sustancial en este caso. Su 
definición formalmente coincide con la definición correspondiente para los subcon- 
juntos de conjunto no extendido de los números real 

el número finito o infinito c e E C R se llama máximo (mínimo) en el conjunto 
E C Ř si para todas las x € E se cumple lo desigualdad x < c (respectivamente 
x> o). 

Más adelante nos serviremos de este concepto. 


3.4, COTAS SUPERIOR E INFERIOR DE LOS CONJUNTOS 
DE NÚMEROS 


Entre todos los números que acotan superiormente (inferiormente) un conjunto 
dado, el menor (mayor) de ellos, tiene un nombre especial. 

Definición 6. El menor entre todos los números que acotan superiormente el 
conjunto E C R se llama cota superior y se denota” por sup E o sup lx]. 


Definición 7. El mayor entre todos los números que acotan inferiormente el con- 
Junto E C R se llama cota inferior y se denota*" por inf E o inf Ll. 


A veces, la cota superior (inferior) de un conjunto la llaman cora superior (infe- 
rior) exacta de este conjunto. 

Señalemos que en las definiciones hechas no se analiza la cuestión de si existe o 
no el número menor (respectivamente mayor) entre todos los números que acotan 
superiormente (inferiormente) el conjunto dado, esto se hará más tarde. Aqui sólo 
se dice que si tal número existe entonces se llama cota superior (respectivamente in- 
ferior) del conjunto analizado, De la propia definición de cota superior (inferior) 
se deduce que sí para un conjunto dado esta cota existe, entonces es única ya que en 
cualquier conjunto el número máximo (mínimo) puede ser uno solo. 


* Del vocablo latino supremum, mayor. 
**) Del vocablo latino infimum, menor. 
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Analicemos las definiciones 6 y 7. Sea 8 = sup E. Esto significa, en primer lugar 
que el número $ acota superiormente el conjunto £,es decir, para cada x € E es váli- 
da la desigualdad x < $; en segundo lugar, que el número £ es el menor entre todos 
los números que acotan superiormente el conjunto E, es decir, cualquiera que sea el 
número 8” < $ ya no acota superiormente al conjunto £ y esto significa que en el 
conjunto E se encuentra un número x, tal que x > $”. 

Asi en “forma aritmética” la definición 6 se puede escribir de la siguiente mane- 
ta. 

Definición 6. El número 8 se llama cota superior del conjunto E si 

1)vxeE:x <8, 

2) MB" < B) GxEE):x > p. 

La condición 2°) se puede parafrasear del siguiente modo: 

2) (ve > 0D) (mx 6 E):x>8-e. 

Para convencerse de la equivalencia de las condiciones 2* y 2! es suficiente to- 
mar $* y z relacionados por la igualdad £* = £ — e delo cual se deriva que la con- 
dición e > 0 es equivalente a la condición $” < 8. 

De forma análoga, si a = inf E, entonces por la definición 7, en primer lugar, el 
número a acota inferiormente el conjunto E y en segundo lugar cualquier número 
a" > a ya no acota inferiormente este conjunto, ya que el número a es el mayor 
entre todos los números tales. Esto significa que para cualquier a* > a se en- 
cuentra x € E tal quex < a. Por consiguiente la definición 7 se puede parafrasear 
de la siguiente forma. 

Definición 7". El número « se llama cota inferior del conjunto E si 

1) vxcE:x> a, 

29) (Va > a) (ixe E):x <a”. 

La condición 2°) es equivalente a la condición 

De > Dare b ix <a te. 

Para convencerse de la equivalencia de las condiciones 2°) y 2') es suficiente to- 
mara’ = a+ e. 

Hagamos algunas observaciones evidentes. Si un conjunto no vacio E C R tiene 
cota superior 8 € R (tiene cota inferior e € R), entonces es acotado superiormente 
(respectivamente inferiormente). Esto se deduce de la condición 1° de la definición 
6' (de la definición 7"). 

SIS = sup E (a = inf E) y el número b (el número a) acota superiormente (in- 
feriormente) el conjunto E, entonces £ < b (respectivamente a < a). Esto se dedu- 
ce de que la cota superior (inferior) de un conjunto es el número menor (mayor) 
entre todos los números que acotan superiormente (nferiormente) el conjunto da- 
do, 


Si en el conjunto existe el número máximo (mínimo), entonces es cota superior. 
(inferior) de este conjunto. En particular, tal situación tiene lugar para los conjun- 
tos finitos: cualquier conjunto finito de números tiene un número máximo y uno. 
mínimo y por tanto cota superior e inferior. En principio, se pueden hallar simple- 
mente analizando todos los números del conjunto dado, ya que es finito. No obs- 
tante, en general, sólo en principio y no en la práctica: si en el conjunto finito anali- 
zado, dado por ciertas propiedades de sus elementos, hubiera muchos, entonces, 
analizarlos a todos no está al alcance incluso de una superpotente máquina compu- 
tadora moderna. 


3.4. Cotas superior e inferior de los conjuntas de números 9 


Citemos ejemplos que ilustran el concepto de cota superior e inferior de un con- 
junto. 

El conjunto de todos los números reales positivos, denotémoslo por R, , está 
acotudo inferiormente por el número cero, ya que para cualquier x e R , tient lugar 
x > Oy además inf R, = 0. El conjunto R, no está acotado superiormente, ya 
que no hay un número que acote superiormente todos los números positivos. 

Si £ = (a, b] es un segmento, entonces inf E = a, sup E = b. Si E = (a, b) es 
un miervalo, entonces, también, inf E = a, sup £ = b. Si finalmente el conjunto E 
«sta compuesto por dos puntos a y b, a < b, es decir, E = [a] U {b), entonces de 
nuevo inf E = a, sup E = b. Estos ejemplos muestran, en particular, que la cota 
superior (inferior) de un conjunto puede pertenecer al mismo conjunto o no. 

Pasemos ahora al esclarecimiento de la cuestión: ¿ existe siempre la cota supe- 
nor (inferior) de un conjunto de números? Si el conjunto no está acotado superior- 
mente (inferiormente), entonces no existen números que lo acoten superiormente 
Gnferiormente). Por consiguiente, no existe entre ellos el mínimo (máximo), De esta 
forma, si el conjunto no está acotado superiormente (inferiormente), entonces no 
tiene cota superior (inferior). En este caso, la respuesta a la pregunta planteada se 
obtuvo fácilmente, Si el conjunto está acotado superiormente (inferiorment 
tonces la respuesta es dada por el siguiente teorema. 

Teorema 1. Cualquier conjunto de números no vacío acotado superiormente 
tiene cota superior y cualquier conjunto de números no vacío acotado inferiormente 
tiene cora inferior. 

DEMOSTRACIÓN. Sca A un conjunto de números no vacío acotado superlormen- 
te, Denotemos por B el conjunto de todos los números que acotan superiormente el 
conjunto A. Por cuanto el conjunto A está acotado superiormente, el conjunto B 
no es vacio. Cada elemento y e B acotado por arriba el conjunto A, es decir, para 
cualquier elemento x e A se cumple la desigualdad x < y. Por cuanto, x e y son cle- 
mentos arbitrarios correspondientes a los conjuntos A y B, entonces por la pro- 
piedad de la continuidad de los números reales (véase la propiedad V en el p. 2.1) 
existe un número $ tal que para cualesquiera x € A < y € 8 tiene lugar la desigualdad 


x<8B<y. BD 
E) cumplimiento de la desigualdad x < £ para todos los x e A significa que el 
número 8 acota superiormente el conjunto A y el cumpliemiemo de la desigualdad 
B < y para todos los y € B, es decir, para todos los números que acotan superior- 
mente el conjunto A, significa que el número $ es el menor entre todos estos núme- 
ros, es decir, es la cota superior del conjunto A: 
B=supA. 03 
cota superior para un conjunto no vacio acotado su- 


Asi pues, la existencia de 
periormente está demostrada. 

Si ahora B es un conjunto de números no vacio acotado inferiormente, entonces 
llevamos al conjunto A todos los números que acotan inferiormente el conjunto 8 
Más adelante, razonando análogamente al caso analizado de la cota superior, fácil- 
mente nos convencemos de que por la propiedad de la continuidad de los números 
reales existe un número a: que para cualesquiera x € A e y € B se cumple la desigual- 
dad 
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r x 
i T 
r10.7 
X<a<y. 04 
Esto evidentemente significa que -inf g, 5 


Por otra parte, la afirmación sobre la existencia de la cota inferior de un conjunto 
no vacio acotado inferiormente se puede obtener de la afirmación ya demostrada 
sobre la existencia de la cota superior de un conjunto no vacio acotado superior- 
mente. Para esto es suficiente observar que si el conjunto E es un conjunto acotado. 
inferiormente, entonces el conjunto E* de todos los números es —x, dondex e E, es 
decir, el conjunto sobre la recta numérica, simétrico al conjunto Æ con respecto al 
cero es ya un conjunto acotado superiormente (fig. 7). Efectivamente, si el número 
a acota inferiormente el conjunto E, entonces el número —a acota superiormente el 
conjunto E*. De aqui fácilmente se deduce que inf £ = —sup E*. O 

El teorema sobre la existencia de las cotas superiores e inferiores pertenece a los 
tal llamados teoremas de existencia puros: en él se demuestra que en determinadas 
condiciones para el conjunto existe la cota superior, respectivamente la cota infe- 
rior. No obstante, de los razonamientos desarrollados en la demostración de este Leo- 
rema no se deduce el método para encontrar estas cotas en un caso concreto. Esto se 
deduce de que la construcción del conjunto B con ayuda del cual se realizó la de- 
mostración del teorema y que estaba constituido por todos los números que acota- 
ban superiormente el conjunto analizado es equivalente a la búsqueda de la cota su- 
perior 8 de este conjunto. En realidad el problema de encontrar la cota superior (in- 
ferior) de un conjunto dado por ciertas condiciones de éste, puede resultar ser un 
problema muy dificil. 

Si el conjunto no está acotado superiormente (inferiormente), entonces, como 
ya se señaló, ningún número puede ser su cota superior (inferior) ya que en general, 
no hay números que lo acoten superiormente (inferiormente). Para mayor comodi- 
dad se introduce la siguiente definición. 

La cota superior de un conjunto no acotado superiormente se llama +% y la co- 
ta inferior de un conjunto no acotado inferiormente se llama — œ. 

Esta definición es natural, ya que en los acuerdos tomados con respecto al uso 
delos símbolos + œ y — œ en el p. 2.5 las cotas infinitas de los conjuntos asi defini- 
dos también satisfacen las condiciones 1° y 2° de las definiciones 6" y 7". 

La comodidad de esta definición consiste en que ahora cada conjunto de núme- 
ros no vacío tiene una cota superior que pertenece al conjunto extendido de los nù- 
meros reales. Además, si el conjunto dado está acotado superiormente, entonces su 
cota superior es finita, si no está acotado superiormente, entonces es infinita y es 
igual a +0». La afirmación análoga es válida para la cota inferior. 


Ejercicios. 4. Supongamos que están dados los conjuntos de números X, i 
ys 


iena 


AT piren + xx, EX an an}. 


3.5. Principio de Arquímedes s 


Desmutstrese que sup X= Ý sup X, 


$. Supongamos que están dados los conjuntos de números X e Y y sea 


i 
S kizer- yxeX,yEN, 


Demutstrese que sup Z = sup X — inf Y. 


Mostremos ahora, que del teorema sobre la existencia de las cotas superiores e 
inferiores se derivan dos propiedades importantes de los números reales, el así lam 
do principio de Arquímedes” y el principio de los segmentos encajados, 


3.5. PRINCIPIO DE ARQUÍMEDES 


El principio de Arquímedes de los números reales consiste en lo siguiente; 
Teorema 2. Cualquiera que sea el número real a, existe un número natural n tal 


DNAS A aak, (vas RianeN):n> a. 


DEMOSTRACIÓN, Supongamos que el principio de Arquimedes no se cumple, Es- 
to significa que existe un número a tal que para todos los naturales n se cumple la 
desigualdad n < a, es decir (3a e R)(v7 € N) : n < a. Esto quiere decir, que el nú- 
mero a acota superiormente el conjunto de los números naturales, Por esto, el con- 
Junto de los números naturales como cualquier conjunto de números no vacío aco- 
tado superiormente, por el teorema 1 del p. 2.8 tiene una cota superior finita. Deno- 
témosla por 3, 8 = sup W. 

Por cuanto 8 — 1 < $, entonces por la condicioh 2° de la cota superior en la 
definición 6” del p. 2.8 existe un número natural n tal que n > B= 1. Pero entor 
ces, n + 1 > $ y por la definición de los números naturales n + 1 a W. La desi 
gualdad n + 1 > contradice que 8 = sup N ya que la cota superior de un conjun- 
to lo acota superiormente (véase la propiedad 1° de la cota superior en la definición 
6' del p. 2.8). La contradicción obtenida muestra que el número g indicado no exis- 
te, es decir, que el principio de Arquímedes es válido. O 

Corolario. Cualesquiera que sean los números ay b,0 < a < b, existe un núme- 
ro natural n tal que ha > b. 

En efecto, por el principio de Arquímedes, para el número b/a existe un natural 
ntal quen > b/a. Este es el número n buscado, ya que multiplicando la desigual- 
dad n > b/a por el número positivo a obtendremos na > b. 

Esta afirmación tiene un simple sentido geométrico: si tomamos dos segmentos 
de longitudes a yb, 0 < a < b, respectivamente, entonces trazando en el segmento 
mayor desde un extremo dado, el segmento menor, después de un número finito de 
pasos salimos de los límites del segmento mayor (fig. 8). 

Ejemplo. Supongamos que el conjunto E está compuesto por los números del ti- 


poin = 1, 2, ... . Hallemos sup E e inf E. 


* Arquímedes (287-212 a.n.e.), matématico y mecánico de la Antigua Grecia. 


A 
e a y nalje bh b 
nos 


Por cuanto el conjunto E tiene un número máximo 1, entonces ste es su cota su- 
perior: sup É) = 1. Para hallar la cota inferior del conjunto Æ observemos que 


para cualquier n = 1, 2, .. cs válida la desigualdad = > 0, s decir, cl cero acota 


inferiormente el conjunto E. Mostremos que él es el mayor entre todos estos núme- 
ros, Sea £ > 0, entonces por el principio de Arquimedes existe un natural n tal que 


a >! olo que es lo mismo $ < e. Esta desigualdad muestra que cualquier núme- 


1 i 
10 e > 0 ya no acota inferiormente el conjunto E, ya que ~ e E para cualquier 


n = 1,2, . Asi pues, el cero es el mayor de todos los números que acotan infe- 
riormente el conjunto E, es decir, inf f- 
mN Àn, 


3.6. PRINCIPIO DE LOS SEGMENTOS ENCAJADOS 
Ante todo aclaremos qué sistema de segmentos se Mama encajado. 


labil, faz Dad, «<> » kaps bal, 
se llama sistema de segmentos encajados si 

a, < 03$ v- K ap $» © bn $ -n $ D $ byy 00 
e a B, 1] siguiente se contiene en el anterior (a,, b) 


b,eR, nds 


la, b) D lay b} D -~ D lam bp) D -e 
Teorema 3, Para cualquier sistema de segmentos encajados existe al menos un 
número que pertenece a todos los segmentos del sistema dado. 
Esta propiedad de los números reales se llama también continuidad del conjunto 
de los números reales en el sentido de Cantor". 


6. Cantor (1845 — 1918), matemático alemán. 


3.6, Principio de los segmentos encajados E] 


DEMOSTRACIÓN, Sea Q = [(a,, B,]] un sistema de segmentos encajados. Por las 
desigualdades (3.6) el conjunto (a,] de todos los extremos izquierdos del sistema Q 
está acotado superiormente, por ejemplo, por el número 5,. Por esto, por el teore- 
ma sobre la existencia de la cota superior (véase el teorema 1 en el p. 3.4) para el 
coniunto (a,] existe la cota superior finita (fig. 9) 


a =supla,). 6.7) 

Por cuanto el extremo derecho b, de cualquier segmento del sistema N por las 

desigualdades (3.6) acota superiormente el conjunto fa} y ax es la cota superior de 

este comunio, es decir, el menor de todos los números que acotan (2,) superiormen- 
te, entonces, para todos los 1 = 1, 2, ... se cumple la desigualdad 

a< bp 6.5) 


Esto significa que el conjunto [9] de todos los extremos derechos de los segmen- 
tos del sistema Q está acotado inferiormente y por esto existe la cota inferior finita 


B=inflb,). 09 


Por cuanto, el número a de acuerdo con (3.8) acota inferiormente el conjunto 
{bn} y la cota inferior 8 de este conjunto es el mayor entre todos estos números, en- 
tonces 8 > a. Así pues, tenemos que para todos losn = 1, 2, ... son válidas las 


eo a, < aS Ê S bp 010) 


De aquí se deduce que cada punto de! segmento (a, 8| se contiene en todos los 
segmentos del sistema 0): sia < x < 8, entonces para todos losn = 1,2, ... tene 
lugar la desigualdad a, < x < b, es decir, x € (8, 6,1. O 

OBSERVACIÓN, En la demostración del teorema 3 fue mostrado que cada punto 
del segmento [a, $] pertenece a todos los segmentos del sistema U y por consiguiente 
a su intersección, es decir, 


la,8] C N lap bp). ea 


Es fácil convencerse de la inclusión opuesta. Sixe f) 14, b], entonces para 
todoslosn = 1,2, ... tenemos a, < x < b,. Por cuanto el número x acota supe- 
normente el conjunto fa} y a = sup (a,) es el menor entre todos estos números, en- 


tonces a < x. Análogamente se muestra que x < $. 
De esta forma, el punto x pertenece al segmento [a, 8), es decir, 


Å la, b1 € la, 6). 0) 


De (3.11) y (3.12) se deduce que 
Å to,.b,1= (a. 5). 6 


se $3. Conjuntos numéricos 


Definición 9. Sea dado el sistema de segmentos (2,, b,), a, ER, b, ER,n=1, 
2, ... - Diremos que la longitud b, — a, de los segmentos de este sistema tiende a ce- 
ro si para cada número e > O existe un número n, fal que para todos Jos números 
n > n, se cumple la desigualdad b, — a, < £. 

En el curso de matemática elemental Se introduce el concepto de limite de una 
sucesión. La definición enunciada en los términos de límite, significa que 
lim, — a,) = 0. En nuestro curso, al límite de una sucesión le será dedicado el 
párrafo siguiente. 

Señalemos que el término “número” es sinónimo de término “número 
natural”, El índice £ del número n, muestra que este número depende del número 
dado e < 0. 

Teorema 4. Para cualquier sistema la,, b,), n = 1,2, ... „de segmentos encaja- 
dos con longitudes que tienden a cero existe un punto único £ que pertenece a todos 
los segmentos del sistema dado (véase la fig. 9) y 


E= sup lan) = inf (bp). 010 


DEMOSTRACIÓN. Sea £ > 0 un número arbitrario pero fijo. De la condición de 
que las longitudes de los segmentos (4, b,] tienden a cero se deduce que existe un 
número n, tal que para todos los n > n Se cumple la desigualdad b, ~ a, < €. 

Por cuanto de la desigualdad (3.10) se deduce que $ — a € b, — ap, entonces 
O< B- a<e para cualquier e > 0. Esto es posible sólo en el caso cuando 
a = B(si8 > a entonces, por ejemplo, para e = 8 — a > Ola desigualdad indi- 
cada se convierte en una afirmación incierta $ — a < $ — a). De esta manera, el 
segmento [a, 8] en este caso se convierte en un punto que denotaremos por 
imash 

Por la fórmula (3.13) esto significa que existe sólo un punto único £ que pertene- 
ce a todos los segmentos [a,, b,), n = 1,2,... . La fórmula (3.14) se deduce de 
6N y 69.0 

Muy a menudo, en diferentes demostraciones se aplica la siguiente construcción 
de un sistema de segmentos encajados con longitudes que tienden a cero. Se toma 
un segmento o, b) y con el punto (a + b)/2 se divide en dos segmentos iguales (a, 
(a + DJ/21 y lla + D)/2; b) de longitud (b — a)/2. Más adelante, se escoge uno de 
estos segmentos (cuál específicamente depende de las condiciones del problema 
concreto), se denota por (a,, b,) y de nuevo con su punto medio se divide en dos seg- 
mentos iguales, uno de los cuales se denota [y b) e. Como resultado se obtiene yn 
a de rra E DABE EA eT tos: leal 


Mostremos que estas longitudes tienden a cero. 


Enefecto, para cualquier £ > 0, por el principio de Arquimedes se encuentra un 
b-a 


natural n, tal que n, >=, pero entonces para todos los n > n, se cumplirá la 


y por consiguiente la desigualdad ? 
A 


< £. Observan- 


P=(riIP=1+40+ 
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obtenemos zy <1 paran = 1,2, ... . Por esto, para todoslosn > n, cs válida la 


desigualdad 27% < 272 < e. Esto significa que las longitudes de los segmentos 
la,, b,] tienden a cero cuando n crece. 

Ovservemos que el principio de los segmentos encajados es una propiedad inhe- 
rente específicamente al conjunto de los números reales. Así, el campo de sólo los 
"números racionales ya no posee la propiedad análoga. 

Por ejemplo, si tomamos la sucesión de los “segmentos racionales" [1, 2), [1,4; 
1,5),10,61; 1,42), (1, 415,” es decir, la sucesión de conjuntos de los números 
racionales que están en los segmentos, cuuos extremos a, y b„, 7 = 1,2, +», son los 
valores de VZ calculados respectivamente con defectos o con exceso salvo 1/10", 
n = 0, I, 2, ... **) entonces evidentemente no existe ningún número racional que 
pertenezca a todos estos segmentos. En realidad, tal número sólo podría ser el nú- 
mero V2 Q por qué?) que sin embargo no es racional 

Se puede demostrar una afirmación más exacta. Llamemos campo de 
“Arquímedes a un campo si para él se cumple el principio de Arquímedes, es decir, es 
válida la afirmación del teorema 2 del p. 3.5. La propiedad de un campo ordenado 
(véase la definición de campo en la observación al final del p. 2.29, que consiste en 
que para sus elementos se cumple la propiedad del p. 2.1 se llama continuidad del 
campo según Dedeking (véase además cl p. 2.5% y la propiedad de un campo orde- 
nado que se expresa en que cada sistema de sus segmentos encajados tiene intersec- 
ción no vacía, se llama continuidad del campo según Cantor. 

Para los campos ordenados de Arquimedes se puede mostrar que su contituidad 
según Dedekind, continuidad según Cantor y la existencia de cota superior finita 
para cada conjunto no vacio acotado superiormente son equivalentes entre si, es de- 
cir, de cualquiera de estas propiedades tomada como axioma se derivan las dos res- 
tantes, 

Fue demostrado que de la cintinuidad según Dedekind se deduce ja existencia de la 
cota superior finita para un conjunto acotado superiormente, de donde a su vez, se 
deduce la continuidad según Cantor. Para culminar la demostración de la equiva. 
tencia indicada de los tres conceptos de continuldad de los campos de Arquímedes 
es suficiente mostrar que de la continuidad según Cantor se deduce la continuidad 
según Dedekind. La demostración de esta afirmación se puede encontrar, por 
ejemplo, en el libro de L. D. Kudriavisev “Análisis matemático”, tomo 1 (Editorial 
AMIE. 

Anteriormente se señaló (véase el p. 2.4*) que todos los campos ordenados con- 
tínuos según Dedekind son isomorfos entre si. Ahora vemos que cualquier campo 


En el caso cuando los extremos del segmento [a, b) están escritos en forma de fracción 
decimal, la coma entre a y b se cambia por un pumo y coma, 

+9) Esto significa que 27 < 2 $ D3y D, — a, = 110%,n =0,1,2, 
0 La demostración de la irracionalidad del número VŽ que a menudo se lleva a cabo en la 
matemática elemental se realiza más adelante en el p. 6.3. 
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ordenado de Arquimedes que posee una de las tres propiedades de continuidad 
señaladas también es isomorfo al conjunto de los números reales (además cuando 
existe la continuidad segón Dedekind la exigencia de que el campo sea de 
Arquímedes se puede eliminar; como fue demostrado en el p. 2,9, en este caso, 
siempre tendrá lugar). 

Como conclusión prestemos atención además a que la afirmación análoga al teo- 
rema 3 resulta ser incierta para los intervalos numéricos de otro tipo que no sean 
segmentos. Por ejemplo, el sistema de intervalos encajados (0, 1/0), n = 1,2, ... 3 
cada intervalo siguiente se contiene en el anterior, es decir, 


= ld 2 


tiene, como es fácil ver, una intersección vacia. Pero naturalmente, existen sistemas 
de intervalos encajados, que tienen intersección no vacía. 


Problema 1. Demuéstrese con ayuda de las cortaduras que para cualquier número a > Oy 
cualquier natural n existe la raiz Va. 


$ 4. LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 


4.1. DEFINICIÓN DE LÍMITE DE UNA SUCESIÓN 

Ante todo definamos el concepto de una sucesión numérica. 

Definición 1. Supongamos que a cada número natural n se le ha puesto en 
correspondencia un cierto número real x, (y a los múmeros naturales diferentes n 
pueden resultar puestos en correspondencia números iguales). El conjunto de ele- 
mentos xy", n = 1,2, ...,se llama sucesión numérica o simplemente sucesión; ca- 
da elemento x, se llama elemento (o término) de esta sucesión y n, su mimero. 

A la sucesión numérica con elementos x, la denotaremos por x„, 7 = 1, 2, 
o bien por bep}. 

Según la propia definición, una sucesión contiene siempre un conjunto infinito 
de elementos: cualesquiera dos elementos distintos de la sucesión se diferencian al 
menos por sus números cuya cantidad es infinita. 

Es evidente, que la sucesión numérica es un caso particular de función. Más pre- 
«iso, una sucesión es una función definida sobre el conjunto de los números natura- 
les y que toma valor en el conjunto de los números reales, es decir, una función de la 
forma f : N — R (véase el p. 1.35). 

A veces en calidad de números es cómodo utilizar no todos los números natura- 
les, sino sólo algunos de ellos. Por ejemplo, los números naturales a partir de cierto 
mn Me no t o sólo los números pares: xp, n = 2, 

. Ocurre que para la numeración se usan no sólo los números naturales, sino 


2 Aquí por elemento se entiende el par compuesto por e número natural y el número real 
correspondiente dl según la correspondencia analizada (llamado en lo adelante valor del ele- 
mento dado de la sucesión). 


4.1. Definición de límite de una sucesión s 


tambien otros números, por ejemplo x,, 1 = 0, 1,2, (aqui en calidad de un nú- 

mero:más se agrega el cero). En todos estos casos se pueden numerar de nuevo los x, 

úutuizando todos los números naturales m y sólo ellos. En el primer ejemplo es nece- 
n 


sano nacer m = n — ng + l; en el segundo, m = = ; en el tercero, m = n + 1 


Poresto, en casos similares, también se dice que los x, forman una sucesión y claro 
esta, se indica qué valores toman los números n. 

Definición 2. El número a se llama límite de una sucesión |x,] dada si para cual- 
quere > Oexiste un múmero n, tal que para todos los múmeros n > n,se cumple la 
desigualdad ix,- al <e. (4.1) 


Emeste caso se escribe lím x, = a 0x, — a cuando n — œ. 
Utilizando los simbolos lógicos esta definición se puede escribir en la forma: 
lim x, = a © (ve > Gn E NYa >): lx, = al < E, 


La sucesión para la cual existe el limite se llama convergente. 

De esta forma, la sucesión [x,| es convergente si existe un número g tal que para 
cualquier e > Ose encuentra un número a, tal que para todos los > r, se cumple 
la desigualdad Ix, — al < e. 

Con el uso de los símbolos lógicos esta definición tiene la siguiente forma: 


(a e Rve > Oan, e Miva > n): 1x, al < £ 


Una sucesión que no es convergente se llama divergente. 
Señalemos que la desigualdad (4.1) es equivalente a la desigualdad 


a=e<x<a+e 


Recordemos que para un número x € R dado, cualquier intervalo del tipo 
(x — t,x + e), dondee > O, se llama e-entorno o simplemente entorno del número 
(punto) x y se denota por U(x, £) o U(x). 

Con ayuda del concepto de entorno, la definición del limite de una sucesión se 
puede enunciar de la siguiente forma. 

Definición 2*. El múmero a es el límite de la sucesión lx,| si en cualquiera de sus 
entornos se contienen casi lodos los miembros de la sucesión, es decir, todos los tér- 
minos de la sucesión excluyendo un número finito de ellos. 

De esta forma, el número a es el limite de la sucesión [r,] si cualquiera que sea el 
entorno del punto a, fuera de ella hay sólo un conjunto finito de elementos de la su- 
cesión [x,), en particular, ni uno (es decir, un conjunto vacío, que como se sabe se 
considera entre los conjuntos finitos). 

Si lim x, = ayx, < a (respectivamente x, > a) para todos losn = 1,2, 


entonces se dice que la sucesión [x,] converge al número a por la izquierda (respecti- 
vamente por la derecha) y a veces en lugar de lim x,=a se escribe 


Jim x, = a — O (respectivamente lim x, = a + 0). En el caso cuando a 
lugar de O + Oy O — Ose escribe respectivamente simplemente +0 y —0. 


0 cn 
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El concepto de límite de una sucesión está relacionado en determinado sentido. 
con el problema, que aparece en la práctica, de obtención del valor de cierta magni- 
tud que nos interese, con una exactitud z > 0, dada con anterioridad. Los valores 
x, aproximados sucesivos de la magnitud analizada pueden obtenerse como el resul- 
tado de la realización de ciertos experimentos o del cálculo a base de fórmulas re- 
currentes cualesquiera o por cualquier otra vía. Este problema será evidentemente. 
resuelto si se halla un número n, a partir del cual todos los valores x, se desviarán 
del valor exacto de la magnitud analizada en los limites de la exactitud dada. Natu- 
ralmente, si el n, indicado existe sólo para un e > O dado, esto aún no significa que 
la sucesión (x,] converge: en la definición de límite de una sucesión se exige que el 
número correspondiente n, puede ser elegido para cualquier £ > 0. 

Ejemplos 1. La sucesión (1/n) converge y su límite es cero. En realidad, cualquiera 
quesea e > 0, por el principio de Arquímedes (véase el p. 3.5) de los números reales, 
existe un número natural n, tal que m, > È Por esto, para todos los n > n, se 
cumple la desigualdad 0 < + < -+ < e y esto significa que Iim 1 = 0. Bs eviden- 
te que la sucesión {1/n) converge à cero por la derecha. 

2. La sucesión fein} es divergente. En realidad, cualquiera que sea el nú- 


mero a, fuera de su £-entorno, por ejemplo, cuando 0 < e < 1, a ciencia cierta hay 
un número infinito de términos de la sucesión dada y esto significa que no es su 


he, 
3. La sucesión É se03 1) comeney n Luca Zn = 0, lo cual se deduce 

a a 
(apor qué?) de que 


La sucesión convergente a mz n) no es una sucesión que converge hacia su li- 


mite por la izquierda o por la derecha. 

4. La sucesión (n) diverge. 

En efecto, cualquiera que sea el número a, por ejemplo, para e = 1 se en- 
cuentra, por el principio de Arquímides, un natural rg tal que ng > a + 1. Por 
consiguiente, para todos los naturales 1 > ny tendremos n > a + 1. Por esto; nin- 
gún número a puede ser límite de la sucesión {n}. 

En los ejemplos 2 y 4 al demostrar la divergencia de las sucesiones, se utilizó la 
definición positiva de la condición de que el número a no es limite de la sucesión da- 
da. Enunciemos esta definición. 

Definición 3. El múmero a no es? límite de la sucesión (x,) si existe £ > Otal que 
para cualquier natural n existe un natural m, > n** tal que 


ixn,- al > e. 
Aquí la partícula “no” entra no en la definición, sino en el concepto definido. 

_ «sl Elíndicen enel número m, muestra que este número depende de la elección del 

número A. 
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Eí simbolos lógicos esta definición tiene la forma 
lim X, +a + (36 > ONY, E NEM >): lx — Al > E. 


Recordemos que en el enunciado de la negación de cualquier afirmación, los 
simbolos lógicos de existencia 3 y de universalidad v se intercambian. Precisamente 
asha vcurrido en el caso dado, de lo cual es fácil convencerse comparando las escri- 
turas de las definiciones 2 y 4 en simbolos lógicos. 

Observemos que la definición 3 no es una definición independiente, ella es una 
consecuencia lógica de la definición 2. 

Ejercicios L, Enúnciese la definición positiva del concepto de sucesión divergente. 

2 Demutstrese quesi lim x, = a, entonces Iim Ix,} = lai 

Problema 2. Demuéstrese que la sucesión [x,] diverge si y sólo si existe un e > Otal que 
cualquera que sea el número real a y cualquiera que sea el número n, existe un nomero m > a 
arwel cual se cumple la desigualdnd Lx, —al > €. 

Ejercicio 3. Escribanse la definición positiva de sucesión divergente y la condición del 
problema 2 en Símbolos lógicos y compárense, 

En los ejemplos analizados anteriormente, la existencia o ausencia de los límites 
para las sucesiones dadas fue bastante evidente y la demostración se redujo a la 
comprobación elemental de la definición de limite de una sucesión. 

En calidad de ejemplo más complejo de la búsqueda del limite de una sucesión 
demostraremos la siguiente afirmación. 

Ejemplo 5. Si la sucesión |x,) converge, entonces la sucesión de las medias arit- 
méticas de sus términos 


XK EXA 


también converge y además, al mismo límite que la propia sucesión (x,) 
Sea lm x, =a. Ante todo, observemos que para cualesquiera números 


Meios 


In 


naturales ng y n > ny tiene lugar la igualdad 
Xx 4 + Xa 
m-en EA 


n 
Xat a tAn MOa, Oppgi =A) H i t Orn = O 
A EA w-d aa 
a 


Siahora está dado £ > 0, entonces por la definición de limite existe un número 
Ang tal que para todos los» > nọ se cumple la desigualdad 


e 
n-a <t. 4.3 
x= 0l<z eD 


n 1 
+ Xn, — "gaes un número dado y lim — = 0, entonces co- 


Por cuanto x, + 


mo no es dificil ver 
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pin E. ua 


Sea n, = máx ng. mo. Entonces para todos los números n > A, por (4.2), 
(4.3) y (4.4) obtendremos 


ly al e itten , o arroba leal 
n 


n 


Esto significa que lim y, = a. O 


Ejercicio 4, Demutstree: 1) que la eliminación o sustitución de un número finito de ele- 


de una sucesión no influye en su convergencia, y en el caso de una sucesión convergen- 
te no influye en el valor de su limite; ( Sumado n= 1, 


Di lm xaa im ym y 2 
q y, Cuando n= 2k, 


4.2. LÍMITES INFINITOS 


Para mayor comodidad se introduce también el concepto de sucesiones que tien- 
den al infinito. Tales sucesiones se llaman infinitas. Definámoslas. 
Definición 4. Lo sucesión lx,) se lama infinita si para cualquier número e existe 
un número n, tal que para todos los n > n, se cumple la desigualdad \x,| > €. 
En este caso se utiliza el símbolo œ y se escribe lim x, = œ. 


Sila sucesión x,,m = 1,2, ... es tal que para cualquier número ¢* existe n tal 
que para todos los n > m, se cumple la desigualdad x, > £ 
2% < 1), entonces se escribo lim x, = +œ (respectivamente lim x, = =c). En 


todos estos casos se dice que la sucesión [x,] tiene límite infinito, igual respectiva- 
menea, +œ o =. Si lim x, = +00 iim x, = =o, entonces lim x, = 


= œ, es decir, [x,] cs también una sucesión infinita. Es evidente que las sūce- 
siones infinitas no denen limite en el sentido que fue definido en el p. 3.1. La aplica- 
ción en este caso de la notación “lim” iliz 
dicionales. 

En el futuro siempre por límite de una sucesión entenderemos límite finito, es 
decir, un número, si no se acuerda lo contrario. 


Es necesario prestar atención a que aquí £ no se supone positivo. 


4.2. Límites infinitos 8 


término de “sucesión convergente” se utiliza sólo para las sucesiones que 

enen limite finito. 

Recordemos que en el p. 3.2. fue introducido el concepto de entorno para los 
números reales y para los infinitos æ, +% y =œ. Resulta que utilizando el concep- 
to de entorno, las definiciones de limite finito o cualquier infinito de una sucesión 
numenca se puede enunciar de un modo único. 

Definición 5. El punto a, finito o infinito (es decir, a € R o a es uno de los infini- 
ose, +% 6 — o) se llama límite de una sucesión numérica (x,) si cualquiera que 
torno Uta) del elemento a, para ella existe un número ng € N tal que para 
tonos losn > nges válida lu inclusión x, e U(a). 

Junto con las sucesiones numéricas, en nuestro curso se encontrarán sucesiones 
de puntos de la recta numérica extendida, es decir, colecciones ¡x,] de elementos del 
conjunto extendido de los números reales, numeradas por los números naturales R 
(véase el p. 2.5). De esta forma, elementos de estas sucesiones, conjuntamente con 
los números reales, pueden ser los puntos infinitamente alejados +% y —oo, Para 
tales sucesiones también se puede introducir el concepto de limite, análogo al limite 
de las sucesiones muméricas y que los contienen en sí como caso particular, 

Definición 6. El punto a de la recta numérica extendido R (es decir, un punto fi- 
nitoa e Ro uno de los infinitos con signo: +o o — œ) se llama límite de la sucesión 
de puntos x, € R,n = 1,2, ... , si cuolquiera que sea el entorno Ula) del punto a, 
para ella existe un número ny tal que para todos los números n > nose cumple la 
inclusión 


x, + Ula). 


OBSERVACIÓN 1. Para cualquier entorno Uta, £), e > O, donde a es un número: 
e « Ro uno de los infinitos æ, +o — æ, existe un natural n tal que se cumple la 


inclusión v(e) C Ufa, £). Para convencerse de esto es suficiente tomar € N 
tláue E < è. ý 

Por esto, si la sucesión x, € R es tal que para cualquier m = 1,2, ... se cumple 
lainclusiónx, € u(e..)a 


=), entonces lim x, = a. En realidad, para cualquier emorno Ufa) existe un 


a es un número real o uno de los infinitos œ, +00 0 


i 
naniral ny tal que ul 5 )e Uta). entonces para todos los números a > no 
7 


iendremos 5, e U ( i) < v( L ) c Ue). 
a 
Esto significa que lim x, = a. 


Po, 


OBSERVACIÓN 2. Si la sucesión x, € R,n = 1,2, ...., estal que todos sus térmi- 
nos sonaguales entre si: x, = x,, para todos los m € N y mm e N, entonces ella, como 
es conocido, se llama estacionaria. 

Cualquier sucesión estacionaria de puntos del conjunto extendido de los núme- 
tos teales tiene límite igual al valor común de sus términos. Esto se deduce directa- 
mente de que cada punto de la recta numérica extendida se conticoc en cualquicra 
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de sus entornos. En realidad, si para todos los n e N tiene lugar x, = a 6 R, enton- 
ces para cualquier entorno Ufa) del punto a y todos los n € N, de forma análoga se 
cumple la inclusión x, = a € U(a). 

En el futuro por sucesión siempre se entenderá sucesión numérica, es decir, una 
sucesión cuyos elementos son números reales sí por supuesto no se acuerda especial- 
mente algo diferente. 

Ejercicios. $. Clese un ejemplo de sucesión no acotada que no sea infinita. 

6. Demuéstrese que si a, < lb,l, m=i, 2,0. Y = +0, entonces 
Mm b, =œ. > 
7%, Demuéstrese que cualquier subsucesión de una sucesión infinita también es una suce- 
sión infinita, 

8. Demutstrese que la multiplicación término por término de una sucesión infinita por 
otra para la cual el valor absoluro de sus términos escá acotado inferiormente por una cons- 
tante positiva, de como producto una sucesión infinita. 


4.3. PROPIEDADES MÁS SENCILLAS DEL LÍMITE 
DE UNA SUCESIÓN 


Demostremos ante todo que la definición de límite es correcta en el sentido de 
que si éste existe, entonces es único. ° 

Teorema 1. Una sucesión de puntos de la recta numérica extendida puede tener 
sobre esta recta sólo un límite. 

Corolarto. Una sucesión numérica puede tener sólo un límite finito o infinito de 
signo definido. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Supongamos que la afirmación del teorema no es 
válida. Esto significa que existe una sucesión x, € R,n = 1,2, ... que tiene al me- 
nos dos limites diferentes a e È y b € R. Tomemos £, > 0 y £, > O de forma tal 
que el £,-éntorno del punto a no se interseca con el £,-entorno del punto b. Esto 
siempre se puede hacer por el lema del p. 3.2. (véase las figs. 6, a, b, € y d). Por la de- 
finición de limite, de la condición lim x, = a se deduce que existe un número 


m, € N tal que para todos los números m > my, n €N, tiene lugar la inclusión 
x, € Ula, €,) y de la condición lim x, = b se deduce que existe un nz € N tal que 


para todos los n > nyn € N, es válida la inclusión x, € U(D, £3). Por consiguiente, 


si denotamos por ng al mayor de los números m y nz: ng= máx n,, m}, entonces 
para cualquier n > ny tendremos al mismo tiempo x, € U (a, £) yx, € U(b, €) ,es 
decir, x, € Ula, £1) N U(b, ex). Esto contradice la condición Ula, ey) N U(b, 
e) = 3.0 

e T seee oa eana paricals dá acción dii: 

Para la unicidad del límite infinito de una sucesión de elementos de R es esencial 
analizar sólo los infinitos de signo definido, ya que si la sucesión tiene como límite 
un infinito con signo, entonces al mismo tiempo el infinito sin signo es su límite. Por 
ejemplo, si lim x, = +0», entonces, naturalmente, lim x, = œ. 


Demostremos ahora algunas propiedades simples de los limites finitos e infinitos 


4.3. Propiedades más sencillas del límite de una sucesión s 


Xp ER, y ER, 2, €R. x, < Y, € Zp 
E (4.5) 


ğ ln x, = lim z, = aeR, (4.6) 
entonces lim y, =a 
DEMOSTRACIÓN. Sea dado £ > 0. Entonces, por la definición de limite existen 


ny EN y n3 € N tales que para todos los n > ny, n € N, se cumple la inclusión 
x, € Ufa, £) y para todos los = > nz, n € N, la inclusión z, € Ula, £), Por consi- 


guiente, si denotamos por ng al mayor de los números m, y nz: ng E max (ny, nz), 
entonces para todos los números n > no, ^ €N, tendremos x, € UA, €), 2, € U (a, 
E) y por eso [Xy Za] C Ufa. £) (véase la observación 1 en el p. 3.2). La desigualdad 
(4.5) significa que Y» € [Xp Zn). Por consiguiente, paran > nptiene lugar y, € Ula, 
aes decir, lim y, =a. D 


N. Six, S Ywen ER ype R, n = 1,2, 


x, = +00 (espectivamen- 
te, lim y, = =æ), entonces lim y, = +o (respectivamente, lim x, = — 2). 


Esta propiedad es un fortalecimiento de la propiedad I para los limites infinitos: 


en este caso, la segunda sucesión ‘z,} no es necesaria. 
DEMOSTRACIÓN. De la condición lim x, = +œ se deduce que para cualquier 


E> Ò existe n, € N tal que para todos los n > ng, n € N, se cumple la condición 
Xp > £. Por la desigualdad x, < y, es evidente que para todos los n > n, tiene 
también lugar la desigualdad y, > £. Esto 


Análogamente se analiza el caso lim y, = 


M. Six ER, y, e Ron = 1,2, ... y existenlos limites lim x, = a, lim y, =P 
yademás a < b,a ER, b e Ř, entonces existe un número no € N tal que para todos 
los mimeros n > no. n e N, se cumple la desigualdad x, < Yy- 

Corolario, Si existe el limite lim x, =0,x, Ron = 1,2. 


voeŘya< C 


(respectivamente, a > c) CER, entonces existe nge N tal que para todos los 
n > no n € N, es válida la desigualdad x, < c (respectivamente, x, > €). 
DEMOSTRACIÓN. Escojamos cuaksquicra £, > 0 y £, > 0 de forma tal que los 
entornos Ufa, #,) y Ulb, 62) no se intersequen (véase el p. 3.2). Entonces está claro 
ave por la desigualdad a < b para cualesquiera x € Ula, €y) e y € U(O, £7) se 
cumple la desigualdad x < y (véase la observación 2 en el p. 3.2). Por la definición 
de limite existen tales n; € Ñ y n, € N que para n > my, n € N, se cumple la inclu- 
sona, € Ula, ey) y paran > mn € N. la inclusión y, € U (b, £3). Por consiguien- 


te, si hacemos my < máx (ny, mz). 
Yi < Ya D 
Ei corolario se deduce de la propiedad 11 si en ella en calidad de sucesión y 
mamos la sucesión estacionaria y, = ©, a = 1,2,... , (vase el p. 4.2). 
aeRix.e Ron = 1,2... „y para todos los n e Nes 


entonces para n > ny será válida la desigualdad 


nj t0- 
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valida la desigualdad x, < b (respectivamente, la desigualdad x, > b), b €R, en- 
tonces a < b (respectivamente, a > b). 

En efecto, si resultara ser a > b (respectivamente, a < b), entonces por el coro- 
Jario de la propiedad HI se encontraria ng € N tal que para n > o, n € N tendria 
lugar la desigualdad x, > b (respectivamente, x, < b) lo que contradice la suposi- 
ción de que x, < b (xy > b) para todos los m € N. O 

¡Señalemos que principalmente nos interesan las sucesiones numéricas. Las suce- 
siones de puntos de la recta numérica extendida se introdujeron ante todo para ha- 
cer más compacta la exposición: ellas permiten no analizar separadamente los casos 
de límites de las sucesiones, finitos e infinitos de signo determinado. Partiendo de 
los fines principales, en el futuro, las afirmaciones y definiciones serán enunciadas 
para les sucesiones numéricas, aunque muchos de ellos sin ningún trabajo se gene- 
ralizan para el caso de las sucesiones de puntos de la recta numérica extendida, 

OBSERVACIÓN. Si la sucesión (x,) tiene límite finito igual a a y si está dado cierto 
número c > 0, entonces para cada e > O existe un número que de la misma forma 
que en la definición de límite, se denotará por n, que para todos los números n > fe 
se cumpla la desigualdad 

lx al < ce. 

En efecto, si hacemos £, = ce, entonces por la definición de limite de una suce- 
sión existe un número n, tal que para todos los números n > n, se cumple la des- 
igualdad d £ 

Ixa ceace 
y en calidad de número n, se puede tomar el número 1, + 

Por ejemplo, si lim x, = a, entonces para cualquier e > existe un número», 

tal que para todos los números m > n, se cumple la desigualdad 
lx al < i 3 

A veces resulta útil analizar la sucesión obtenida de una sucesión por el cambio 
de numeración de sus términos. En el futuro para tales sucesiones utilizaremos repe- 
tidas veces el siguiente lema. 


Lema. Si la sucesión x, € R, n = 1,2, ... „tiene un límite finito o infinito y ln) 
es una sucesión de números naturales tal que 


lim m= +, En 


entonces la sucesión bxp,} tiene ese mismo limite. 
DEMOSTRACIÓN. Seal lim x, = a. Esto significa que para cualquier entorno 


U(a) del punto a existe un número ny tal que para todos los números n > mp se 
cumple la inclusión 
x, € Ulo). (48) 


Para cl número ny por la condición (4.7) existe un múmero kg tal que para todos 
los números k > ką son válidas las desigualdades 
m> Mo 
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y por consiguiente, tiene lugar la inclusión 
Xn, € Ula). 


Esto:significa que lim x,, = a. O 
OBSERVACIÓN. Si lm x, = œy lim n = +0», entonces a veces, del limite de 
Insucesion x, } se puede decir más que lim x, = œ: puede ocurrir que lim, x, = 
=+ o lim x, =. Por ejemplo, Jim (-m" =% y lim (2% 
= +0, lim (-Qk — DP 


Ejercicio 9*. Sea k — n, alguna biyección del conjunto de los números naturales N sbre 


si mumo: k e N, n, 6 N. Demuéstrese que si la sucesión ¡x,] converge (diverge), entonces la 
sucesion e | comvérgs (diverge) y en el caso de convergencia de la sucesión fe, o de Ja exis- 
tencia para'flla de cualquier limite infinito, la sucesión [x, ] tiene ese mismo límite. 


4.4. ACOTACIÓN DE LAS SUCESIONES CONVERGENTES 

Es necesario diferenciar la sucesión (x,), es decir, el conjunto de los elementos 
ap, y el conjunto de los valores de sus elementos. El primer conjunto siempre es infi- 
nito, ya que está constituido por un conjunto de elementos que se diferencian al me- 
nos por los números n = 1. 2, ... El segundo conjunto está compuesto por todos 
los números que son valores de los elementos de la sucesión dada, que puede ser fini- 
to. Por ejemplo, la sucesión x, = 1, n = 1, 2, ... , como cualquier sucesión está 
compuesta por un número infinito de elementos y el conjunto de los valores de sus 
elementos está compuesto por un número 1. 

Definición 7. La sucesión se llama acotada superiormente (inferiormente) st el 
conjunto de los valores de los elementos de esta sucesión está acotado superiormen- 
te (inferiormente). 

En términos de los elementos de la sucesión esta definición puede ser enunciada 
de la siguiente forma. 

Definición 7*. La sucesión [x,) se llama acotada superiormente (inferiormente) 
suexiste un número b tal que para todos los números n = 1,2, ... se cumple la des- 
igualdad x, < b (respectivamente, la desigualdad x, > b). 

Dennición 8. Una sucesión acotada superiormente e inferiormente se llama 
«implemente acotada. 

Escvidente que una sucesión [x,) está acotada si y sólo si existe tal número b que 
para codos los números a = 1, 2, ... se cumple la desigualdad lx! < b. 

Definición 9. Una sucesión que no está acotada (superiormente, inferiormente) 
se uama no acotada (superiormente, inferiormente). 


Por ejemplo, las sucesiones 8 y fe 3 n} están acotadas. La sucesión (n) 


es no acotada, más exactamente, es acotada inferiormente, pero no está acotada su- 


periormente y la sucesión f sen H 3 es no acotada, tanto superior como inferior- 
mente. 


36179 
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Teorema 2. Si una sucesión tiene límite finito, entonces está acotada. 
DEMOSTRACIÓN, Sea dada una sucesión convergente [x,) y sea lim x, = a. To- 
memos, por ejemplo, e = 1. Por la definición de límite de una sucesión, existe n, 
tal que para todos los n > n, se cumple la desigualdad Lx, — al < t Sea d el ma- 
yor de los números ), lx, = » Mz, — al. Entonces para todos los 1 = 1, 
2, ... es válida la desiguldad lx, — al <'d, es decir, para todos los n 
a-d<x,<o+d. 


Esto significa que la sucesión está acotada. O 


4.5, SUCESIONES MONÓTONAS 


Definición 10. La cota superior (inferior) de conjunto de los valores de los ele- 
mentos de una sucesión (x,) se llama cota superior (inferior) de la sucesión dada y se 
denota por sup lx) O, sup x (respectivamente, inf x,)o inf md. 


Sila cota superior inferior) es un número, entonces esta definición se puede 
enuncias de la siguiente forma. 

Definición 10". El número a es coto superior (inferior) de la sucesión xy, n = 1, 
bel 

1) para todos losn = 1,2, ... se cumple la desigualdad x, < a (respectivamen- 
te, la desigualdad x, > 

2) para cualquier € > O existe un número n, tal que x,, > a — £ (respectiva: 
mente, x, < a + 0). 

De forma análoga se puede enunciar la definición de cota superior (inferior) de 
una sucesión en el caso cuando la cota indicada es infinita. (Hágase esto). 

En calidad de ejemplos señalemos que sup [1/n) = 1, inf (1/n] = 0, 
sup (n) = +o, inf |n) = 1. Aquí por doquier n = 1, 2, ... 

Definición 11. La sucesión {x,) se llama sucesión creciente (decreciente) si para 
cadan = 1, 2,... se cumple la desigualdad x, < x,, , (respectivamente, la des- 
igualdad x, > Xp)" 

Las sucesiones crecientes y decrecientes se llaman monótonas. Por ejemplo, la 
sucesión [1/n) decrece, la sucesión (n) crece, y la sucesión (ua 37) nocsmonteo- 
na. 

Teorema 3 (de Weierstrass)**). Cualquier sucesión creciente (decreciente) Lx.) 
tiene límite, finito si está acotada superiormente (inferiormente), e infinito igual a 
+œ (respectivamente, — œ) si no está acotado superiormente (inferiormente) con 
la particularidad de que 

mx = Sup E) 


(respectivamente, lla aitei 


y. Las crios crecientes (decrecientes) también se laman no decrecientes (no crecen» 
tes). 
$9 C. Weierstrass (1815—1897), matemático alemán. 


4.5. Sucesiones monótonas e 


FIG. 10 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la sucesión [x,] crece y está acotada superior- 
mente. Por la última condición tiene cota superior finita (véase el teorema 1 en el p. 


3:41: Sea 8 E sup lx). Mostremos que 8 = hh xp- 


Fijemos un £ > O arbitrario, De 8 = sup (x,] se deduce que para todos los 
n= 1,2,... es válida la desigualdad x, < $ y que existe un número n, tal que 
xn, > 8.- £ (fig. 10). Entonces por el érecimiento de la sucesión (x,] para todos los 
números n > n, tendremos: B — £ < x, € x, € 8. Por eso para todos los 
n>n, MEN, se cumple la desigualdad Lx, — BI < e. Esto significa que 
8= lith, xy 


Sila sucesión Lx, no está acotada superiormente, entonces sup lx] = +00 (vén- 
se el p.3.4). Mostremos que en este caso lim x, = +o, 


De nuevo, escogemos un £ > 0 de forma arbitraria, De que la sucesión Iry} no 
estk acotada superiormente se deduce que existe un númro a, tal que x,, > £. En- 
tonces por el crecimiento de la sucesión hx] para todos los números a > ‘ng tendre- 
mos xp > X,, > e. Esto Significa que lim x, = +o. 


Dé forma análoga, se analiza el caso de las sucesiones decrecientes. Además, se 
puede reducir al caso de la sucesión creciente si observamos que para cada sucesión 
decreciente [xp) la sucesión [—x,] es creciente. O 

OBSERVACIÓN 1. De esta forma, cualquier sucesión monótona tiene limite: finito 
siesta acotada e infinito si no está acotada, Este límite es igual a +o si la sucesión 
monotona no está acotada superiormente y es igual a — œœ si no está acotada infec- 
normene. 

Por cuanto cualquier subsucesión de una sucesión monótona también es monó- 
tona, entonces ella a su vez siempre tiene limite finito o infinito, que evidentemente 
coincide con el límite de toda la sucesión (véase el lema en el p. 4.3), 

Vimos que si una sucesión converge, entonces está acotada (teorema 2), de don- 
de, en particular, se deduce que si una sucesión creciente converge, entonces está 
acotada superiormente; por otro lado, si una sucesión creciente está acotada supe- 
riormente, entonces converge (teorema 3). De esta forma, es válida la siguiente afir- 
mación. 

Corolariv. Para que una sucesión creciente converja, es necesario y suficiente 
que:esté acotada superiormente. 

La afirmación análoga también es válida para una sucesión decreciente. 

OBSERVACIÓN 2. Si (an, bn) es un sistema de segmentos encajados que tienden a 
cero-por longitud y £ es cl punto que pertenece a todos los segmentos del sistema da- 
US t= limo, = iim b, us 


Hnralidad; en el ponto 3.6 fie mostrado que € = sup la la} = inf 1b,). Por otro 
lado, la sucesión lo,! (respectivamente, (D,)) crece (decrece) de donde se deduce 


(4,9). 
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Ejemplo. El número e. 


Sax, = ( -i PPs 


Mostremos que esta sucesión converge. Aplicando la fórmula del binomio de 
Newton obtenemos: 


e (-5)> 


), uso 


Por cuanto en el paso den an + 1 el número de sumandos, que son positivos, crece 
y ademas, cada sumando a partir del tercero crece: 
s s 


1-= <1- $al, bau, al n=1,2, 
n nti 


entonces 
Y < Ie n= 1,2 


IN E 10) cada paréntesis del tipo ( E) ame 


1 
nor que uno y js =p=1 Para todos los = 1,2,3, 


ear der dt 
e A A 
La suma $ + aq + + pray (Que se puede calcular fácilmente por la 
fórmula conocida de la matemática elemental para la suma de los términos de una 
1 

progresión geométrica, es igual a 1 — =p), para cualquier = 1, 
nor que uno, por lo que finalmente 

2 Xp <Xp41<3. (4.11) 


Así pues, la sucesión fx,) crece y está acotada superiormente, lo que quiere decir, 
que por el teorema 3 tiene limite. Este límite se denota por la letra e. 


4.6. Teorema de Bolzano — Weierstrass o 


Pasando al límite en (4.11) obtenemos 2 < e < 3. Con estimaciones mas exac- 
tas se puede obtener que es válida la igualdad aproximada 


e = 2,718281828459045.. 
Se demuestra también que cl número e es irracional (véase el p. 35.149) y aún 
más, trascendente, es decir, no es raíz de ninguna ecuación algebraica con coeficien- 


tes enteros. El número e en cl análisis matemático juega un papel 
particular, es la base de los logaritmos naturales. 


4.6. TEOREMA DE BOLZANO — WEIERSTRASS 


Ante todo introduzcamos el concepto de subsucesión de una sucesión dada. 

Definición 7. La sucesión y,,k = 1, 2, ... , se llama subsucesión de la sucesión 
xp] si para cualquier k existe un natural n, tal que y; = x,, Y además ną, < ng, siy 
sólo sik, < ky. La sucesión [y4] se denota en este caso por Wp 10 Xp, k = 1, 2: o 

Dicho de otro modo, si se da una sucesión cualquiera y de àlgún Subconjunto de 
sus elementos se forma una nueva sucesión, entonces ésta se llama subsucesión de la 
sucesión Inicial, si el orden seguido por los elementos en él es el mismo que el de la 
sucesión dada, 

Asi, la sucesión 1, 3, 5, ... , 21 + 1... es una subsucesión y la sucesión 2, 1, 3, 
44. ¿Mt +. no es subsucesión de la serie natural de números 1,2, ... „n -.. En am- 
bos casos, los elementos de las sucesiones forman un subconjunto del conjunto de 
los números naturales, pero en el primer caso, los miembros de la sucesión están 
ubicados en el mismo orden que en la serie natural de números, y en el segundo ca- 
so, este orden está alterado 

Si |x| es subsucesión de la sucesión [x,|, entonces evidentemente n4 > K, 
k = 1,2%... , por consiguiente 


Hm m = +a. an 


De aquí se deduce por el lema del p. 4.3 que si la sucesión tiene limite finito o in- 
finito, entonces cualquiera de sus subsucesiones tiene ese mismo limite. 

En el p. 4.4 fue demostrado que cualquier sucesión convergente está acota 
La afirmación inversa, por supuesto, no es cierta. Por ejemplo, la sucesión 
Xa = (Y n = 1,2,... , está acotada y diverge. No obstante, resulta que cual- 
quier sucesión acotada contiene una subsucesión convergente, Esta afirmación se 
llama teorema de Bolzano- Weierstrass**? o propiedad de compacidad de una suce- 
sión acotada 

Teorema 4. De cualquier sucesión acotada se puede extraer una subsucesión 
convergente y de cualquier sucesión no acotada se puede extraer una subsucesión 
infinita cuyo límite es un infinito de signo definido. 

DEMOSTRACIÓN. Sea $v,} una sucesión acotada, es decir, que existe un segmento 
la, b] tal que a < x, < b para todos losn = 1,2, ... . Dividamos al segmento la, 
bJ en dos segmentos iguales. Al menos uno de los segmentos obtenidos contiene un 


* Recordemos (véase el p. 1.1) que el propio conjunto se considera su subconjunto. 
B. Bolzano (1781—1848), matemático checo, 
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número infinito de elementos de la sucesión dada. Denotémoslo por (4,6). Sea x,, 
cualquiera de los elementos de la sucesión dada que pertenece al segmento [a,, b]. 

Dividamos el segmento la, 6] en dos segmentos le nuevo, al menos 
uno de los dos segmentos obtenidos contiene un número infinito de términos de la 
sucesión inicial, denotémoslo por [az b,]. Por cuanto, en el segmento la), b] hay 
un número infinito de tefminos de la sucesión $r,}, se encuentra un término x,, tal 
que x,, Elaz, b; y nz > ny. Continuando este proceso, obtenemos una sucesión de 
segmentos lap, ba) en la cual cada segmento posterior es la mitad del anterior, y una 
sucesión de tales elementos lx, | de la sucesión dada que x,, € lay, by), Á = 1, 
2, .. ymy- > my- cuando k” > K. La sucesión lx, | es subsucesión de la suce- 
sión Lx,] por construcción. Mostremos que esta subsucesión es convergente. 

La Sucesión de segmentos [a;, b], k = 1,2, ... , es una sucesión de segmentos 
encajados cuyas longitudes tienden a cero, ya que b, = a, = > 2% — O cuando 
k — en, Por el principio de los segmentos encajados (véase el p. 3.6) existe un punto 
E único que pertenece a todos estos segmentos. Como vimos (véase (4.9) en la obser- 
vación 2 al teorema 3), lim a= lim b, = Ẹ. pero a, < xy, < bp, k =1, 
2, ..... poro que por la propiedad 1 (vbas el p. 4.3) de las sucesiones convergentes, 
la sucesión [x,,| también converge y 


Supongamos que ahora la sucesión lx, no está acotada. Entonces no está acota- 
da superiormente o bien no está acotada inferiormente o bien tiene lugar uno y lo 
otro. Supongamos para mayor exactitud que la sucesión ¡x,| no está acotada supe- 
riormente. Entonces existe un número m, € N tal que x,, > 1. 

Es evidente que la sucesión x,, n = ny + I,m + 2,... , tampoco está acotada 
superiormente, ya que se obtiene de la sucesión x,. 1 = 1,2, ... , no acotada supe- 
riormente con la exclusión de un número finito de términos. Por esto, existe 
n, > ny nz€N, tal quex, > 2. 

Continuando este proceso obtenemos una sucesión de números n tales que 
n, < n< n < 


AL A E RE y > rs 


De aquí se deduce, que [r,,] es una subsucesión de la sucesión |x,}, y debido a la 
propiedad I del p. 4.3, que lim x,, = œ. O 


OBSERVACIÓN. La segunda afirmación del teorema 4 puede ser precisada. Como 
se ve de la demostración dada, en ella se mostró que si la sucesión no es acotada su- 
periormente, entonces ésta contiene una subsucesión que tiende hacia +0». Análo- 
gamente, si la sucesión no es acotada inferiormente, entonces ella contiene una sub- 
sucesión, que tiende hacia — oœ. 

Definición 13. El límite, finito o infinito, de signo determinado, de ùna subsuce- 
sión de cierta sucesión se llama límite parcial de la sucesión dada. 

El teorema de Bolzano — Weierstrass (primera parte del teorema 4) y su análo- 
go para las siscesiones no acotadas (segunda parte del teorema 4), muestra que 
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cualquier sucesión tiene al menos un límite parcial finito o infinito, además, es a 
ciencia cierta, finito si la sucesión dada es acotada. 

De esta forma, cada sucesión numérica (x,), x, € R, tiene al menos un límite par- 
cial en el conjunto ampliado de los múmeros reales, es decir, el conjunto de los 
límites parciales en R para cualquier sucesión siempre es no vacio. 


Ejercicios. 10. Demuéstrese que para que una sucesión sea convergente, es necesario y su- 
ciente que sea acotada y tenga un límite parcial único. 

11. Demuéstrese que el elemento a (un número o uno de los infinitos con signo: +% o 
~) es un limite parcial de una sucesión si, y sólo si, en cualquiera de sus entornos se contiene 
un número infinito de términos de la sucesión dada. 


4.7. CRITERIO DE CAUCHY PARA LA CONVERGENCIA 
DE SUCESIONES 

Hasta ahora no se ha dado un criterio suficientemente general con ayuda del 
cual se pueda conocer, si una sucesión dada es convergente o no. La propia defini- 
ción de sucesión convergente es poco cómoda para esto, ya que en ella interviene el valor 
del límite, el que puede ser desconocido. Por esto, es deseable tener un criterio tal pa- 
ra la definición de convergencia y divergencia de una sucesión, que se basase sola- 
mente en las propiedades de los elementos de la sucesión dada. El teorema $, que se 
expone a continuación, da precisamente un criterio semejante. 

Definición 14. Diremos que la sucesión |x,) satisface la condición de Cauchy", si 
para cualquier e > Oexiste un número n, tal que para todos los números n y m, que 
satisfacen las condiciones n > n,, m > n,, se cumple la desigualdad 


lx, — Xml < Es (4.12) 


Las sucesiones, que satisfacen la condicioñ de Cauchy, se llaman también suce- 
siones fundamentales. 

Con ayuda de los simbolos lógicos, 
ma siguiente: 


(ve > Oan e Nivn eN. vmeN.n > num > n): lx, Xml < E. 


la condición de Cauchy se escribe de la for- 


La condiciof (4.12) se puede enunciar de la siguiente forma. 
Para cualquier e > O existe un número n, tal que para todos los números 
n > n, y todos los enteros no negativos p 


Lnop= Xp! < E. (4.13) 


Para convencerse de la equivalencia de las condiciones (4.12) y (4.13) es suficien- 
tehacerp =n- msin>m.yp=m-—nsim>n 
Teorema 5 (criterio de Cauchy). Para que una sucesión converja es necesario y 
suficiente que satisfaga la condición de Cauchy. 
DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Supongamos que la sucesión lx,] converge y 
lim x, = a. Demos £ > 0; entonces de acuerdo con la definición de límite de una 


* A, L. Cauchy (1798—1857), matemático francés. 
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sucesión, existe n, tal que para todos los núneros n > n se cumple la desigualdad 


SS 
Sea ahora n > n, ym > n,, entonces 
Ley — pl = Mp — 0) + (0 — xp)! <a + li 


es decir, se cumple la condición de Cauchy. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Supongamos que la sucesión (x,] satisface la 
condición de Cauchy, es decir, para cualquier £ > O existe n, tal que si n > n, y 
m > n,, entonces Ix, — Xy! < £. Tomemos, por ejemplo, e = 1, entonces existe 
ny tal que paran > mym > n, se cumple la desigualdad lx, — x,! < 1. En par- 
ticular, si n>m y m=n,+ 1, entonces lx, xp sil < 1, es decir, 
Xei = 1< Xy < Xp, 41 + T cuando n > ny. Esto significa que la sucesión xy, 
n= n, + l,m + 2,... está acotada. Por esto, por el teorema 4, existe una sub- 
sucesión [x,,] convergente. 

Sea i = a. Mostremos que toda la sucesión [r,] dada, también converge 
y tiene como límite al número a. Demos cierto £ > O. Entonces, en primer lugar, 
por la definición de limite de una sucesión, existe X, tal que para todos los números 
k > ke 0 lo que es lo mismo, por la definición de subsucesión, para todos los 

e 
act. 


ny > ny, Se cumple la desigualdad |x, 3 
En segundo lugar, ya que la sucesión [x,| satisface la condición de Cauchy, en- 


tonces existe. tal que para todos los n > n, y todos los m > n, se cumple la des- 
igualdad 


e 
hr Xp! <> 
2 


Hagamos N, = máx [n,, ny | y fijemos cierto n, > N,. Entonces, para todos 
los a > N, obtendremos: e 


lx, = al = 16, = xn) + en, 01 lp 1 + dx, = al < 


E 
Ese 


2 


y esto demuestra que lim x, = a. O 


Ejercicios. 12. Enúnciense las condiciones positivas necesarias y suficientes que sean la 


negación del criterio de Cauchy para que la sucesión no tenga limite. 

13. Demuésrese que para que la sucesión $r} sea convergente es necesario y suficiente 
que para cualquier e > Oexista n € Ntal que para todos los > np, n € N, se cumpla la des- 
igualdad lx — xp! < c- 

Problems 3. Acláresesise deduce o no la convergencia dela sucesión [x] dela condición de 
Que para cualquier natural p existe el limite lim, Grp 4 p — xp) = 0. 


4.8. SUCESIONES INFINITESIMALES 


Sobre las sucesiones se pueden efectuar las operaciones aritméticas de suma, res- 
ta, multiplicación y devisión. Definámoslas. 
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Definición 15. Sean dadas las sucesiones |x,) e |y,,); se llaman suma, diferencia y 
producto de estas sucesiones respectivamente las sucesiones Ix, + Ya): Xp — Ynl Y 
Mka): Si y, + O,n = 1,2, ... „entonces se llama cociente de la división de la suce- 
sión (x,) entre la sucesión |) la sucesión (x,/ y, |. Finalmente, se llama producto de 
la sucesión fx) por un número c la sucesión ¡cx 

Si la sucesión (»,) es tal que en ella se tiene sólo un número finito de elementos 
iguales a cero, es decir, existe ny € N tal que para n > ny, n € N, se cumple la des- 
igualdad y, + 0, entonces se puede analizar la sucesión (x, /y,) entendiendo por ella 
la sucesión con números n > ng- 

Definición 16. La sucesión [a se llama infinitesimal. 


i lim a, = 0. 


Ya nos encontramos en el p. 4.1 con las sucesiones infinitesimales a, = : x 
=l snžn a= 1,2, 
CR 

Señalemos algunas propiedades de las sucesiones infinitesimales. 

L La suma algebraica de un número finito de sucesiones infinitésimas es una su- 
cesión infinitésima. 

DEMOSTRACIÓN. Sean fan] y 13,] sucesiones infinitesimales. Mostremos que las 
sucesiones [an + A) y la, — 8,) 30n también infinitésimas. Demos un £ > 0, en- 
tonces existe (¿por qué?) un número n, tal que para todos los n > n, se cumplen las 


desigualdades la! < $ y 18,1 < A Por esto, para n > n, tenemos 
e c 
la, 4 Bi < lal + 18,1 <E +f 
(4 Bl < lanl + MB + =E 
o. 
La afirmación correspondiente para cualquier número finito de sumandos se de- 
riva de lo demostrado por inducción. D 


Problema 4. Definiendo la suma de un número infinito de sumandos numerados (concep: 
10 generalizado de la suma de un número finito de sumandos) y luego la suma de un número 
infinito de sucesiones, constrúyase un ejemplo de un múmero infinito de sucesiones infinitesi- 
males cuya suma no es una sucesión infinitésima, 

11. El producto de una sucesión infinitesimal por una sucesión acotada es una su- 
cesión infinitesimal. 

DEMOSTRACIÓN. Sea [a,] una sucesión infinitesimal y [x,), una sucesión acotada 
es decir, existe un número 6 > O tal que para todos los números n = 1, 2, ... se 
cumple la desigualdad Lx,! < 

Demos un £ > 0; por la definición de sucesión infinitesimal existe un número n, 
tal que para todos los 1 > n, se cumple la desigualdad la, | <> - Por esto, para 
todos los n > n, tenemos 


lo que significa que lím (a, + 8,) 


lapa! = laytx,l <E +0 
Va! En! << 


lo que significa que la sucesión lar,x,) es infinitesimal. CI 
Corolario. El producto de un número finito de sucesiones infinitesimales es una 
sucesión infinitesimal. 
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Esto se deduce directamente por inducción de la propiedad 11 si observamos que 
una sucesión infinitesimal, como cualquier sucesión que tiene límite, está acotada 
(véase el teorema 2 del p. 3.4). 


Problema 5. Definiendo el producto de un número infinito de factores numerados (con- 
cepto generalizado de producto de un múmero finito de factores) y luego el producto de un nú 
mero infinito de sucesiones, constrúyase un ejemplo de un número infinito de sucesiones ir 
nitesimales, cuyo producto no sea una sucesión infinitesimal. 

Ejercicio 14. Demuéstrese que para que una sucesión x, # 0, 1 = 1,2, „sea in- 


Tinitesimal es necesario y suficiente que la sucesión 1/x,, 1 = 1,2, ... „sea infinita. 


4,9. PROPIEDADES DE LOS LÍMITES RELACIONADAS CON LAS 
OPERACIONES ARTIMÉTICAS SOBRE LAS SUCESIONES 


Lema. Para que el número a sea el límite de la sucesión Lx.) es necesario y sufi- 

ciente que su término x, sea del tipo x, = a + a,n = 1,2, ~- „donde (a,| es una 
sucesión infinitesimal. 
En realidad, sea dada una sucesión cualquiera [x,| y el número a; hagamos 
Y x, — a. Entonces, la condición lim x, = a por la definición de limite de la 
sucesión es equivalente a que para cualquier £ > O existe ng € N tal que para todos 
los > ng n € N, se cumple la desigualdad lx, — al < £, es decir, la desigualdad 
la, | < e y esto es equivalente a lim a, = 0. O 


Este lema muestra el papel singular de las sucesiones infinitesimales en el estudio 
del concepto de límite, ya que el concepto general de limite de una sucesión con ayu- 
da de este lema se reduce al concepto del limite nulo. Esta circunstancia más adelan- 
te se utiliza ampliamente en el estudio de una serie de propiedades de las sucesiones 
convergentes. 

1°, Six, = c.n = 1,2, „. (es decir, la sucesión lx,| es estacionaria), entonces 
lim x, = €. 


Dicho brevemente, el limite de una constante es igual a esta misma constante. 
En realidad, la sucesión x, — € = € — e = Oes infinitesimal y por esto, por el 
lema, lim x, = c. O 


2°, Si la sucesión (x,) es convergente, entonces también es convergente la suce- 
sión [ix„1), además, si lim x, = a, entonces 


lim 1x,! = lal 


DEMOSTRACIÓN. Si lim x, = a € R, entonces para cualquier £ > O existe un 
número n, tal que para todos los múmeros n > n,, se cumple la desigualdad 
lx, — al < e, pero ix! — lal < lx, — al. Por lo tanto, para todos los núme- 
tos n>n, tiene lugar la desigualdad hx,l — lal < e y esto significa que 
lim Ix,l = lal. O 
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., 3%. Si las sucesiones (x,) e (y,) convergen, entonces las sucesiones x, + y,) tam- 
ia Lim ty) = lim xy 2 lim yy 
es decir, el límite de la suma algebraica de dos sucesiones convergentes es igual a la su- 


ma de los límites de las sucesiones dadas. 
DEMOSTRACIÓN. Sea lim x, = a y lim y, = b. Por la necesidad de las condi- 


ciones del lema para la existencia del limite tenemos 
X= 040 Y DA Bs Md, 


donde lim a, = lim 8, =0. Por consiguiente, x, + y, = (a + b) + (€, & Ap) 
n = 1,2,... , donde por la propiedad 1 de las sucesiones infinitesimales (véase el 
D. 4.8) lim (a, + 8,) = 0. Por esto, según la suficiencia de las condiciones del le- 


ma para la existencia del límite, tenemos 
dme, y) 0%b= 


Corolario. El limite de la suma algebraica finita de sucesiones convergentes es 
igual a esa misma suma algebraica de los límites de las sucesiones sueltas. 

Esto se deduce directamente por inducción de la propiedad demostrada de los 
limites de las sucesiones convergentes. 

4°. Si las sucesiones [x,) e [»,] convergen, entonces la sucesión (xy) también 
converge y 


lim x, e lim y, O 


CA 
es decir, el límite del producto de sucesiones convergentes existe y es igual al produc- 
to de los límites de las sucesiones dadas. 

DEMOSTRACIÓN. Sean 


aatan y =0+8, n=1,2, 


Yn = b, entonces 


donde, lim a,= lim B,=0; por lo que xp, = (a+ a,b + 8) = 


= ab + (ab + P,a + afp). 
Por las propiedades 1 y TI de las sucesiones infinitesimales (véase el p. 4.8) 
Jim (a,b + Ba + 0,8) = 0; por lo que 
lim x.y, = ab = 1 
Corolario 1. Si la sucesión (x,] converge, entonces para cualquier número c, la 
sucesión (cx,) también converge y 
lim ex, = © Um xp 
es decir, una constante se puede sacar fuera del signo del limite. 
Esta afirmación se deduce inmediatamente de las propiedades 1° y 4°. 
Corolario 2. Si (x,) es una sucesión convergente y k es un número natural, enton- 
km x= (lim xF. 


Esto se deduce directamente de la propiedad 4° por inducción. 


lim yy 


ces 
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5°. Si las sucesiones [x,) e (ya) convergen, y, +0, n= 
lim y, + 0, entonces, la sucesión Lx, /y,) converge y 


LAS 


es decir, en las suposiciones hechas, el límite del cociente de sucesiones convergentes 
existe y es igual al cociente de los límites de las sucesiones dadas. 

DEMOSTRACIÓN. Sean I Jn = b + 0 y para mayor exactitud, 
b > 0. Entonces, 


Xy =0+0p J=b+8, 1=1,2 
donde iim a, = " 8, = Oy por el corolario de la propiedad M1 de los limites 
delas sucesiones del p. 4.3 existe un número ng tal que para todos números n > ng 
se cumple la desigualdad y, > i > O (efectivamente, observando quez < b,enla 


propiedad indicada en calidad de c hace falta tomar € = >), aqui se utiliza la supo- 


2 
sición de que b > 0; por lo que a n > ng tenemos ~- < (por cuanto 


Yn + O, entonces por él se puede dividir). Ya 
A continuación 


—_—E =n B, (4.14) 
n 5 bre, b sora A. o 


1 1 

Aqui 0< mm 
DO+B) Dyn 

n = ng + 1, ng + 2, „. y está acotada (de aquí, claramente se deduce que esta su- 


cesión está acotada para todos los n = 1, 2, ... ). 
Por las propiedades de las sucesiones a ai la sucesión lab — Bb] es 


infinitesimal, por lo que la sucesión bo: ~ (a,b = 20) es infinitesi- 


<j es decir, la sucesión 1/00 + A,)), 


mal, Por esto, de (4.14) se deduce que OO +8) 
3 lim xy 
A E E 


De forma análoga se analiza el caso cuando b < 0. O 

OBSERVACIÓN. En el caso de sucesiones que tienen limites infinitos las afirma- 
ciones análogas a 3° — $°, en general, no tienen lugar. Por ejemplo, sea 
Xa =n + lya = n,n = 1,2, ... y entonces 


+o y 


Six, = 2n, y, = n,n = 1,2,..... entonces 
lim x, = my, =+0 y lim O 
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Siahorax, = n + sen TE, y, = m,a = 1,2, ..., entonces 


y la sucesión x, — Y, = sen ŽŽ, n = 1, 2, „.. , no tiene ni límite finito ni infinito. 


Estos ejemplos muestran que en suposiciones iguales, con respecto a las suce- 
siones fx,} e (y,) que tienen limites infinitos, para las sucesiones bx, — y,] pueden 
encontrarse los casos más diversos. Junto con esto, algunas generalizaciones de las 
propiedades 3° — $° en el caso de sucesiones con límites infinitos, no obstante, 
tienen lugar, Por ejemplo, si lim x, = +% y lim y, = +00 (0 lim y, es finito), 
entonces lim (r, +y)= to os a>0y lm x= +0, entonces 


ax, = a lim x, = +œ (se recomienda demostrarlo por si mismo). 


Ejercicio 15. Demuéstese quesi_lim_x, = + oe y la sucesión (y, está acotada, entonces 
lm w, tya to 
Ejemplos. 1. Sea a > 0, xp > Oy 
E (AS A AO (4.15) 


Ln 
Demostremos que lim x, = VZ. Por inducción, es evidente que x, > 0 para 


todos los n = 0, 1, 2, ... . Mostremos inicialmente que 


ETATER R (4.16) 
Para esto, observemos. pad OE = 1? > Oen 
el caso de i > 0 se deduce la desigualdad £ +z + > 2. Utilizando esta desigualdad 
para t = Z por (4.15) obtenemos: 


EE T NON da, iD 
m=i (an 2)? 3 


Mostremos ahora que la sucesión x,, n = 1, 2, 
Aplicando la desigualdad (4.16) obtenemos: 


nanira) a) 


Asi pues, Va € ... < Xy, 1 < Xy < -.- < Xy, dondequiera que esté ubicada 
“la aproximación nula” xp > 0, es decir, la sucesión $r,) está acotada inferiormen- 
te y decrece monótonamente, por eso, según el teorema 3, tiene límite. 

Sea lim x, = x. Pasando al límite en la igualdad (4.15), cuando n — œ obte- 


» decrece monótonamente. 


n=1,2 (6.17) 


nemos la igualdad i e3 


de donde xX? = a y ya que x, > 0, entonces x > 0 y por eso x = VA. 

La fórmula (4.15) puede servir para el cálculo aproximado de los valores de la 
ralz cuadrada del número a. En efecto, ella se aplica en la práctica con este fin, en 
particular, en los cálculos con las máquinas calculadoras de acción rápida, 

No es dificil calcular la exactitud con la que la aproximación n-ésima, es decir, el 
término x,, da el valor de la raiz Va. 

De fórmula recurrente (4.15) tenemos: 


Va gth la a 


A 
z” va, n=0,1,2, 


Aplicando la desigualdad (4.16) de aquí hallamos: 
Ocan asg TE neha 


La estimación obtenida no es totalmente cómoda en la práctica, por cuanto no 
conocemos el valor de la raiz Ya, pues ésta es precisamente la que buscamos. No 
obstante, Siempre se puede hallar un c aproximado tal que 0 < € < va y se puede 
escoger Xy > €, entonces, de la estimación obtenida tendremos. 


Va, n= 01,20, 


ES 


1 1 
tenas [326,10] MEA 
De aquí, por inducción, hallamos: 


1 1 ° 
z- va) < [i - va] < 


[Loa] <-<[Lo- 


Si escogemos la aproximación nula xy de forma tal, que 


«E <a, 


(4.18) 


entonces de (4.18) se obtendrá que 
05x, Va dq", m=l hr. 


es decir, la sucesión (4.15) converge al valor de la raíz mucho más rápido que la 
progresión geométrica con denominador q, 0 < q < 1. 
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Para la ilustración del cálculo aproximado de la raíz por la fórmula (4.15) demos los re- 
sultados del cálculo de V2 en la computadora, en el caso cuando en calidad de aproximación 
nula xy fue escogido x, 


X, = 1,416666666666666666666666666666666666666666566666666666666666 

X, = 1,414215686274509803921 5686274509803921 5686274509803921 568627 

X= 1,4142135623746899106262955788901 349101 165596221 1574404458490 

Xy = 1,41421356231309504880168962350253024361498192577619742849828 

X = 1,41421356237309504880168872420969807856967187537723400156101 

Xy = 1,4142135623730904880168872420969807856967187537694807317667 
Aquí, con cifras gruesas se resaltan los números que son la aproximación correcta de VŽ con 
exactitud hasta el número de las cifras significativas que entran en el número resaltado, (estas 
cifras se estabilizan en el proceso de cálculo). El número de las cifras correctas en ete sentido, 
se duplica (como puede verse en la tabla) en el paso a la siguiente aproximación: en x, se tiene 
una cifra correcta, en x, ya son 3; en xy, 6; eN Xp. 12; en xy, 24; en x,, 48, y x, ya da la aproxi- 
mación correcta de V2 con 60 cifras significativas, es dec, con todos los órdenes utilizados. 


Observemos que si el número a > Oes tal que su raiz se calcula en forma finita, 
enel sentido de que existe tal fracción decimal finita x que x? = a, entonces esta frac- 
ción puede ser hallada (en cualquier caso en principio) con ayuda del método clásico 
del cálculo de raiz *por columna”. En el caso del cálculo de la raíz de este número 
con ayuda de la fórmula (4.15), six, es escogido diferente del valor exacto de la raiz: 
xp + Va, entonces el valor exacto de la raíz indicada no se obtiene en ningún paso. 
Esto se deduce de que en el caso de xy + Va la sucesión (4.15) decrece estrictamente: 
Had Id, 

"Antes de analizar los ejemplos posteriores demostremos una desigualdad útil, 

Lema (desigualdad de Bernoulli)”. Sea a > 0, entonces para cualquier natural 
n es válida la desigualdad o, oy y 2 mo YE 


DEMOSTRACIÓN. Por la fórmula del binomio de Newton tenemos 


Mem ta CED as.. o 
Todos los sumandos en el segundo miembro de la igualdad son positivos; elimi- 
nando todos, menos el primero y el segundo, con lo cual el segundo miembro sólo 
puede disminuir, obtenemos la desigualdad buscada (4.19) 
Volvamos al análisis de los ejemplos. 
2.Sip> 1, entonces iim p= +œ, ysi0 < p < 1, entonces lim p” = 0. 


Sea inicialmente p > 1, entonces p = 1 + æ, donde a > 0 y por la desigual- 
dad de Bernoulli (véase (4.19)) 


P=(l+af>1+na>na. 


% J, Bernoulli (1654—1705), matemático suizo. 
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Por cuanto lim an=a lim n= +=, a>0, entonces también 
lim p” = +00. 


1 
Slahora 0 < p < 1, entonces q => 1y 


A E 
A nf 


ya que por lo demostrado lim q" = +o. 


3. Para cualquiera > O: yyy gin y, Wi 


Imaan, (4.21) 

Sea inicialmente a > 1, entonces d = Va > 1. En realidad, por la definición de 

la raíz b” = a. Si fuera b < 1 entonces, multiplicando por sí misma esta desigual- 

dad n veces, obtendríamos que a = b" < 1, pero esto contradice la condición 
a > 1. Pongamos 


Val 4.2) 


Por lo dicho, x, > 0. De (4,22) se deduce que a = (1 + x,)”. Aplicando la des- 
igualdad de Bernoulli obtenemos 


(ex) > Mo 
Por consiguiente, O < xX, < Š, por lo que „lim, x, = 0, de donde por (4-22) 
Mim Va. 


1 
Si ahora, O < a < 1, entonces b $Z > 1 y ya que por lo demostrado 


De esta forma, (4.20) está demostrada para cualquiera > 0. De aqui inmediata- 
mente se deduce (4.21): 


1 1 
ci 

CI e aa O 
4 Mn m0, 4>0. 


4.9. Propiedades de los limites E 
En realidad, sea ng e N tal que -Z < 3 + Entonces para todos los n > ngserá 
3 
válida la desigualdad Z <= Y por esto 
7 


d o a a LEO” 
CN 


vem ENT O) 
mlan 


aR 
La igualdad (4.23) se puede demostrar de otra forma. Analicemos la sucesión 
E"? ando n + 1 > a, se cumple la des- 
igualdad x,,, , < Xy es decir, a partir de cierto número, la sucesión (x,] decrece. Ya 
que, además, para todos los n € A tiene lugar la desigualdad x, > O, entonces esta 
sucesión es acotada inferiormente, y. por lo tanto, tiene límite finito. Sea 


An = y e DONES xpe) = A, 


x = lim xp, Pasando allímite paran — œ en laigualdadx, y = x, =c , obte 
nemos x = x + O,de donde x = O, es decir, tenemos otra vez (4.23). 
5. Val = +00, (4.24) 


Ya que para cualquier a > O tiene lugar la igualdad (4.23), entonces para cual- 
quiera > Oexiste un n, e N tal que para todos los n > n, se cumple la desigualdad 
Le 
is 
es decir, cuando n > n, tiene lugar V7! > a, y ya que a > Oes arbitrario, enton- 

ces esto significa que es válida la igualdad (4.24). 


(425) 
Recordemos (véase el p. 4.5) que el número e es el límite de la sucesión 
wi 2): nd, 
es decir, 
(4.26) 
Hagamos 
tz 
Se demostró (véase (4.11) que 
Xy < Smm = 1,2, on. o (427) 


66170 
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Por otra parte, fijando en la fórmula (4.10) un k > 1 arbitrario y elijiendo 
a > k, eliminemos en el segundo miembro de la igualdad (4.10) todos los suman- 
dos, a partir del (k + 2)ésimo orden. Como resultado, obtenemos la desigualdad 


POOLE E ARNO EST ES AT 
nan A) 7, 
Pasando al límite en esta desigualdad para n — œ y un k fijo, y notando que el 
segundo miembro tiene como limite Sy, obtenemos, por (4.26), la desigualdad 
25 kalda (428) 
Uniendo (4.27) y (4.28), tendremos 
5, <3,€€, 11,2... 
De aquí, según (4.26), se deduce directamente que lim s, = e, es decir, la igualdad 
(429. eS 
OBSERVACIÓN: Para el cálculo aproximado del número e, la fórmula 


e- ( sy 
7, 
no es muy cómoda, ya que cuando se pasa de n a n + 1, hay que realizar todos los 
cálculos de nuevo. La fórmula aproximada 


en este sentido está mejor acondicionada para los cálculos numéricos, ya que duran- 
te el paso de n a n + 1, es necesario agregar al valor ya hallado s, el número 


Ina Sn 


ES 
a+ Dt 


es decir, los cálculos efectuados cuando se hallaba s,, no se pierden. Además, en es- 
te caso, es fácil establecer también la estimación del error cuando se sustituye el nů- 
mero e por el valor de la suma s,. (Esto será hecho en el p. 34.14, véase el 
ejemplo 4). 


Ejercicio 16. Seaa, > 0,0, > 0,0, = VE, 5, 

2 
Demutstrese que las sucesiones fo, y 10, tienden a un mismo limite a y que 
<b, -a< 


Baos baai, 


4.10. REPRESENTACIÓN DE LOS NÚMEROS REALES 
POR FRACCIONES DECIMALES INFINITAS 
Sea dado cualquier número a, para mayor exactitud a > 0, Por el principio de 
Arquimedes existe un número entero ng > a. Entre los números n = 1,2, .., ng, 
tomemos el menor que tiene la propiedad z > a y denotémoslo por ay + 1, enton- 
sa < a< ag t l 


FIG. 13 


Dividamos el segmento J} = [ay, ay + 1] en diez segmentos iguales, es decir, 
analicemos los segmentos 


la. a,i ap, a, + 1/10), 


donde a, =0,1,2,...,9. 

Son posibles dos casos: o bien el punto a no coincide con ninguno de los puntos 
de división (fig. 11), o bien el punto a coincide con uno de los puntos de división 
(figs. 12, 13). En el primer caso, el punto a pertenece sólo a uno de estos segmentos. 
Denotémoslo por 


n= [opos a + 
h= fao aiaa +5 |» 
donde a, denota el número del segmento, es decir, una de las cifras O, 1, ..., 9. 
En el segundo caso, el punto a puede pertenecer a dos segmentos vecinos 
(fig. 13). Entonces por 7, = | ap, a: ay a, + w denotamos aquel de ellos pa- 
ta el cual el punto a s el extremo izquierdo, En todos los casos a €, Dividamos el 
<ogmento 1, a su vez en diez segmentos iguales y por /, = |ay, aa; ap, aaz + 
+ +] denotemos aquel de los segmentos obtenidos que contiene a y para el cual 
ano es extremo derecho. Continuando este proceso obtendremos un sistema de seg- 
OS Gellik nahh s 
donde = 1 
Gp = ap aag n Ep = p anyagi An Ta 
y a, es una de las cifras O, 1, 2, + , 9. Cada uno de los segmentos Z, contiene a, y a 
no es su extremo derecho, 
ael, atā, n=0,1,2 i 


la longitud del segmento /, es igual a 107" y por consiguiente tiende a cero cuando 
n- œ. 

Las fracciones decimales finitas g, y a, se llaman fracciones decimales que apro- 
ximan el número a. Más exactamente, el número g, es la aproximación decimal infe- 
rior de orden n y el número a,.. la aproximación decimal superior del mismo orden 
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del número a. Ellas poseen las siguientes propiedades que se deducen directamente 
de su definición: z (429) 


(4.30) 
(431) 


—a, determinamos 


y las propiedades (4.29) — (4.31) evidentemente se conservan, sólo en la desigual- 
dad (4.29) los signos < y < se intercambian, 

La propiedad (4.30) significa que los segmentos [g,, 2, ] forman un sistema de 
segmentos encajados. De la propiedad (4.31) se deduce que las longitudes delos seg- 
mentos [g,, a, ] tienden a cero. Finalmente, (4.29) significa que el punto a pertenece 
a todos estos segmentos, por lo que por la observación 2 del p. 4.5 es el límite de sus 
extremos g, y a,- 

Así pues, en particular, está demostrado el siguiente lema. 

Lema 1. Cualquiera que sea el número a, la sucesión (9) crece monótonamente, 
la sucesión [a,) decrece monótonamente, y 

On T pi T, = a. 

Corolario. Cualquier número real es el límite de una sucesión de números ra- 
cionales, 

El corolario del lema se deriva de que g, y Z, son números racionales. 

Sea ahora, de muevo, g > O y g, = ag, aja, ... a. Pongamos en correspon- 
dencia al número a la fracción decimal infinita ap, 2,2) ... œ, ».. . Subrayemos que 
aquí ay es un número entero no negativo y a, n = 1,2, ... , una de las cifras 
O, 1, 2, ... , 9. Por cuanto, el número a es el único número que pertenece a todos 
los segmentos /,, n = 1, 2, ... , entonces, en la correspondencia indicada, a núme- 
ros diferentes les corresponden diferentes fracciones decimales, es decir, que se dife- 
rencian al menos en un a, (k = 0, 1, 2, 

Observemos a continuación que en nuestra construcción no puede obtenerse una 
fracción con periodo compuesto por la única cifra 9. En efecto, supongamos que al 
número a le corresponde la fracción ag, a; ... ang 9 .-. 9 ... , donde en el caso de 
y. O se cumple la desigualdad ap, + 9. Entonces por la construcción, 


ae [oas A +] 


para todos los n > ny, donde n es el número de los simbolos decimales después de 
la coma en la fracción ag, a ... ny 9 -.. 9. De aqui se deduce que a es el extremo 
derecho de todos los segmentos /,, 1 > ng, lo que contradice la elección de estos 
segmentos. 

De esta forma, por la correspondencia establecida, a cada número real a > Ole 
corresponde cierta fracción decimal infinita que no tiene periodo compuesto por 
una sola cifra 9. Tales fracciones decimales se llaman admisibles. 


4.10. Representación de los números reales por fracciones 85 


Finalmente, cada fracción decimal infinita y admisible ag, ao} -.. a --- como 
resultado de la correspondencia descrita resulta puesta en correspondencia a cierto 
número a, y específicamente a aquel número único que pertenece a todos los seg- 


fa 


Esta correspondencia se puede extender también a los números negativos: si al nú 
meroa > Ole corresponde la fracción co, a --. œ, --- + Entonces al número a le 
ponemos en correspondencia la fracción — ag, a} «=. A +. 
Los resultados obtenidos se pueden enunciar en forma del teorema siguiente: 
Teorema 6. Entre el conjunto de todos los números reales y el conjunto de las 
Jracciones decimales admisibles existe una correspondencia blunivoca, y, además, si 
en esta correspondencia al múmero a le corresponde la fracción ap, 0x0». 
5e Oy +» » Once 22 Jim ag, 97 + 
Jim ap, 07 


1 
P E TA 
a,i ao + 7] 


a, = 0. 


correspondiente al número a 
iza para su designación, por lo que se escribe 


La fracción decimal infinita wap, (1,07 -ap + 
se llama su motación decimal y se ut 


a= tag, ayaz o ap + 
Si una fracción decimal infinita tiene periodo compuesto sólo por ceros, 
ps ayaz «+» p 00 ... O... , Y, además, a, + O, entonces se dice que esta fracción 
tiene n cifras significativas después de la coma; y generalmente, el cero en el 
periodo no se escribe, es decir, el número indicado se escribe con la fracción decimal 
finita erp» aa; -.. a, (precisamente, tal escritura se usó anteriormente), 
OBSERVACIÓN 1. À cualquier fracción decimal infinita 
Ap: ajaz +++ a, 


(no necesariamente admisible) se le puede también poner en correspondencia de for- 
ma natural un número real único perteneciente a todos los segmentos: 


[os 


No obstante, la correspondencia obtenida aquí ya no seré biunivoca: puede 
ocurrir que a fracciones decimales diferentes les corresponda un mismo número re- 
las fracciones del tipo 


Ag ajaz 199 0D Y g aaz -+ (9 + 1)00...0... (a, + 9) 


les corresponde un mismo número. En la construcción descrita anteriormente de la 
correspondencia de los números reales y las fracciones decimales infinitas 
obtendríamos no sólo fracciones decimales admisibles, si hubiéramos rechazado la 
condición de elegir cada vez aquel segmento Z, para el cual a no es su extremo de- 
recho, 

Utilizando la escritura de los números reales, con ayuda de las fracciones deci- 
males infinitas se puede obtener la regla para su comparación por su magnitud y las 
reglas de las operaciones aritméticas sobre ellas. Uno y otro se reducen a las opera- 
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ciones análogas sobre sus correspondientes aproximaciones decimales y, tal vez, a 
un paso limite, Enunciemos estos resultados en forma de lemas. 

Lema 2, Sean a y b números reales, Entonces a < bsi y sólo si existe un natural 
A tal que para todos los n > ny, tiene hugar la desigualdad 


a, < by 


DEMOSTRACIÓN. Sea a < b. De lim a, = a, lim b, = b, por la propiedad IIt 


delos limites de las sucesiones del p. 4.3, se deduce inmediatamente la existencia del 
número exigido ny. es decir, tal que para todos los números 1 > ny se cumple la 
desigualdad a, < b,- 

Viceversa, si existe el número señalado ng, entonces el caso a > b es imposible, 
por lo demostrado. Es imposible también el caso a = b, ya que entonces por la uni- 
vocidad de la escritura de los números con ayuda de las fracciones decimales admi- 


sibles, para todos los m = 1, 2, ... , tendria logar la igualdad a, = b, Por lo tan- 
t0, a < b, O 
Lema 3. Sean a y b dos números reales, entonces 
lmi +b,) satb, limia -b,)=a-b, lim gb, =ab 


y cuando b + 0 


im Lal.” 
ne bp D 


Todas las afirmaciones de este lema se deducen directamente del lema 1 y de las 
propiedades de los limites, relacionadas con las operaciones aritméticas sobre las su- 
cesiones (véase el p. 4.9). 

OBSERVACIÓN 2, Del lema 3 se deduce que para realizar, con un grado dado de 
exactitud, cualquier operación aritmética sobre números escritos en forma de frac- 
ciones decimales admisibles, es necesario tomar con suficiente exactitud las aproxi- 
maciones decimales finitas y realizar sobre ellas las operaciones correspondientes. 
En la suma, resta y multiplicación como resultado se obtiene de nuevo una fracción 
decimal finita. En el caso de la división, el cociente de dos fracciones decimales fini- 
tas será, en general, una fracción decimal infinita, y, como es conocido de la mate- 
mática elemental, periódica. No obstante, en este caso, también se puede obtener el 
resultado, con cualquier grado de exactitud, expresado en fracción decimal finita. 
Por ejemplo, si (9,/9,), es la aproximación decimal inferior de orden n para el 


cociente g,/b, entonces 
(4.32) 


y, por consiguiente, el cociente a/b, b + O se puede expresar con ayuda de frac- 


“i Puede ocurrir que para algunos n tengamos £, = 0 y, por consiguiente, la expresión 
, carece de sentido, No obstante, por la condición b + O y la propiedad ITI de los limites 
de las sucesiones, demostrada en el p. 4.3, existe n, tal que b, + Oparan > ny. Enestecaso, 
en lugar dela sucesión 9,/B,..m = 1,2, .... es necesario analizarla sucesión g, /b,, n = Aya 
Mot ho 
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ciones decimales finitas del tipo (E) con cualquier exactitud. 
Abala 
Para la demostración de la igualdad (4.32) hagamos 


por el lema 3 tenemos (véase el lema en el p. 4.9) lim a, = 0. Ahora, utilizando 
(4,29) y (4.31) obtenemos i 


ORONG 


1 
Y por cuanto lim, 5 + 0.) 


entonces la igualdad (4.32) queda demos- 


OBSERVACIÓN 3. Como resultado de los cálculos señalados anteriormente con las 
aproximaciones decimales inferiores de orden n, en el caso de la suma g, + bp, de 
la resta g, ~ b, y de la división ) y» de nuevo obtendremos fracciones decima- 
les finitas con no más de n cifras significativas después de la coma. En la multiplica- 
ción g,b, , se obtendrá, en general, una fracción decimal con 2n cifras significativas 
después de la coma. Si (9,9,), es la aproximación decimal inferior del producto 
9D,» entonces análogamente a (4.32) se demuestra que 


Jim (0,0), = 0b. 


De esta forma, en los cálculos aproximados de las sumas a + b, de las diferen- 
clas a — b, de los productos ab y de los cocientes a/b, b + O, respectivamente por 
las fórmulas 

On + Das n= Op Obada Y Orbn 


como resultado de las operaciones indicadas sobre las fracciones decimales finitas g, 
Y b, que tienen no más de n cifras significativas después de la coma, se obtienen de 
nuevo fracciones decimales con no más de n cifras significativas después de la coma 
y, además, el resultado puede ser obtenido con cualquier grado de exactitud dado. 
Precisamente de esta forma se realizan comúnmente las operaciones con números en 
la práctica. 

"OBSERVACIÓN a. Señalemos que en la construcción del método de notación delos 
números reales con sucesiones de cifras, como base fue tomado el número 10 (los 
segmentos se dividieron consecutivamente en diez partes iguales). En lugar del nú- 
mero 10 se puede tomar cualquier número natural n. En la utilización de máquinas 
computadoras de acción rápida a menudo se usa el tal llamado sistema binario de 
notación de los números, correspondiente al caso n = 2. En la escritura de un nú- 
mero en el sistema binario participan sólo dos cifras, 0 y 1. Por ejemplo, el número 
14,625 en el sistema binario tendrá la forma 110,101, ya que 


14,625 = 2 + R+ 2 + 0920 4 19271 40-272 4 10273 
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y las cifras en el sistema binario de escritura de un múmero son los coeficientes 
correspondientes a su descomposición según las potencias del dos. 

OBSERVACIÓN 3. En la exposición de la teoria de los números reales se puede ir 
también en orden contrario: definir a los números reales como fracciones decimales 
infinitas y admisibles y utilizando esta escritura introducir en ellos de la forma. 
correspondiente la relación de orden y las operaciones aritméticas. 

Existen otras construcciones de los números reales, que parten de otros objetos 
concretos, no obstante, todas ellas nos llevan a conjuntos de elementos que satisfa- 
cen las propiedades I — V del p. 2.1. Recordemos (véase el p. 2.4*) que la presen- 
cia de las propiedades 1 — V definen univocamente el conjunto de elementos que 
poseen estas propiedades. Univocamente en el sentido de que dos conjuntos cuales- 
quiera, para cuyos elementos se cumplen las condiciones I — V, son isomorfos con 
respecto a las operaciones de suma y multiplicación y a la propiedad de ordenamien- 
to. Aqui nos encontramos con un rasgo característico de los métodos matemáticos 
de investigación, para los cuales es absolutamente indiferente la naturaleza de los 
elementos, y sólo son importantes las “relaciones cuantitativas” entre ellos, las 
cuales en el caso dado se expresan con las propiedades 1 — V. 


1? NUMERABILIDAD DE LOS NÚMEROS RACIONALES. 
INNUMERABILIDAD DE LOS NÚMEROS REALES 


Surge una pregunta natural: ¿si todos los conjuntos infinitos contienen un nú- 
mero igual de elementos o hay diferentes infinitos? Ante todo, resulta que no se en- 
tiende qué significa, en general, el término “igual número de elementos” para los 
conjuntos infinitos. La comparación de conjuntos infinitos por la cantidad de ele- 
mentos contenidos en ellos o, como se acostumbra decir, por su potencia, es cómo- 
do realizarla con ayuda del concepto de correspondencia biunivoca entre los ele- 
mentos de los conjuntos (véase el p. 1.29). 

Definición 17. Dos conjuntos se llaman equipotentes, si entre sus elementos se 
puede establecer una correspondencia biunivoca. 

Desde este punto de vista los números naturales 1, 2, ... , m, «.. forman un con- 
<, Ìn, ... aunque a pri- 
mera vista parece que los últimos son dos veces menores. La correspondenci 
biunivoca exigida se obtiene si al número natural m se le pone en correspondencia el 
número 2a,'n = 1,2, .... 

Los números pares forman una parte del conjunto de los números naturales, no 
obstante, estos conjuntos son equipotentes, por consiguiente, en el caso de conjun- 
tos infinitos, juna parte puede igualarse en nuestro sentido al todo! 

Definición 18. Un conjunto equipotente al conjunto de todos los números natu- 
rales se llama numerable. 

De esta forma, si X es numerable, entonces entre el conjunto X y el conjunto de 
loš números naturales se puede establecer una correspondencia biunivoca o, como 
se dice, se pueden numerar los elementos del conjunto X, entendiendo por número 
de cada elemento x e X el número natural que le corresponde en la correspondencia 
indicada. 


4.11. Numerabilidad e innumerabilidad de los nùmeros 39 


Los conjuntos numerables en el sentido definido son los conjuntos infinitos más 
simples. Precisamente es válido el siguiente lema. 

Lema 1. Cualquier conjunto infinito contiene un subconjunto mumerable. 

DEMOSTRACIÓN, En efecto, sea X un conjunto infinito. Tomemos cualquiera de 
sus elementos y denotémoslo por x . Ya que X es un conjunto infinito, en él, a cien- 
cia cierta, se tiene al menos un elemento diferente de x. Elijamos cualquiera de es- 
tos elementos y denotémoslo por xy. 

Supongamos que en el conjunto X ya se escogieron los elementos x,, ... , x,- 
Por cuanto X es un conjunto infinito, entonces en él, a ciencia cierta, hay otros ele- 
mentos más; escojamos cualquiera de los elementos restantes y denotémoslo por 
Xp + 11 tc. Como resultado obtuvimos los elementos x, € X, n = 1,2, ... , que 
forman un subconjunto numerable del conjunto X. D 

Lema 2. Cualquier subconjunto infinito de un conjunto numerable es nume- 

rable. 
DEMOSTRACIÓN. Sea X un conjunto numerable, sus elementos pueden ser nume- 
rados: X = (01, a, ... , ap, ...). Sea Y un subconjunto infinito del conjunto X. 
Denotemos por b, el elemento del conjunto Y que se encuentra primeramente en la 
gerie dy das + An ou a 6$ decir, aquel de los elementos g, e X que pertenece al 
conjunto Y y tiene el número minimo n : b, = ay. Por b, denotemos aquel de los 
elementos a, que pertenece al conjunto Y y tiene el número menor entre los números 
n > ng, etc. Cada elemento del conjunto Y se encuentra en la serie a), a}, ... 
221 Ap» «+. , Por lo que después de un número finito de pasos, será denotado por 
Bm» Y Por cuanto el conjunto Y es infinito, entonces el índice m toma cualquier va- 
lor 1, 2, 3, ... . De esta forma, todos los elementos del conjunto Y resultaron nu- 
merados con los números naturales m = 1, 2, ... . Esto significa que el conjunto Y 
es un conjunto numerable. O 

El siguiente teorema da un ejemplo interesante de conjunto numerable. 

Teorema 7. El conjunto de todos los números racionales es un conjunto nume- 
rabie. 

DEMOSTRACIÓN. Coloquemos los números racionales en una tabla de la siguiente 
forma. En la primera fila pongamos todos los números enteros en orden creciente 
por su valor absoluto y de forma tal que después de cada número natural esté colo- 
cado el opuesto a él: 


0,1,1,2,-2,...,mm, 
En la segunda fila coloquemos todas las fracciones racionales irreducibles con deno- 
minador 2, ordenadas por su valor absoluto y de nuevo, después de cada número 
positivo ponemos el opuesto a él: 

1/2, —1/2, 3/2, -3/2, 5/2, -5/2, 


En general, en la n-ésima fila coloquemos todas las fracciones racionales irredu- 
cibles con denominador n, ordenadas por su valor absoluto de forma tal que des- 
pués de cada número positivo va el opuesto. 

Como resultado obtendremos una tabla con un número infinito de filas y colum- 
nas: 


sanen. 


0 1-1 2-2. 
Á 
z E 2" 
í LL 
ETT DA 


Es evidente que cada número racional cae en algún lugar en esta tabla. 

Numeremos ahora los elementos de la tabla obtenida, de acuerdo al siguiente es- 
quema (en los círculos están los números de los elementos correspondientes, la 
flecha indica el sentido de la numeración): 


a 


Como resultado, todos los números racionales resultan numerados, es decir, el 
conjunto Q de los números racionales es numerable. O) 

Naturalmente, surge la pregunta: ¿existen conjuntos infinitos que no sean nu- 
merables? Resulta que sí, existen y se llaman, naturalmente, conjuntos innume- 
rabies. Un ejemplo importante de conjunto innumerable se establece con el teorema. 


que sigue. 
Teorema 8 (de Cantor). El conjunto de todos los mimeros reales es innume- 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos lo contrario, que logramos numerar todos los nú - 
meros reales: Xy Xq «> y Xan +»  Escribámoslos con ayuda de fracciones decimales 
admisibles 


AR o a 
a= aP, A 


a A 


(4.33) 
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FIG. 14 FIG. 15 


Aquí afy), n = 1,2, ..., m =1,2,... , denota una de las cifras O, 1, 2, 
af, n= 1,2, ... , un número entero con uno u otro signo. 

Escojamos la cifra a,, n = 1, 2, ... , de forma tal quea, * a ya, + 9. En- 
tonces, la fracción O, aa ... a, ... es admisible, pero el número a = 0, 
ciencia cierta, no está entre los números x,, n = 1, 2, .. 
fracción decimal O, a .. æ, -.. „al menos en un signo decimal se diferencia de cada 
vna dela fracciones "decimales (4.33). La contradicción obtenida demuestra el te- 
orema. 

Corolario 1. El conjunto de los números reales que forman cualquier intervalo 
es innumerable. 

DEMOSTRACIÓN. Demostremos que más aún, el conjunto de los números reales 
de cualquier intervalo es equipotente al conjunto de todos los números reales, 

En realidad, ante todo, cualquier intervalo es equipotente al intervalo 
(—1, +1). Una correspondencia biunivoca entre el intervalo (a, b) y (—1, +1) se 
puede estable, por ejemplo, con ayuda de la representación lineal x = 


È sia < t < b, entonces —1 < x < +1. El intervalo (1, +1) 
biunivocamente con ayuda de la aplicación 


x 
10 = a 1<x<x 

se aplica sobre todo el eje real (comprúebese esto). De esta forma, resulta que el in- 
tervalo (a, b) es equipotente a todo el eje real y, por consiguiente, es un conjunto in- 
numerable. C 

Una correspondencia biunivoca entre un intervalo y toda la recta es fácil de re- 
alizar visualmente con el método geométrico: inicialmente, proyectamos una semi- 
circunferencia abierta, es decir, una semicircunferencia sin sus puntos extremos con 
ayuda de una proyección paralela sobre el intervalo (fig. 14) y, por tanto, establece- 
mos una correspondencia biunivoca entre sus puntos. Luego, con ayuda de una pro- 
yección central desde el centro de la semicircunferencia, la proyectamos sobre la rec- 
ta (fig. 15). Esta proyección también establece una correspondencia biunivoca, pero 
esta vez, entre la semicircunferencia indicada y toda la recta. 

Corolario 2. En cualquier intervalo se tienen números irracionales. 

DEMOSTRACIÓN. En efecto, si en cierto intervalo no hubiera números irraciona- 
les, entonces esto significaría que todos los puntos de este intervalo son números ra- 
cionales, es decir, son un subconjunto del conjunto numerable de los números ra- 
cionales y por tanto conforman un conjunto finito, o numerable (véase el lema 2) lo 
cual contradice el corolario 1. O 


9y 


E $ 4. Limite de una sucesión 


OBSERVACIÓN. En el punto 4.10 se demostró que un número real es el limite de 
una sucesión de números racionales (por ejemplo, de sus aproximaciones decimales 
superiores). De aquí inmediatamente se deduce que cualquier intervalo contiene una 
cantidad infinita de números racionales. En realidad, supongamos que está dado el 
intervalo (a, b). Escojamos cualquier número £ 6 (a, b), por ejemplo, Ẹ = 

242 Entonces, si Ey, n = 1,2, ... , son las aproximaciones decimales supe- 


riores para £, pues E, + ¿y lim T, = £. Por cuanto el intervalo (a, b) es un entor- 


no del punto escogido £, entonces, por la definición de límite de una sucesión, casi 
todos los números racionales E, se contendrán en el intervalo (a, b). Dicho de otro 
modo, se encuentra un número ng tal que para todos los números > ny se cumpli- 
rá la desigualdad a < E, < b, es decir, E,,  = my, My + 1, -.. , son los números 
racionales buscados. 

De esta forma, en cualquier intervalo del eje numérico se contienen tanto núme- 
Tos racionales, como irracionales, Esta propiedad se expresa brevemente diciendo 
que “los números racionales e irracionales forman subconjuntos siempre densos del 
conjunto de los números reales”. 


17. Demuéstrese que los conjuntos de los puntas de un intervalo, segmento e in- 
tervalo semiabierto son equipotentes. 


i? LÍMITES SUPERIOR E INFERIOR DE LAS SUCESIONES. 


En el p. 4.6 fue demostrado que cualquier sucesión numérica siempre tiene al 
menos un límite parcial finito o infinito. El mayor y menor de ellos (más adelante 
será mostrado que siempre existen) juegan un papel singular en la teoría de suce- 
siones, Aquí los conceptos de “mayor” y “menor” se interpretan en el sentido del 
conjunto extentido de los números reales R (véase el p. 3.1), es decir, en particular, 
el mayor elemento (menor) del conjumo X C R puede resultar +% (respectiva- 
mente, — æ). Esto tendrá lugar cuando +% e X (~œ € X). En nuestro caso, esto 
AOS 00 a corria ul la Bio pla e sacado 
zada, 

No todo conjunto en la recta numérica extendida tiene elemento máximo 
(mínimo). Sin embargo, si este Conjunto es el conjunto de los límites parciales de 
la sucesión, entonces en él existe siempre un elemento máximo y un elemento 
minimo. 

Definición 19. £l mayor límite parcial de la sucesión (x,) se llama límite superior 
y se denota por m A x, Y el menor límite parcial se llama límite inferior y se denota 
por lm x, 


Teorema 9. Cualquier sucesión |x,) tiene limite parcial tanto superior como infe- 
rior, 

DEMOSTRACIÓN. Demostremos la existencia del limite parcial superior. Para la 
sucesión [x,] dada son posibles dos casos: está acotada superiormente o bien no lo 
está. Si no está acotada superiormente, entonces +œ es un límite parcial y evidente- 


mente el mayor, es decir, lim x, = +02. 


4.12*. Límites superior e inferior de las sucesiones EN 


Si la sucesión (x,) está acotada superiormente, entonces de nuevo, son posibles 
dos casos: el conjunto de sus limites finitos que denotaremos por A no es vacio o 
bien cs vacio. Analicemos inicialmente el primer caso. De la acotación superior de la 
sucesión (x,] dada se deduce la acotación superior del conjunto no vacio A de sus 
límites parciales finitos, Por esto, el conjunto A tiene una cota superior finita. 
Mostremos que b = supA es un limite parcial, es decir, que b € A. En efecto, si 
b € A, entonces existiría e > Otal que en el intervalo (b — £, b + £) se contendría 
sólo un número finito de términos de la sucesión (x,) (en particular, ninguno) y 
por lo tanto, (¿por qué?) en este intervalo no habria ni un elemento de A, lo cual 
contradice la condición b = supA. 

De esta forma b € A y, por consiguiente, es el mayor elemento del conjunto A, 
porlo queb = Tm x,. 

En el otro caso, es decir, cuendo la sucesión (x,] está acotada superiormente y el 
conjunto de sus limites parciales finitos A es vacio, entonces lim x, = —o (de- 
Múestrese esto), es decir, en este caso el conjunto de sus límites parciales está com- 
puesto por un elemento — æ que a su vez es el mayor en este conjunto, es decir, aquí 


Mm xy Mx, 


-0. 


De forma análoga, para cualquier sucesión se demuestra la existencia del límite 
parcial menor (finito o infinito). O 


y 
+ 


Ejercicio 18. Sea x, = 


AS 


Teorema 10. Para que el número a sea el limite superior de la sucesión x,) es ne- 
cesario y suficiente que para cualquier número £ > 0 se cumplan las dos condi- 
ciones siguientes. 

Existe un número n, tal para todos los números n > n, es válida la desigual- 
dadx,<a+e, 

2. Para cualquier número no existe un número n” (que depende de £ y de ny) tal 
quen’ > yx > a = e, 

La condición 1 significa que para cualquier e > O fijo, en la sucesión (x,) existe 
sólo un número finito de términos x, tales que x, > a + c (su número es menor 
que n,). 

La condición 2 significa que para cualquier e > O fijo, en la sucesión (x,) existe 
un número infinito de términos x, tales que x, > a + £. 

DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea a =" Il x, y supongamos que £ > 0 es- 


tá dado. Si en el intervalo semiabierto [a + €, +œ] hubiera una cantidad infinita 
de elementos de la sucesión (x,), entonces se encontraría una subsucesión de la suce- 
sión (x,) cuyos elementos pertenecen a este intervalo semiabierto y que tiene limite 
infinito o finito. Denotémoslo por b. Es evidente que b > a + € > a, lo que 
contradice que a es el límite parcial mayor de la sucesión [x,). La propiedad 1 queda 
demostrada. 


o $ 5. Límite y continuidad de las funciones 


Más adelante, por cuanto el límite superior es también un límite parcial, enton- 
ces existe una subsucesión ft) tal que lim xa, = a. Casi todos los términos de la 


sucesión fx) son mayores que a —e y por consiguiente existe una cantidad infinita 
de términos de la sucesión (x,] dada, mayores que a —e. La condición 2 también 
queda demostrada. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA, Supongamos que el número a satisface las 
condiciones 1 y 2. Mostremos que entonces a es un límite parcial. Tomemos 
2 =1/k, k = 1,2, ... . Para cada natural k existe un número ny tal que Xa, > 
> a — 1/k (por la condición 2) y xn, < a + 1/k (por la condición 1). Por cuanto, 
para cualquier k el conjunto de los elementos x, de la sucesión dada, para los cuales 
se cumple la desigualdad a — i< "<a + {os infinito, entonoes, los números 
n, se puede escoger sucesivamente (k = 1, 2, ...) de forma tal que n;, < Ma cuando 
ki < ky. Como resultado obtendremos la subsucesión xp) de la sucesión {xp} da- 
de. De la desigualdad la — xp} < se deduce que Jim Xm = 
un Imite parcial de la sucesión [x,). 

Mostremos ahora que el número a es el limite parcial mayor. En efecto, si se en- 
contrara un límite parcial b de la sucesión [x) tal que b > a, entonces, tomando 
€ > 0 de forma tal que a +e< b, obtendriamos que sobre el intervalo 
la + £, +œ) se encontrará un número infinito de términos de la sucesión (x,] (y 


precisamente, casi todos los términos de la subsucesión convergente a b). Esto 
contradice la condición 1. O 


Elercicios, 19. Demuéstrese que para que una sucesión tenga limite (finito o infinito, 
igual a uno de los simbolos +æ o — œ), es necesario y suficiente que Tim x, 


20. Demutsirese que T, (x, + y,) EEx, + Un yy. 
21. Demutstrese que 


, es decir, que a es 


PA 


En el estudio de unos u otros procesos del mundo real (fisicos, químicos, bioló- 
gcos, económicos y otros) constantemente nos encontramos con unas u otras mag- 
nitudes que los caracterizan y que cambian en el transcurso de los procesos analiza- 
dos. A menudo ocurre que la variación de una magnitud va acompañada por la va- 
riación de otra o incluso, aún más, la variación de una magnitud es causa de la va- 
riación de otra. Las variaciones relacionadas entre sí de las características numéricas 


3.1. Funciones reales 9s 


de las magnitudes analizadas nos llevan a su dependencia funcional en los modelos 
matemáticos correspondientes. Por esto, el concepto de función es uno de los con- 
ceptos más importantes en la matemática y sus aplicaciones. 

En nuestro curso de análisis matemático, inicialmente serán estudiadas sólo las 
funciones reales de un argumento real, es decir, las funciones f: X — R, donde 
XCRyx + Ø. Las variables independientes y dependientes se llaman en este caso, 
variables reales. Luego aparecen las funciones de varias variables, es decir, las fun- 
ciones definidas sobre cierto conjunto de elementos, cada uno de los cuales es un 
conjunto ordenado de números. Se estudiarán también las funciones que toman va- 
lores complejos, las funciones cuyos argumentos son números complejos y otras 
funciones de naturaleza más general. 

Sobre las funciones que toman valores numéricos (tales funciones se laman fun- 
ciones numéricas) se pueden realizar diferentes Operaciones aritméticas. Si están da- 
das dos funciones numéricas f y g definidas sobre un mismo conjunto X y c es un 
número (0, como se dice a menudo, una constante), entonces la función cf se define 
como la función que toma en cada punto x € X el valor cf (x); la función f + g co- 
mo la función que toma en cada punto x e X el valor f(x) + g(x); fg como la fun- 
ción que toma en cada punto x e X el valor f (x) g(x); y finalmente //g como la fun- 
ción que en cada punto x e X es igual af (x)/g (x) (lo cual, naturalmente, tiene senti- 
do sólo para g(x) + 0). 

La función numérica f definida sobre el conjunto X se llama acotada superior- 
mente (acotada inferiormente) si el conjunto de sus valores está acotado superior- 
mente (inferiormente). Dicho de otro modo, la función f está acotada superiormen- 
te (inferiormente) si existe una constante M tal que para cada x e X se cumple la de- 
sigualdad / (x) < M (respectivamente f (x) > M). 

La función f acotada sobre el conjunto X tanto superior como inferiormente se 
llama simplemente acotada sobre este conjunto. Evidentemente esta función está 
acotada sobre el conjunto X si y sólo si existe un número M > 0 tal que If (x)! < 
< M para cada x € X. 

La cota superior (inferior) del conjunto de los valores Yyde la función numérica 
y = f(x) definida sobre el conjunto X se llama cota superior (inferior) de la fun- 
ción f y se denota por 


sup, sup, supy x) (inf S, inff, inf A). 


Más detalladamente, esto significa que, por ejemplo, A = sup/, si, en primer lu- 
gar, para cada x e X se cumple la desigualdad / (x) < À y, en segundo lugar, para 
cada N < A existe x): € X tal que /(%3:) > A. El indice A' del elemento del con- 
junto X muestra que éste depende de la elección del número A' 

En la definición dada la cota superior (inferior) de una función puede ser tanto 
fnita como infinita. 

Por los resultados del p. 3.4 la función f está acotada superiormente (interior- 
mente) sobre el conjunto X si y sólo si tiene sobre este conjunto cota superior (infe- 
rior) finita. 

Ejercicios. 1. Demutstrese que si la función f no está acotada superiormente (respectiva- 
mente inferiormente) sobre el segmento |a, b), entonces existe una sucesión de puntos x, € 
clo bhn =1,2,...,talque lim f(x,) = +o (respectivamente, lm f(x,) = 09), 
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2. Demuéstrese que si la función no está acotada sobre un segmento, entonces existe un 
punto de este segmento, en cada entorno del cual la función no está acotada. ¿Es válida esta 
afirmación para un intervalo? 

3. Constrúyase un ejemplo de función definida sobre un segmento y no acotada sobre él. 


iremos que la función numérica f definida sobre el conjunto X toma en el pun- 
to xy € X el valor máximo (respectivamente, mínimo) si f (x) < J (xo) (respectiva- 
mente, f(x) > /0Xp)) para cada punto x € X. En este caso, escribiremos f (xg) = 
= máx/ of) = máxf (respectivamente, f (x) = minf ôf (%) = minf). 

Los valores máximos y minimos se ilaman extremoles. 

Es evidente, que si la función f toma en el punto xy el valor máximo (minimo), 
entonces f (xp) = sup. (respectivamente, f (xp) = inff). 

Señalemos, además, que si están dados los conjuntos X, Y y la aplicación f que 
pone en correspondencia a cada elemento del conjunto X un único elemento del 
conjunto Y, entonces con esto la función / definida sobre el conjunto X y con el 
conjunto de valores contenido en el conjunto Y está definida totalmente. En parti- 
cular, es indiferente con qué letra se denota el argumento y con la cuál el valor de la 
función. Así, en la aplicación dada f, las escrituras y = f(x), x € X, y € Y y Y = 
= f(u), u e X, v e Y denotan lo mismo. Por ejemplo, y = log,x, x > 0, y x = 
= log,, y > 0, denotan una misma función. 

Hagamos para concluir una observación sobre la terminología. En el caso del 
entorno de un punto, junto con la expresión "función definida sobre un entorno”. 
se utiliza “función definida en un entorno”. En expresiones semejantes, utilizadas 
usualmente para conjuntos abiertos, las preposiciones “en” y ““sobre” tienen un 
mismo sentido. 


5.2. FORMAS DE REPRESENTAR FUNCIONES 


En este capitulo se estudian sólo las funciones reales de una variable real, es de- 
cir, las funciones f tales que f: X — R, X C R, X + Ø. Por esto nos detendremos 
aqui sólo en las formas de representar tales funciones. 

Ante todo las funciones se pueden representar (definir) con ayuda de fórmulas: 
método analítico. Para esto se utiliza cierta reserva de funciones estudiadas y espe- 
cialmente denotadas, operaciones algebraicas y pasos linia. Por ejemplo, y = 
= ax + by = a, y = snx, y = VI — x,y = 1 + Vlog cos2ax. 

Siempre por función representada por cierta fórmula se entiende la función defi- 
nida sobre el conjunto de todos aquellos números reales para los cuales, en primer 
lugar, la fórmula indicada tiene sentido y, en segundo lugar, en el proceso de la re- 
lización de todos los cálculos necesarios a base de esta fórmula se obtienen sólo nú- 
meros reales y, además, el resultado final de los cálculos para el número dado x del 
dominio de la función analizada (conjunto de definición) es su valor en el punto 


x Asl, el campo de existencia de la función Ju) = PLL e el intervalo 
== 


(—1, 1), aunque esta función toma valores reales en la semirrecta x < 1 con el 
“punto excluido” x = — 1. 


5.2. Formas de representar funciones n 


Señalemos que en esta definición las funciones reales f (x) = x y f (x) = (VX)? 
tienen diferentes dominios: la primera está definida sobre el conjunto de todos los 
números reales y la segunda, sólo sobre el conjunto de todos los no negativos. 

A veces la función se da con ayuda de varias fórmulas, por ejemplo, 

2 para x>0, 
sw= {o para x= 0, 6D 
x-1 para x<0. 


Una función puede darse también simplemente con ayuda de la descripción de 
la correspondencia. Pongamos en correspondencia a cada número x > O el 
número 1, al número O, el número 0 y a cada x < 0, el número — 1. Como resulta- 
do obtendremos una función definida sobre todo el eje real y que toma tres valores: 
1,0y ~ 1. Esta función tiene una notación especial sign x * y, naturalmente, puede 


ser escrita con ayuda de varias fórmulas: 
1 para x>0, 
signx= { 0 para x=0, 62) 
-1 para x<0, 
Otro ejemplo: a cada número racional pongámosle en correspondencia el núme- 


ro 1 y a cada irracional, el cero. La función obtenida se llama función de 
Dirichlet +, 

Señalemos que cualquier fórmula es una escritura simbólica de cierta correspon- 
dencia descrita anteriormente en algún lugar, así que al fin y al cabo no hay diferen- 
cia principal entre la representación de una función con ayuda de una fórmula o con 
ayuda de la descripción de la correspondencia; esta diferencia es simplemente exter- 
na. 


Es necesario también tener en cuenta que cualquier función definida por prime- 
ra vez, si para ella se introduce una notación especial, puede servir para la definición 
de otras funciones con ayuda de fórmulas que incluyan este nuevo símbolo. 

Si se habla de funciones reales de un argumento real, entonces para la presenta- 
ción evidente del carácter de la dependencia funcional, a menudo se construyen las 
gráficas de las funciones. 

Se llama gráfica de la función y = f(x) (x e y son números) el conjunto de pun- 
tos sobre el plano con coordenadas (x, f (x)), x € X (X, como siempre, es el campo 
de definición de la función). 

Así, la gráfica de la función (5.1) tiene la forma representada en la fig. 16, la 
gráfica de la función sign x (véase (5.2)), en la fig. 17, y la gráfica de la función 
y = 1 + Vlog cos Zax está compuesta por puntos sueltos (fig. 18). 

El conjunto de puntos ((x, y): x € X, y > f (x)) se llama supergráfica de la fun- 
ción f dada y el conjunto ((x, y): x € X, y < S(%)] su subgráfica. 


2 Signum en latin significa “signo”. 
> L. Dirichlet (1805 — 1859), matemático alemán. 
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FIG. 16 F10. 17 


La representación gráfica de una función también puede servir para la definición 
de la dependencia funcional. Claro, esta definición será aproximada, porque la me- 
dición de los segmentos prácticamente puede realizarse sólo con determinado grado 
de exactitud. Como ejemplos de definición gráfica de funciones que se encuentran 
en la práctica, pueden servir, por ejemplo, las indicaciones de un oscllógrafo. 

Una función se puede representar además con ayuda de tablas, es decir, para al- 
gunos valores de la variable x indicar los valores respectivos de la variable y. Los da- 
tos de las tablas pueden ser obtenidos tanto directamente de un experimento como 
con ayuda de unos u otros cálculos matemáticos. Ejemplos de tal definición de las 
funciones son las tablas logarítmicas y las tablas de las funciones trigonométricas. 

Por último, en la realización de cálculos numéricos en computadoras, las fun- 
ciones se dan con ayuda de programas, para su cálculo con los valores necesarios del 
argumento, o los valores exigidos de la función, en forma preparada, se introducen. 
de uno u otro modo en la memoria de la computadora. 


Ejercicios. Constráyanse las gráficas de las funciones: 
4ymax tl 1y 20. 10.3 = (1/2, 


Sy=ax+b yate 11. y =1o8x. 


6.y = arx. Syer. 12. y = 108,/3%, 


3.2. Formas de representar funciones » 


13y = senda idaz Diy = men. 
o thyeni ait 
ar 

x? = 1) 

15.7 = 183%. PA a da 
3 PES] 


Analicemos más detalladamente algunos métodos analíticos especiales de defini- 
ción de una función. 
FUNCIONES IMPLÍCITAS. Supongamos que está dada una ecuación del tipo 


F(x,y) =0, 63 


es decir, está dada la función F(x, y) de dos variables reales x e y y se analizan sólo 
aquellos pares x, y (si existen) para los cuales se cumple la condición (5.3). 

Supongamos que existe el conjunto X tal que para cada xy € X existe al menos 
un número y que satisface la ecuación F(xp, y) = 0. Denotemos uno de estos y por 
y Y POngámosle en correspondencia al número xy € X. Como resultado obtendre- 
mos la función f definida sobre el conjunto X y tal que F(xy. f(%p)) = O para todos 
los xp € X. En este caso se dice que la función / se da img le por la ecuación 
(5.3). La misma ecuación (5.3) define, en general, no una, sino cierto conjunto de 
funciones. 

Las funciones definidas implicitamente por ecuaciones del tipo (5.3) se llaman 
funciones implícitas a diferencia de las funciones definidas por una fórmula reso- 
luble con respecto a la variable y, es decir, por una fórmula del tipo y = f (x). 

El término “función implicita" refleja no el carácter de la dependencia fun- 
cional, sino sólo el método de su representación, Una misma función se puede dar 
tanto explícita como implícitamente. Por ejemplo, las funciones; (r) = YI = x y 
Sax) = —Y1 — x? pueden ser definidas también de forma implicita con ayuda de 
la ecuación x? + y? — 1 = 0, en el sentido de que entran en el conjunto de las fun- 
ciones definidas por esta ecuación. 

FUNCIONES COMPUESTAS. Recordemos que si están definidas las funciones y = 
= f(x) yz = F() y, además, el dominio de la función F contiene el campo de valo- 
res de la función f, entonces a cada x del dominio de la función f, de forma natural, 
le corresponde un z tal quez = F(»), donde y = (x). Esta función definida por la 
correspondencia z = FL/(x)] se llama, como es conocido, función compuesta o 
composición (superposición) de las funciones f y F y se denota por F ° f, es decir, 

(Ep E FU. 


Una función compuesta refleja no el carácter de la dependencia funcional, sino 
sólo el método de su representación: puede ocurrir que una misma función puede 
ser representada tanto con ayuda de composiciones de algunas funciones como sin 
su ayuda. Por ejemplo, la función compuestaz = 2”, y = loga(1 + sen*x) defini- 
da con ayuda de las superposiciones de las funciones logaritmica y exponencial 
puede ser representada sin esta composición 2 = 1 + sen? x. 

De forma similar, se pueden analizar las funciones compuestas que son la 
composición de más de dos funciones, por ejemplo, la función w = 


100 $ 5. Limite y continuidad de las funciones 


= sem bog (1 + Je) se puede analizar como la composición dels siguientes 


funciones: w = sen logu, u = 1 +z, z = 1/7, y = VZ. 


5.3. FUNCIONES ELEMENTALES Y SU CLASIFICACIÓN 
Las funciones: constante y = €, ces una constante, potencial y = x“, exponen- 
cial y = a* (a > 0), logarítmica y = log,x (a > 0, a + 1), trigonométricas y = 
= senx, y = cosx, Y = (8X, y = ctgx, y trigonométricas inversas y = arcsenx, 
yy = arcigxe y = arcctgx se llaman principales funciones elementa- 


E cugiuler función que pueda ser dada en forma explica con ayuda de una fór- 
mula que contiene sólo un número finito de operaciones aritméticas y de composi- 
ciones de las principales funciones elementales se llama simplemenie función ele- 
mental. 

Por campo de existencia de una función elemental en correspondencia con el 
acuerdo general sobre las funciones dadas por fórmulas (véase el p. 5.2), común- 
mente se entiende el conjunto de todos los números reales x para los cuales, en pri- 
mer lugar, la fórmula que define la función elemental analizada tiene sentido y, en 
segundo lugar, en el proceso de realización de todos los cálculos necesarios por esta 
fórmula se obtienen sólo números reales. 

Las funciones analizadas anteriormente representadas por las fórmulas y = 
= ax + by = ax? y e VTZ x,y = 1 + Vlogcos2ax, y = an (i +). 
y = Z Observemos que Ixl = = V3? es una función elemental) son fun- 
ciones elementales. 

Las funciones clementales comúnmente se dividen en las siguientes clases. 

1. POLINOMIOS. A los polinomios pertenecen las funciones que pueden ser defi- 
nidas por fórmulas del tipo a 

y= P) = taxt +a E a, 


Sia, + 0, entonces elnúmero n se llama grado del polinomio dado, Los polinomios 
de primer grado también se llaman funciones lineales. 

2. FUNCIONES RACIONALES (FRACCIONES RACIONALES). A esta clase de funciones 
pertenecen las funciones que pueden ser definidas de la forma 


donde P(x) y Q(x) son polinomios. 

Notemos que la clase de los polinomios está contenida en la clase de las fun- 
ciones racionales. 
3. FUNCIONES IRRACIONALES. Se llama función irracional la función que no es ra- 
cional, la que puede ser representada con ayuda de composiciones de un número fi- 
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nito de funciones racionales, funciones potenciales con exponentes racionales y las 
cuatro operaciones aritméticas. Por ejemplo, la función 


y == 
es una función irracional. 


4. FUNCIONES TRASCENDENTES. Las funciones elementales que no son racionales 
ni irracionales se llaman funciones elementales trascendentes, Se puede mostrar que 
todas las funciones trigonométricas directas e inversas y también la exponencial y 
logaritmica son funciones trascendentes, - 

Por cuanto en nuestro curso de análisis se estudian principalmente las funciones 
reales de uno o varios argumentos reales, en lugar de “función real” diremos y 
escribiremos simplemente “función” En aquellos casos cuando se analicen fun- 
ciones de otra naturaleza, esto se acordará especialmente o bien quedará claro del 
contexto. 


5.4. PRIMERA DEFINICIÓN DE LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 


Pasemos ahora al estudio de uno de los conceptos más fundamentales del análi- 
sis matemático, el concepto de límite de una función. Como ‘puntos’ vamos a en- 
tender puntos finitos o infinitamente alejados, es decir, o bien múmeros reales, o 
bien uno de los infinitos œ, +œ o — «e, Daremos primeramente la definición de 
límite de la función f: X — R, X C R en términos de límites de sucesiones, Esta de- 
Bibin, frecuentemente se nombra definición de límite de la función según 
Heine". 

Definición 1. El punto a se llama límite de la función f: X — Ren el punto xy (o 
lo que es lo mismo cuando x — xy **), si para cualquier sucesión x, € X, n = 

= 1,2, -+ , que tiene como límite el punto xy, es decir, al que 


Ln x, = o (5) 
la sucesión {f (x,)) tiene como límite el punto a, es decir, 
lim FG) =0. 5.5) 


En el caso cuando a es el límite de la función f en el punto x, se escribe 
¿im Jo) =a ó fi) = a cuando x — xy, 
y si xy es un número xy € R, entonces, a veces también se escribe 
lm_ fœ) =a. 
PE-N A 
Subrayemos que en la definición 1 x, y a pueden ser tanto números reales, como 
los infinitos: œ, +% y —e». Si lim f(x) = a ya es un número real, entonces se di- 
ce que en el punto xy la función f tiene limite finito (igual a a). 


> H. Heine (1821 — 1881), matemático alemán. 
+9 La notación "cuando x — x," se lee “cuando x tiende a x,- 
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La definición de límite para la función dada f: X — R, tiene sentido, natural- 
mente, si y sólo si para el punto xp realmente existen sucesiones de puntos x, e X, 
A = 1,2, ...., que tengan como límite (finito o infinito) el Punto Xp; lim x, = Xp» 

Definición 2. Sea X C R. El punto xy, para el cual existe la sucesión x, € X, 
n = 1,2, ... , que tiene como límite el punto Xg: 


(5.6) 


se llama punto de adherencia del conjunto X. 

Si el punto de adherencia xy del conjunto X es uno de los infinitos œ, +% ô 
— œ, entonces se denomina también punto de adherencia infinitamente alejado. Es 
evidente que si xp = œ es un punto de adherencia infinitamente alejado del conjun- 
to X, entonces el conjunto es no acotado; si xy = +œ (respectivamente, 
Xp = ~ æ) es un punto de adherencia infinitamente alejado del conjunto X, enton- 
ces el conjunto es no acotado superiormente (respectivamente, inferiormente). 

Es evidente que cualquier punto xy, perteneciente al mismo conjunto X, es su 
punto de adherencia, ya que la sucesión estacionaria x, = xp €X, n = 1,2, 
satisface las condiciones de la definición 2: lim x, = Xy yx, €X, n = 1,2, 


Pero sin duda, en los conjuntos pueden existir puntos de adherencia finitos no per- 
tenecientes a estos conjuntos, Así, por ejemplo, los puntos x = ayx = bson pun- 
tos de adherencia del intervalo (a, b) y no están incluidos en êl. 

Ejercicio 22. Demuéstrese que si el punto x, es un punto de adberencia del conjunto X y 
X C Y C R, entonces el punto x es un punto de adherencia del conjunto Y. 


OBSERVACIÓN 1. No es dificil convencerse de que un punto es punto de adheren- 
cia del conjunto dado si y sólo si cualquiera de sus entornos se interseca con este 
conjunto. 

En realidad, si xq es un punto de adherencia del conjunto X, entonces existe una 
sucesión x, € X, n = 1,2,..., tal que lim x, = Xo Y, por lo tanto, en cualquier 


entorno del punto x cacrán todos los términos de esta sucesión a partir de un cierto 
término (ellos son puntos del conjunto X). 

Viceversa, si en cualquier entorno del punto xy se tienen puntos del conjunto X, 
entonces, eligiendo para cada natural n algún punto en la intersección no vacía por 


hipbtesis X  U (1p $ ) y denotándolo po, es deatr, 


sex 00 (1). amb 


obtenemos una sucesión lx, | tal que x, — xy (véase la observación 1 en el p. 4.2) y 
x, € X.n = 1,2, ... . Esto significa que x, es un punto de adherencia del conjunto 
xo 

Para cualquier conjunto no vacío X C R, su cota superior $ = sup X y cota in- 
ferior a = inf X son sus puntos de adherencia (ellos pueden ser finitos o infinitos). 
Esto inmediatamente se deduce, por el lema 1, de ia definición 6' de cota superior y 
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dela definición 7' de cota inferior, ya que en estas definiciones se exige que en cual- 
quier entorno de la cota correspondiente del conjunto se encuentre un punto de éste 
(e incluso por un lado de la cota analizada). 

Della definición 1 de límite de la función, se deduce directamente que en el punto 
de adherencia de la definición, la función no puede tener dus limites distintos, es de- 
cir, como se dice, la definición señalada es univoca. 

'Más adelante, de la definición de límite de la función se deduce que los valores 
tomados por la función en los puntos que se encuentran fuera de cualquier entorno 
dado del punto xy no influyen en la existencia ni en el valor del límite de la función 
en el punto xp. Dicho figuradamente el hecho de que existe o no el limite de la fun- 
ción en el punto dado xọ y si existe, entonces, cuál es su valor, se determina comple- 
ramente por los valores de la función en la intersección U (xg) N X de cualquier en- 
torno U (xy) del punto xy (que es un punto de adherencia del conjunto X) con este 
mismo conjunto. En realidad, cualquiera que sea el entorno U (xp) y cualquiera que 
sea la sucesión x, €X, n = 1,2,... . lim x, = xp € encuentra un número 7iọ tal 


quecuando n > ng. n € N, va a tener lugar la inclusión x, € U (xg) N X, y el núme- 
to finito de términos restantes / (x), / (x), --- , Sy) de la sucesión (/(%,)) no 
influye en la existencia de su límite, ni en su valor, sí éste existe. 

Las propiedades de la función, que dependen sólo de los valores de la función en 
cualquier entorno del punto analizado, dicho más exacto, que no varian durante el 
paso a la restricción de la función en la intersección de su conjunto de definición 
con cualquier entorno del punto, se llaman propiedades locales de la función en el 
punto dado. De lo dicho se deduce, que tanto la existencia del limite en el punto, co- 
mo su valor, si éste existe, son propiedades locales de la función en este punto. 


Ejemplos. 1. Sea 


2 =- 
10.2. 


El conjunto X, sobre el cual está definida la función (5.7) se obtiene del conjunto de 
todos los números reales R restando del mismo la unidad: X = R N 11). Aclaremos 
si existe o no el límite de la función / (5.7) en el punto xy = 0. 

“Tomemos cualquier sucesión x, € X,n = 1, 2, ... ,talque lim x, = 0. Enton- 


5.7) 


ces, basándonos en los teoremas del p. 4.9, obtenemos 


a 


paer] 


De esta manera, existe im /(x,) = 1, y ya que él no depende de la elección 


de la sucesión x, — 0, x, €X, n = 1,2, ... , entonces también existe el límite 
imsi) = 1. 


2. Analicemos la función 1 
Sa) =wenz (5.8) 
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FIG. 19 


(fig. 19). Ella está definida sobre el conjunto X = R \ [0]. Aclaremos de nuevo, si 
existe o no para la función fel límite en el punto xy = 0. Tomemos dos sucesiones 
des 
+ 


E CEM 
trm 
2 


Esevidenteque lim x, = lim 


0, x, * 0.x; * O(la condición x + Oen este 


caso significa que xe X), /(%,) = sen zn = 0, f(x) = “(3 + 2m) = i 


n= 1,2, .... Por esto, lim f(%,) = Oy lim féx) = 1, lo que significa que el 


limite de la función (5.8) cuando x — O no existe. 
3. Sea 


2 
10. 

Hallemos el límite de esta función cuando x — «o, Su dominio es el conjunto 

—v2). Tomando cualquier sucesión x, € X, n = 1, 2, 

tendrer. 
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En el estudio de los límites de las funciones, frecuentemente tenemos que operar 
con los límites de las restricciones de las funciones sobre uno u otro conjunto, es de- 
cir, con límites de funciones que se obtienen de las funciones dadas analizándolas no 
potes todo conjiato,soboe sl. cual clas esla defiidas, no aotsa ai. contenido 
en éste. 

Definción 3. Sea f: X — R. El límite de la restricción fg: E — R, E C X, de la 
JSunción f sobre el conjunto E en el punto xy, se llama límite de la función f por el 
conjunto E en este punto y se denota por 

Mon 400. 


De esta forma ES 
im, JOT im fe) 69 
eE 


es decir, el límite de la función por el conjunto E C X no es un concepto nuevo en 
comparación con el límite de la función, éste es sencillamente el limite, en el sentido 
de la definición 1 de la función que es la restricción de la dada sobre este conjun- 
to E. 

El concepto de limite de la función por un conjunto en el punto xy tiene sentido 
sólo para un conjunto E, para el cual el punto x, es su punto de adherencia (en este 
caso evidentemente, es un punto de adherencia del conjunto X). 

Utilizando la terminología de la definición 3, se puede.decir que el límite de la 
función en el sentido de la definición 1 es su límite en el punto x por todo el conjun- 
10 de definición X de la función f 


lim f(x) = lim f(x). 
xmn 


En el caso, cuando la función f está dada por una fórmula, entonces por 
im, 0%) se entiende el limite de esta función en el punto x por todo el conjunto de 


valores X, para los cuales la fórmula señalada tiene sentido y para los cuales en el 
proceso de realización de todos los cálculos según esta fórmula se obtienen sólo nú- 
meros reales (véase el p. 5.2). 

Ejemplo 4. Sea f la función de Dirichlet (véase el p. 5.2), es decir, la función 
igual a 1 sobre el conjunto Q de todos los números racionales e igual a cero sobre el 
conjunto / de todos los números irracionales. Entonces, en el punto xy = Osu límite 
por el conjunto de los números racionales es igual a 1: 

mfo = 1, 
ire 


y por el conjunto de los irracionales es igual a cero: 
ims) = 0. 
r 


Por todo el conjunto de los números reales (es decir, por el conjunto de defini- 
ción de la función de Dirichlet) el limite en el punto xp = O no existe, ya que la exis- 
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7) 


FIG. 20 


tencia o no del límite de la sucesión (/(,)] para — es depende, en el caso dado, de 
la elección de la sucesión fx,) que tiende a cero, 

Destaquemos la siguiente sencilla afirmación. 

Lema 1. Si f: x — R, E C X, x, es un punto de adherencia del conjunto E y 
existe el límite im J (x) de la función f en el punto x, es decir, el lite por el con- 
Junto X), entonces, en el punto xy existe también el limite de la función f por el con- 
Junto E y los valores de ambos límites son iguales: 

lim f(x) = lim 00. (5.10) 
on 
ree 

DEMOSTRACIÓN. Si para cualquier sucesión x, C X, a = 1,2,..., ] 
m xp todas las sucesiones [/(x,)) tienen un mismo limite 
cierta, es válido también para cualquier sucesión x, € £, 
= xp ya que E C X. O 

Destaquemos un caso de limite de la función en el punto, que se encuentra con 
frecuencia, cuando el límite se toma por el así llamado entorno reducido de este 
punto o por la intersección del entorno reducido con el conjunto de definición de la 
función estudiada. 

Definición 4. Se denomina e-entorno reducido del punto xy el conjunto que se 
obtiene al eliminar el punto xy de su £-eniorno. 

El e-entorno reducido del punto xy se denota por Ú(xp, £): 


Ùt, 0% Ub ON bol- 61D 


Cualquier £-entorno reducido del punto x se lama sencillamente entorno redu- 
cido y se denota también por Ulx). 

Ejemplo 5. Analicemos la función f(x) = Isign x! (véase la difinición de ta fun- 
ción sign x en el p. 5.2). Su gráfica está representada en la fig. 20. Cualquiera que 
sea el entorno del cero U(0), para esta función, en el punto xp = 0, evidentemente, 


Además, el limite lim, Isingxi por todo el entorno U(0) en el punto xy = 0 


para la función Isignxl no existe, ya que, por ejemplo, para la sucesión 
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l, á n=2k, 


m =d 0, si onek- 
k=1,2, 


tenemos lim x, = 0 (y, por lo tanto, todos sus términos a partir de uno, van a en- 


contrarse en el entorno U(0) dado), y la sucesión Isign x, | no tiene limite (en los lu- 
Bares pares tiene valor uno y en los impares, Cero). 

Los ejemplos 4 y $ analizados muestran, en particular, que una misma función 
puede tener límite en un punto por un conjunto y por otro no tener límite en este 
punto o tenerlo, pero distinto. 

"OBSERVACIÓN 2. Si las funciones / y g están definidas en un entorno U (xg) del 
punto x, excepto, quizá, el mismo punto x, y para cada x perteneciente al entorno 
reducido C(x), x € U(xp), ellas toman valores iguales 

SO) = 800, 


entonces, sus límites por el entorno reducido Ú/(xp) existen o no simultáneamente, y 
si existen, entonces son iguales entre sí 
lim f0)= im ga), 
z=% ppt] 
xe Od xe 0u 


ya que en su definición participan sólo los valores de las funciones en los puntos del 
entorno reducido O04). 

En esta sencilla observación está basada la llamada regla de resolución de las in- 
determinaciones, con ayuda de la simplificación de fracciones. Aclarémosla con un 
ejemplo. 


Ejemplo 6. Hallemos 
Qx? +x- x 612 


e e 
La repetición de los razonamientos, análogos a aquellos con ayuda de los cuales 
fue calculado el límite en el ejemplo 1, nos leva ala expresión y , es decir, a una in- 


determinación, sin responder de este modo a la pregunta sobre la existencia del 
límite (5.12), ni a la cuestión sobre su valor, si éste existe. Por eso, analicemos la 
función 


obtenida de la función 


que se encuentra bajo el signo del límite en la expresión (5.12), simplificando el se- 
gundo miembro de la igualdad por x. Las funciones f y g coinciden en el entorno re- 
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ducido (10, 1) = (—L, 1) N {0} del punto x = Oy, por eso, según la observación 
hecha anteriormente, al mismo tiempo tienen © no en este punto por el entor- 
no reducido señalado, además en el caso en que existan estos limites, son iguales. En 
el ejemplo 1 fue mostrado que lim f(x) = 1 por todo el dominio de la función 
4. por lo tanto por su subconjunto Ú(O, 1). De esta forma, 
Am 80) = lm £0)= Um /0)= Info) =n 
aedon ido. 

a primera igualdad es válida porque el limite es una propiedad local de la función). 
Estos razonamientos son la base de los cálculos que en la notación utilizada común- 
mente tienen la forma 


OBSERVACIÓN 3, Un caso particular de limite (finito o infinito) de una función es 
el límite de una sucesión (finito o infinito, respectivamente). En realidad, la suce- 
sión x, e R, n = 1,2, ... „es una función definida sobre el conjunto de los núme. 
ros naturales: ANAR 


y, además, f(n) = x,,n = 1, 2, ... . La definición dada anteriormente de limite 
de una sucesión lim x, (véase la definición 5 en el p. 4.2) y la definición de su 


limite, como de un caso particular de la definición de límite de una función 
„Jim J (n) (véase la definición 1 de este punto), son equivalentes porque si la suce- 


sión (x,) tiene límite (finito o infinito) en el sentido de la definición $ del p. 4.2, en- 
tonces para cualquier elección de la sucesión de los números naturales fry), tal que 
AS +0», la sucesión (xp) tiene el mismo límite que la sucesión (x,) (véase el 


lema en el p. 4.3) como esto se exige en la definición 1. 


5.5. FUNCIONES CONTINUAS 


En el estudio del límite de una función f: X — R cuando x — xy puede suceder 
que xy € X (entonces, xp es un número: xy € R) o viceversa, que xy € X. El caso 
xo € X presenta especial interés ya que conlleva al concepto importante de función 
continua. Su estudio lo comenzaremos por la demostración del siguiente lema. 

Lema 2. Sea f: X — Ry x € X. Entonces, para que la función f tenga límite en 
el punto xy es necesario y suficiente que 

lim 10) =S 0). 6.13) 

DEMOSTRACIÓN, La suficiencia de la condición (5.13) para la existencia del limite 
de la función f en el punto x, es evidente: esta condición es incluso más fuerte, ya 
que ella afirma no sólo la existencia del limite, sino que señala su valor igual a f (Xp). 

Demostremos la necesidad de la condición (5.13) para la existencia del limite de 
la función f en el punto xp. Supongamos que para la función f en el punto xy existe 
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el limite igual a a: egoa PA 

Según la definición de limite, esto significa que para cualquier sucesión x, € X, 
n= 1,2, an» lim x, = xp, €s válida la igualdad 

o) 

En particular, por cuanto xy € X esta igualdad es válida para la sucesión estaciona- 


ría, formada por un único punto xp, es decir, para la sucesión x, = Xp, n = 
= 1,2, ... En este caso, (3.15) tiene la forma 


lim f(x) = a. (5.16) 


6-15) 


Por otro lado, ya que el límite de una constante es igual a esa misma constante, 
entonces 
JO) =S o). (5.17) 


Comparando (5.16) y (5.17) obtenemos 
16) 


Definamos ahora el concepto de función continua en un punto dado. 
Definción 5. La función f: X — R se llama contínua en el punto xy € X si 


Ma SO =S 60): (5.18) 


La condición (5.18) significa que en el caso de continuidad de la función f en el 
punto xg, el límite de f en este punto se halla por una regla muy sencilla: se debe cal- 
cular el valor de la función / en el punto Xp. 

Según el lema 2, la condición (5.18) es equivalente a que la función f: X — R 
tiene límite en el punto x y que xy € X. Se sobrentiende que en el caso, cuando para 
la función f: X — R el he ln (x) es igual a uno de los infinitos œ», +œ 6 
—«s, entonces, a ciencia cierta, xy € X. En el caso contrario, para la sucesión esta- 
cionaria x, = Xp. n = 1, 2, ... , tendría lugar lim f(,) = lim /0) = S) 


y ya que, por condición, la función toma sólo valores numéricos, entonces, a pesar 
dela suposición, el límite „lim, /, sería finito. De lo dicho se deduce, en particular, 


que si para la función en algún punto existe limite infinito, entonces en él la función, 
a ciencia cierta, no es continua. 

Señalemos además, que en la definición 5, el punto xy, en el cual se define el 
concepto de continuidad de la función, pertenece a la recta numérica R, es decir, no 
es un punto infinito. 

Para realizar el análisis del concepto de continuidad de la función en el punto, 
daremos las definiciones de puntos aislados y límite de los conjuntos. 

Definición 6. El punto xy € X se llama punto aislado del conjunto X C R si 
existe un entorno U xp) de este punto cuya intersección U (xg) N X con el conjunto 
X estó compuesta sólo por un punto xy; 
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Uw) N X = Eo). (5.19) 


Todos los puntos del conjunto de los números naturales A son aislados, y el con- 
junto Q de todos los números racionales no tiene ningunos puntos aislados. 

Definición 7. El punto x, € R se llama punto de acumulación del conjunto 
X C R, si en cualquiera de sus entornos existe un punto diferente de él y pertene- 
ciente al conjunto X. 

Un punto de acumulación de un conjunto puede pertenecer o no a éste. Por 
ejemplo, cada punto del segmento la, b) es un punto de acumulación del intervalo 
(a, b). En este caso, los puntos a y b no pertenecen al intervalo señalado, y todos los. 
restantes están contenidos en él. 

Si un punto pertenece a un conjunto, entonces, por las definiciones 6 y 7, es un 
punto aislado de éste, si y sólo si, no es un punto de acumulación. 

Cualquier punto adherente del conjunto es o bien un punto aislado de este con- 
Junto, o bien es su punto de acumulación, ya que o bien en cualquiera de sus entor- 
nos se contiene un punto del conjunto, diferente de él (entonces, este punto es de 
acumulación), o bien existe un entorno, que no contiene puntos del conjunto que no 
coincidan con él, y, por eso, ya que en este entorno, no obstante, existe un punto del 
conjunto (0 sea, el punto dado por hipótesis, es su punto de adherencia), entonces 
este punto resulta ser el mismo, por lo tanto, en primer lugar, pertencce al conjunto 
analizado, y, en segundo lugar, es un punto aislado de este conjunto. 

Es válida la proposición siguiente. 

Lema 3. Cualquier función es continua en cada punto aislado del conjunto de su 
definición, 

DEMOSTRACIÓN, Sea xo un punto aislado del conjunto de definición X de la fun- 
ción f. Entonces, por la definición 6, existe un entorno U (xy) del punto xp, cuya in- 
tersección con el conjunto X está compuesta por un único punto xp, es decir, 
Ux) MX = fro). Cualquiera que sea la sucesión x,EX, n=1,2.. 
lim x, = Xp, para el entorno señalado, por la definición de límite de una suce- 


sión, existe un número n tal que para todos los números a > y, se cumple la inclu- 
sión x, € U (g) y, por lo tanto, la inclusión x, e U(xp) N X. Pero ya que U (xo) N 
N X ™ (xp), entonces para todos los n > ny tenemos x, = xp. Esto significa que a 
partir del número ng + 1, la sucesión (/(x,)) se hace estacionaria: f (x,) = f (x9) 
para n > ny. Por esto, existe el límite llo /(x,) = f (xp), que por la elección ar- 


bitraria de la sucesión x, € X, n = 1, 2, ..., lim x, = xp, significa que se cumple 


la condición (5.18), es decir, la función f es continua en el punto xp. 

Ejemplo. La función f(x) = Vin cos 2xx + 1 (véase el p. 5.2) está definida sô- 
lo para los valores enteros del argumentox = 0, +1, 42, ... . De esta forma, cada 
punto del conjunto de definición de esta función es un punto aislado de éste, por es- 
to, según el lema 3, la función analizada es continua en todos los puntos de su con- 
junto de definición. 

Del lema 3 se deduce que la cuestión sobre el límite de una función en un punto 
aislado del conjunto de su definición se resuelve muy fácilmente: existe siempre y es 
igual a f (xo). Por esto, el concepto de limite de una función (en particular, su conti- 
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nuidad), tiene sentido sólo para los puntos de acumulación del conjunto de defini- 
ción de la función. 


Elersiio 24. Demostrar que la función: X — R es continua en el punto de acumulación 
¡6 X del conjunto X si y sólo si 
ve sá CS 


xeba nx 


punto xp por el conjunto E, si Mago 10). 


Dicho de otra forma, le función f se llama continua en el punto xy € E por el 
conjunto E, si en este punto es continua la restricción fe de esta función sobre el 


conjunto E: Ja = Sao. 


Sobre la función f: X — R, continua en el punto xy € X en el sentido de la defi- 
nición $, se puede decir que ella es continua en este punto según el conjunto X. 
Por ejemplo, la función de Dirichlet f (véase el ejemplo 3 en el p. 5.4) es conti- 
nun en el punto xy = 0 por el conjunto Q de todos los números racionales, ya que 
Mm fo) =1 -=10 


y no es continua en él por el conjunto de todos los números reales, o sea, el limite en 
el punto xg = 0 por el conjunto de todos los números reales, para la función de Di- 
richlet sencillamente no existe. 


5.6. CONDICIONES DE LA EXISTENCIA DEL LÍMITE 
DE UNA FUNCIÓN 
Por la definición de límite, la función f: X — R tiene límite en el punto xy, si 
cualquiera que sea la sucesión x, — 0, x, € X, n = 1, la sucesión de los va- 
lores correspondientes de la función f(x,)) tiene limite (finito o infinito), y estos 
límites no dependen de la elección de las sucesiones señaladas [x, ], es decir, todas las 
sucesiones (/(x,)] tienen, el mismo límite a: lim /(%,) = a. Este valor a es el límite 


de la función f en el punto xp. 

Mostremos que si debilitamos la hipótesis, de forma más precisa, si suponemos 
sólo la existencia del límite, finito o infinito de un signo determinado, para cada una 
de las sucesiones analizadas [/(x,)], entonces de esto se deducirá, que todos estos 
limites coinciden, y de esta forma la función f en este caso, tendrá límite en el punto 
% 
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Lema 4. Para que la función f: X — R tenga límite finito o infinito de signo de- 
terminado, en el punto xy, que es punto adherente del conjunto X, es necesario y su- 
Ficiente que para cualquier sucesión x, — Xq» X, € X, n = 1,2, ... „la sucesión de 
los valores correspondientes de la función {/ (x,,)] tenga límite finito o infinito de un 
signo determinado. 

Corolario. Para que la función f: X — R tenga límite en e' punto xp, que es un 
punto adherente del conjunto X, es necesario y suficiente que para cualquier suce- 
Sión xy — Xo, X, € X,n = 1,2, ... ,la sucesión de los valores correspondientes de la 
Junción f(x) sea convergente. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. La necesidad de la condición, enunciada en las hipó- 
tesis del lema, para la existencia del límite de la función f cuando x — xy, está conte- 
nida en la propia definición de este concepto (véase la definición 1 en el p. 5.4), en 
la que se afirma la existencia del límite lim /(x,) para todas las sucesiones {x,} ana- 
lizadas, y 

Demostremos la suficiencia de la condición señalada en el lema, para la existen- 
cia del límite de la función. Sea f: X — R y para cualquier sucesión x, — Xp, Xy € X, 
n = 1,2,..., la sucesión (/(%,)] tiene límite (finito o infinito de signo 
determinado). Analicemos dos sucesiones cualesquiera x, — xp Y Xy" — Xp, Xy € X, 
x; e X,n = 1,2,.... . Entonces la sucesión 

s {= sin=2k-1, 


xy À n=2k, 


kom dy da. 
también tiene como límite el punto xp (finito o infinito) yx, EX, = 1,2,... . Por es- 
to, según la suposición hecha, existen los límites m /(%;), lim (xy) y Mm f(x, ), 


además, las sucesiones [/ (x;)} y {/ (x5 )} son subsucesiones de la sucesión /(x,), ya 
que las sucesiones [xp] y (x, -] son subsucesiones de la sucesión {xp}. 

Recordemos ahora, que si una sucesión tiene límite (finito o infinito), entonces 
cualquiera de sus subsucesiones tiene el mismo límite (véase el p. 4.6). Por esto 


AMS) = im fo) ims) = Mm Sn), 
na 

De esta forma, los límites de las sucesiones /(x,)), donde x, — Xo, X, € X, 
n = 1,2, ... , no dependen de la elección de las sucesiones fx,). Designando el va- 
Tor común de los limites de las sucesiones (/ (x,,)] por a, tendremos, por la definición 
1delp. 54, que lim f@) = a. 

La afirmación del corolario se deduce directamente del lema 4 (recordemos que 
el término “sucesión convergente” se utiliza sólo para las sucesiones que tienen 
limite finito). 


de donde 


5.1. SEGUNDA DEFINICIÓN DE LÍMITE DE UNA FUNCIÓN 


Existe otra definición del límite de una función, que no utiliza el concepto de 
limite de una sucesión, sino que se enuncia en términos de entornos y se llama defi- 
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nición del límite de una función según Cauchy. Esta definición es equivalente a la 
definición 1 en el p. 5.4. 

Definición 9. El punto a se llama límite de la función f: X — R cuando x — xy 
to lo que es lo mismo, en el punto xy), sí para cualquier entorno Ufa) del punto a 
existe un entorno U(x) del punto xy tal que 


FX N UW) C Ula). (5.20) 
El límite según Cauchy para una función también lo denotaremos por 
¿lá 64). Esto es natural, ya que el concepto de límite de una función dado según 


Cauchy, como se ha señalado más arriba y próximamente será demostrado, es 
equivalente a la definición de límite de una función dada en el p. 5.4. 

La figura 21 ilustra la definición 9 en el caso cuando x y a son números reales y 
el conjunto X es un entorno reducido del punto xy. 

Utilizando los simbolos lógicos la definición 9 puede ser escrita en la forma si- 


ai dim 460 = a ŽV UDOUKD SA N UK) € Ua). 


Descifrando detalladamente la inclusión (5.20), la definición 9 se puede enunciar 
de la forma siguiente. 

El punto a se llama límite de la función f: X — R cuando x — xp, si para cual- 
quier entorno U(a) del punto a existe un entorno U(x) del punto x tal que para 


SENE Pili, xeX N Uw) (521) 


la inclusión 
detal Su)e Uta). (5.22) 


En símbolos lógicos esta definición se presenta en la forma siguiente: 
mn SO) = 0 E VU)CURDN: EX N VKS Va). (5.23 


8—ët7 
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Recordando la definición de entornos de los puntos finitos e infinitamente aleja- 
dos, la definición 9 puede ser expresada, en cada caso concreto, en términos de desi- 
gualdades. Enunciemos inicialmente en esta forma la definición del límite finito en 
un punto finito. 

El número a se llama límite de la función f en el punto xp € R, si para cualquier 
e > Oexiste un 3 > 0 *) tal que para todos los x, que las condiciones 
Ix- l<, xex, 

se cumple la desigualdad 
Va) - al < £. 


En simbolos lógicos esta definición tiene el aspecto siguiente: 
A JO = ae RE (ve > 0435 > OXvx EX, Ix=xpl <8): 1/0) — al < e. 
Demos un ejemplo más de la definición de límites infinitos en términos de desi- 
gualdades. Por ejemplo, lim f(x) = — œ para la función f: X — R significa que 


para cualquier e > O existe un¿ > Otal que para todos los x que satisfacen la con- 
dición 


x>5b xexX, 
cumple la desigualdad 
E 10<-e 
o en simbolos lógicos 
lim fæ) = =æ $ (ve > OGS > Ovx e X, x > 3):/0) < e. 


aa tad 


De lo dicho se ve que pueden encontrarse diferentes combinaciones del paso a 
Jos valores límites (tanto finitos, como infinitos) de las variables dependientes e in- 
dependientes. El enunciado de la definición de límite de una función para cada caso 
particular en términos de desigualdades, o como se dice también, a veces, “en el len- 
guaje de e y 3”, aunque frecuentemente es más cómodo en situaciones concretas 
(por esto es necesario saber hacerlo) conviene peor para resolver cuestiones genera- 
les, ya que exige la realización de demostraciones especiales para cada caso por se- 
parado, en correspondencia con el enunciado de la definición dada, Por esto, es c6- 
modo utilizar la definición 9, que abarca todos los casos concretos. 

Pasemos ahora a la comparación de las definiciones de límite de una función da- 
das por Heine (definición 1) y por Cauchy (definición 9). 

Teorema 1. Las definiciones 1 y 9 de límite de una función en un punto adheren- 
te del conjunto de definición de una función son equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN. I. Sean f: X — R, xy un punto adherente del conjunto X y 
Em $0) = a enel sentido de la definición 1. Mostreros que entonces se cumple 


también la condición que se encuentra en la parte derecha de la fórmula (5.23). 
Supongamos que esto no es asi, es decir, que 


9) A veces se escribe ô = à (£) > O para subrayar que la elección de 5 depende de 2. 
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(GUO UESx EX N UK ):S xe Ula) (524) 
o, dicho de otra forma, se encuentra un entorno U(a) del punto a tal que en cual- 
quier entorno U(xp) del punto x existe un punto x e X tal que los valores de la fun- 
ción f(x) en este punto no pertenecen al entorno U(a). En particular, los puntos x 


señalados se encuentran en cada entorno u(w). Denotémoslos por xp, es de- 
cir, 


x ex n v(i) 6.29) 

x TOS (520) 
De la condición (5.25) se deduce que 

im x, = xo (527) 


(Véase la observación 1 en el p. 4.2). Ya que lim s(x) = a en el sentido de la defi- 
nición 1, entonces para cualquier sucesión x, — xp, x, €X, n = 1,2, ... , tiene lu- 
Zar la igualdad lim /(%,) = a. Por la definición de limite de una sucesión, esto sig- 
nifica que para cualquier entorno U(a) existe un número ny tal que para todos los 
números n > ng tiene Jugar la inclusión 
1%) E Ul). (5.28) 
Sin embargo, si se toma el entorno U(a) del punto a, según la condición (5.24), y 
después se construye, como esto fue hecho anteriormente, la sucesión fx), que sa- 
tisface las condiciones (5.25) y (3.26), y, por lo tanto, la condición (5.27), entonces, 
para ella, por la condición (5.26), para ningún ny se cumplirá la condición (5.28). La 
contradicción obtenida demuestra la afirmación hecha. O 
M, Sea ahora lim f(x) = a, en el sentido de la definición 9 de límite de la fun- 
EE 
ción, f: X — R, xy es un punto adherente del conjunto X y sea 
7% EX, n=1,2, 


(5.29) 
Mcstcancs que esicncat T (530) 


es decir, que el punto a es límite de la función f en el sentido de la definición 1. 

Demos un entorno arbitrario U(a) del punto a y escojamos para él el entorno 
Uxo) del punto xp, que satisface las condiciones (5.21) — (5.22). Para este entorno 
(xp), por la condición (5.29) se encuentra un número n tal que para todos los nú- 
meros n > ny se cumplirá la inclusión 


x EX M Ub). 
Pero entonces por (5.22) tendremos 
SO) € Ula). 
Esto significa que se cumple la condición (5.30). D 


e 
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El límite de una función, como fue señalado en el p. 5.4, es una propiedad local 
dela función en el sentido de que su existencia para una función en el punto dado, y 
si existe, entonces también su valor no dependen de la restricción de la función de la 
intersección de cualquier entorno del punto xọ con el conjunto de definición de la 
función dada. Esto también se ve claramente de la definición 9: si se da un entorno 
arbitrario Up(xp) del punto xy y se agrega en la definición 9 la condición comple- 
mentaria, que consiste en que todos los entornos U(x), cuya existencia se afirmaba 
allí, deben además estar contenidas en el entorno Uglxo): 


Ulo) C Uolo), 


entonces se obtiene una definición equivalente a la inicial. En efecto, si la condición 
(5.23) se cumple para cierto entorno U(xy) del punto xy, entonces se cumple tam- 
bién para cualquier entorno de este punto contenido en él. 

Para concluir, señalemos que por límite de una función en un punto dado, 
usualmente se entiende un limite finito, si no se ha dicho otra cosa, y por 
Jim f(%), cuando no se ha dicho nada sobre cl conjunto por el cual se toma el 


rix 
límite, se denota el límite, finito o infinito, por todo el conjunto de definición de la 
función /. 

Elercicio 25. Demuéstrese que si Pix) es un polinomio de grado n > 1, entonces 
PLA = aai 

La definición de limite de una función en un punto, sin mayor esfuerzo, puede 
ser generalizada también para las funciones cuyos conjuntos de sus valores, así co- 
molos conjuntos de definición pertenecen al conjunto extendido de los números re- 
ales R, es decir, para las funciones de la forma f: X — R, X C R. El lector en caso 
de necesidad puede enunciar las definiciones correspondientes por sí mismo. 


5.4. LÍMITE DE UNA FUNCIÓN POR LA UNIÓN 
DE CONJUNTOS 


Ya sabemos que si la función f: X — R tiene limite en el punto xg, que es punto 
adherente del conjunto £ C X, entonces tiene el mismo límite en este punto tam- 
bién por conjunto E (véase el lema 1 en el p. 5.4). Demostremos una propiedad sen- 
cilla, pero útil en el futuro, de los límites de funciones por los conjuntos, 

Lema 5. Sean f: X — R, X, C X, Xy C X y xgun punto adherente de los con- 
Juntos X, + Ø y X, + Ø. Entonces, si la función f para x — xa tiene límites, fini- 
tos o infinitos, por los conjuntos X, y X, y además ellos son iguales 


lim (x) = lim f(x) = a, (531) 
Fi Pr 
kak EZE 


entonces tiene el mismo límite por el conjunto X, U Xz: 


im f0)=a (5.32) 
Tx 
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DEMOSTRACIÓN. Por la igualdad (5.31), para cualquier entorno U(a, e) del pun- 
to a, existen entornos U(x, 6,) y U(xy, 5,) del punto x tales que 


SX, N U, 5) C Ula, e), S(X, N Ug, 5) C Ula, £). (5.33) 
e 5 = mini Sa), 
koaien Ulag, 8) C Ulo, $1) Y Ulos 8) C Ulag, 87), 
y por esto 


(X, U Xa) N Ulko 8) = (X, N U(%, 3) U (%, N 
N Ub, D) E (X, M Ulo 31) U (X, N Ub, 59). 

Por consiguiente, por (5.3: 
LX, U XDN Uko, 5) CSX, N Ulo. 8,)) US X3 N Ulxp, 51) C Ula, e). 
Esto significa, por la definición 9, el cumplimiento de las condiciones (5.32). O 
Ejemplo. Si (xy) es una sucesión tal que lim xy = Jim xy — y = a ya esun 
número real o bien uno de los infinitos o», +œ o — oœ, entonces lim x, = 


Esto se deduce directamente del si analizamos la tación: 70) 
ne N, y hacemos X, = (2k), X3 = Pra = Sh =1,2.. 


5.9. LÍMITES UNILATERALES Y CONTINUIDAD UNILATERAL 


En el estudio de las funciones, a veces resulta útil el análisis de los límites de sus 
restricciones sobre los conjuntos correspondientes al caso particular cuando estos 
conjuntos son partes de los conjuntos de definición de las funciones dadas, que es- 
tán por un lado del punto, en el cual se analiza el límite. Estos límites se llaman 
límites unilaterales. Este concepto tiene sentido sólo cuando en realidad existen los 
conjuntos que están por lados diferentes del punto xy, en el cual se analiza el limite. 
En el caso cuando el punto xọ es uno de los infinitos æ, +% o —o», esto, a ciertia 
cierta, no es posible. Por esto, en el presente punto; én l futuro supondremos 
sempre que xy es un neo néal: x € R. Introduzcamos para laica la escrit 
ra algunas notaciones. 

Para cualquier conjunto X e y para xy € R haremos: 


AS 


XL) E iia Xx > xo 


Dicho de otro modo, el conjunto X, osito pu), ela tt 
ción del conjunto X con el rayo cerrado del eje numérico, cuyo es el punto xy 


Definición 10. Sea f: X — R y x, € R. El punto a se llama limit función, 
por la izquierda, respectivamente por la derecha, cuando x — xy, si es límite de la 
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función f para x — xy por el conjunto X _ (xp), es decir, 
im /0)=a, 

E 

o) 


respectivamente, por el conjunto X , (xp), es decir 
lim f) =a 
x2% 
xex. mò 
Para los límites por la izquierda y por la derecha de la función f por el conjunto 


X N fo) se tienen notaciones especiales: el límite por la izquierda se denota por 
Seo 00, lm fO) yel limite por la derecha por Gp + Jo, lim, f0). 


De esta forma, 
Ye € 
/0-D=, lim go) a So 
LN bal 
/0+0=, Im go) = OS 
KEXA dol 


Si xy = 0, entonces en lugar de 0 + O, respectivamente, en lugar de 0 — O, tan- 
to en el caso de los límites de las funciones, como en el caso de los límites de las suce- 
siones (véase el p. 4.1), se escribe simplemente +0, respectivamente —0, 

Los limites por la izquierda y por la derecha se llaman limites unilaterales. Si el 
punto xes la cota superior para el conjunto Xx) N fzo) y acota inferior para 
X, (x0) N lo) CX es el conjunto de definición de la función f): 

Xo = SUP (X o) N bol) = inf X, (29) N bod), 
entonces el limite comón de la función fcuando x — xọ se llama también limite bila- 
teral. 


En calidad de ejemplo analicemos la función y = sign x (véase el ejemplo en el 
p.5.2yÑig. 17).Seanx, > 0,2, < On = 1,2, ...y lim x, = lim xy = O. En- 


El concepto de límite por la izquierda, respectivamente por la derecha, cuando 
x — xg (como en general, el concepto de limite en un punto) tiene sentido sólo cuan- 
do x,€s un punto de aierencia del conjunto por el cual se toma el limite, en el caso 
dado, del conjunto X _ (xy), respectivamente del conjunto X , (xp). Por cuanto cada 
uno de estos conjuntos está por un lado del punto xy, entonces él es su punto de 
adherencia si y sólo si 
Yo = PX K) 
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A xo = inf XQ). 

Teorema 2, La función f: X — R tiene límite en el punto xy = sup Xx) = 
= inf X, 0), X) £ D. X,(x) + Ø si y sólo si en este punto existen los 
limites dé la función J tanto por ià izquierda como por la derecha y son Iguales, En 
este caso, su valor común es el límite de la función en el punto Xy. 

Corolario. Para que la función f: X — R tenga el limite bilateral por el conjunto 
X N lx] en el punto x, es necesario y suficiente que existan y sean iguales entre sí 
los limites unilaterales f (% — 0) y fi% + O). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. En realidad, sea f X — R, xy = sup X_ (xp) = 
= inf XQ) y „lim 00 = a, es decir, para la función / existe el limi (por el 


conjunto X) en el punto Xp. Pero entonces, en este punto, ese mismo límite existe 
para la restricción por cualquier conjunto (Véase el lema 1 en el p. 5.4), en particu- 
lar, por los conjuntos X_ (xp) y X , (Xp), es decir, existen ambos limites unilaterales 
cuando x — Xy y son iguales a a; 
lim /0)= Mm /0)=a. (5.34) 
x1% xm 
xex- (0) xe Xeo) 

Supongamos, por el contrario, que en el punto xy = sup X_ (x) = inf X, (x) 
se cumple la condición (5.34). Entonces, por cuanto X = X _ 0%) U X , (xp), en- 
tonces por el lema 5 existe el limite „lim, /() y es igual a a: 

wer 
lim f(x) = a. 
peri 


RE 


Para convencerse de la validez del corolario es suficiente aplicar el teorema 2a la 
restricción de la función f: X — R sobre el conjunto X N fxg]. 

Si uno de los límites unilaterales de la función en cierto punto coincide con el va- 
lor de la función en este punto, entonces tal función se llama continua unilateral- 
mente en el punto analizado, Enunciemos esta definición más detalladamente. 

Definición 11. La función f: X — R se llama continua por la izquierda, respecti- 
vamente por la derecha, en el punto xy € X, si 

Ji, 10) = 100, 
xex 00) 

P SO =S). 
rex.) 

Ejemplo. Analicemos la función definida sobre todo el eje numérico e igual, pa- 
ra cada número real x, al mayor entero que sea menor o igual que x. Esta función 


tiene una notación especial y = (x] y se lee “y es la parte entera de xo “y es igual a 
entier x”* *), Su gráfica se representa en la fig. 22. La función [x] en los puntos ente- 


respectivamente, si 


») entier, entero (del francés). 
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ros x = n,n = 0, +1, +2, ..., de la recta numérica es continua por la derecha y 
descontinua por la izquierda. En todos los otros puntos es continua tanto por la de- 
recha como por la izquierda. De esta forma, en particular, la función [x] es continua 
por la derecha en todos los puntos del eje numérico. 
OBSERVACIÓN. Si para la función f: X — R existe el limite finito lim s(x) = 


y además, para todos los x € X se cumple la desigualdad / (x) < a (respectivamen- 
te, la desigualdad (x) > a), entonces se escribe lim f(x) = a — O (respectiva- 


mente, lim f(x) = a + 0). En este caso, sia = O, entonces, en lugar de 0 + Oy 
0 ~ O se escribe simplemente +0 y —0. 


5.10. PROPIEDADES DE LOS LÍMITES DE LAS FUNCIONES 


Todas las funciones analizadas en este punto están definidas sobre cierto con- 
junto Y C R y todos sus limites se toman por el conjunto X en cierto punto xy, que 
es un punto de adherencia (finito o infinitamente alejado) del conjunto X. Recorde- 
mos que x es un número real: x, € R, entonces xy es un punto común de adherencia 
del conjunto X. Si xy = œ, entonces el conjunto X no está acotado, y six, = +o 
xp = ~o, entonces el conjunto X no está acotado superior, respestivamente in- 
feriormente. 

1 °, Si la función f: X — R tiene límite finito en el punto xọ, entonces existe un 
entorno U(x,) del punto x, tal que la función f está acotada Sobre la intersección 
Ulo) N X de este entorno con el conjunto de definición X de la función f. 

Corolario. La función f: X — R continua en el punto xy e X está acotada sobre 
la intersección de cierto entorno de este punto con el conjunto X. 

DEMOSTRACIÓN. Sea „lim /(x) = a un límite finito, entonces por la definición 


del p. 5, para cualquier ë > O, en particular para £ = 1, existe un entorno U( 
del punto x tal que f(X N U(x,)) C Ufa, 1), es decir, para todos los x € X 
N U(x) se cumple la inclusión f(x) e Ufa, 1). Dicho de otro modo, para todos los 
x e X M U(x) es válida la desigualdad 

a-1<f%)<a+l 


y esto significa que la función f está acotada sobre la intersección X N U(x). D 
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El corolario se deriva directamente de la afirmación demostrada, ya que la conti- 
nuidad de la función en el punto es un caso particular de la existencia del limite fini- 
to en el punto. 

2°, (Lema sobre la conservación del signo). Si la función f: X — R tiene en el 
punto xy limite diferente de cero: im f(x) = a, entonces existen un entorno U(x) 
del punto x, y el número e > Orales que para todos los puntos x del dominio X de la 
función f que pertenecen al entorno U(x), es decir, para todos los x e X N U(x) 
se cumple la desigualdad 

S0>0 sí a>0, 
Jœ < -e si a<o 

Corolario 1. Si la función f: X — R es continua en el punto xy 6 X Y f (xo) + 0, 
entonces existen un entorno U(x) del punto x, y una constantec > 0 tales que para 
todos los x € X A U(xy) se cumple la desigualdad 

1O0>c si f0)>0, 
S0)<=c si f) <0. 

Corolario 2. Si la función f: X — R es continua en el punto x, € X y f (%) > € 
(respectivamente, f(x) < €), entonces existe un entorno U(x) del punto x, tal que 
para todos los puntos x € X N U(x) se cumple la desigualdad f (x) > c (respecti- 
vamente, f(x) < €). 

DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 2*. Sea lim /(x) = a € R y a + 0. Enton- 


(5.35) 


(5.36) 


l 
ces, por la definición de límite, para cualquier £ > O, en particular, para e = - 


existe un entorno U(x) del punto x, tal que para todos los x € X N U(x) se 
cumple a inclusión 160 € U (0, >) es decir, es válida la desigualdad 


1 
<s <ar 


Dicho de otro modo, cuando a > 0: 
so> a- SL 


y cuando a < 0; 


la lal 
ha 


10<0+ La tot Sle o 


De esa forma, la desigualdad (535) se cumple para c = 1%. 

El corolario 1 se deriva de la afirmación demostrada, ya que en el caso de la con- 
tinuidad de la función f en el punto xy su limite „lim, f (x) es finito e igual a.f 0%). 
Como se ve de la demostración, en calidad de constante c, en este caso se puede to- 
IG)! 

w. 


mare = 


2 $ 3. Limite y continuidad de las funciones 


Para obtener la afirmación del corolario 2 es suficiente aplicar el corolario 1 a la 
función f(x) — e, la cual, como es fácil ver, también es continua en el punto xy. 

OBSERVACIÓN: Si en el punto xy la función /: X — Rene el limite infinito igual 
aœ, +% 0 — œ, entonces, para cualquier c > Otienc lugar la afirmación análoga a 


enunciada en términos de desigualdades. Precisamente, „lim f(x) = œ (respecti- 
vamente, +œ o —«») significa que para cualquier c > O existe un entorno U(x) 
del punto xy tal que para todos los x €X N U(x) se cumple la desigualdad 
1/G01 > e (respectivamente, la desigualdad f(x) > € o f(x) < —c). 

3°. SIG) = c es una constante x e X, entonces lim f(x) = c: 

4°. Sif) > axeX, y existe el limite finito o infinito de signo determinado 
Mm, 400) entonces 


lim fœ) > a 63 
10 


5°. Sit) < fW) < Y), x € X, y existen los límites finitos o infinitos de sig- 
no determinado lim p(x) = „lim ý(x) = a, entonces 


lm f0) =a. (5.38) 
0 


6 °. Si existen los limites finitos lim fix)y iim, g(x) entonces existen también 
los límites finitos im U(x) + 600), lm fO) 20) y si lim 80) 0, enton- 


ces existe el límite lim n, además 


r) 
- h (5. 
¿im 1/00) + 8001 = lim 400) + lim 860), 639) 
lim fo) 8%) = lim f(x) lim ga), 5.40) 
aw O 


(5.41) 


Corolario 1. Si existe el límite finito lim, f(x), entonces para cualquier número 

€ e R existe el límite „lim, cf (x) y además 
im Ye) =< o $00. 6.42) 
En el caso ¢ + O la igualdad (5.42) es válida para los limites infinitos de signo 


“Corolario 2. Si las funciones f y g son continuas en el punto xy € X, entonces las 
funciones cf (c es una constante), f + 8, f8 y, si además g (xo) + O, también la fun- 


ción! son continuas en el punto xa. 
z 
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Observemos que según las suposiciones enunciadas en la afirmación 6 y su 
corolario 2, el cociente ZÆ) , naturalmente, puede no estar definido sobre todo el 
conjunto X inicial, ya que en él pueden existir puntos x en los cuales g(x) = 0. No 
obstante, por la propiedad 2, de la condición „lim g(x) + 0 se deduce que existe 


un entorno U(xp) del punto xy sobre la intersección del cual con el conjunto X se 
cumple la desigualdad g(x) + O y por consiguiente, sobre esta intersección ya está 
definido cociente Z0 En la fórmula (5.41) por ii se sobrentiende el limite 


de la restricción de 1a función FCE, sobre el conjunto UV) N X. Puesto que el 
límite de la función en el punto es una propiedad local (véase el p. 5.4 y el p. 5.2), 
este límite no depende de la elección del entorno U(x,) indicado. 

Las propiedades 3 * — 6 * pueden ser demostradas con un método único, basa- 
do en las propiedades correspondientes de los límites de las sucesiones (véase el 
P- 49. 

Demostremos, por ejemplo, la fórmula (5.40). Sea a = lim s(x) y b = 


= lim g(x). Entonces, por la definición 15 de limite de una función (véase el 
aa 

p. 5.9), para cualquier sucesión x, € X, n = 1,2,... , lim x, = xo son válidas las 

igualdades 


a= imsi) b= lim s0). 


Por esto, recordando que el limite del producto de sucesiones convergentes exis- 
te y es igual al producto de sus limites (véase el p. 4.9), obtendremos que existe el 


mite 
i Mn Sp) 80%) = ab, (5.43) 


Por cuanto este límite, siendo igual a ab, no depende de la elección de la sucesión 
[x,) indicada, entonces, por la misma definición 15, la igualdad (5.43) demostrada 
significa que 
lim fœ) g) =ab= lim f(x) lim g(x). O 
y A O em 
El corolario 1 por la propiedad 3 es un caso particular de la fórmula (5.40). El 
corolario 2 se deriva directamente de la propiedad 6, por cuanto la continuidad de 


una función en el punto significa la existencia del limite finito para ella en este pun- 
to, igual al valor de la función en este punto. Por ejemplo, 


ns) sw) - 1m 70 m 20) =S 0) 809, (5.44) 


ya que los límites „lim _/(x)y „lim, g(x) por la continuidad de las funciones /y g en 


el punto xy son iguales a f (xp) y g (xp), respectivamente. El cumplimiento de la igual- 
dad (5.44) significa que el producto fg es continuo en el punto xp» 
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5.11. FUNCIONES INFINITAMENTE PEQUEÑAS E INFINITAMENTE GRANDES 
Supondremos que todas las funciones analizadas en este punto están definidas 
sobre el conjunto X C R y analizaremos sus límites finitos o infinitos cuando el ar- 
gumento tiende a un punto xy finito o infinitamente alejado. 
Definición 12. La función a: X — R se llama infinitamente pequeña (infinitesi- 
mal) para x = Xy, Si 


lim a(x) = 0. (549) 
E 


Las funciones infinitamente pequeñas juegan un papel singular entre todas las 
funciones que tienen límite, relacionado, en particular, con que el concepto general 
de limite finito puede ser reducido al concepto de un infinitésimo. Enunciemos esta 
afirmación en forma de lema. 


Lema 6. El límite finito lim, f(x) existe y es igual a a si y sólo si f(x) = a + 


+ a(x), x € X, donde a = alx) es un infinitésimo cuando x — xy, 
DEMOSTRACIÓN. Si lim (x) = a, entonces, haciendo a(x) = f(x) — a, x € X, 


obtendremos que lim a(x) = lim f(x) — a = a — a = 0. 
Viceversa, si f(x) = a + alx} xeXy lim alx) = O, entonces Mm s(x) = 
=0+ Jim a6) = a. O 


Teorema 3. La suma y el producto de un número finito de infinitésimos para 
xX — xy y también el producto de un infinitésimo para x — xy por una función 
acotada sobre X son infinitésimos cuando x — xy. 

DEMOSTRACIÓN. El hecho de que la suma y el producto de un número finito de 
infinitésimos son infinitésimos se deduce directamente de la propiedad de la suma y 
del producto de los límites de las funciones (véase la propiedad 6en el p. 5.10), en el 
Particular cuando estos limites son iguales a cero. 

Demostremos la última afirmación del teorema. Scan „lim, a(x) = Oyf(x)una 


función acotada, es decir, existe una constante b > Otal que para todos los x € X se 
cumple la desigualdad 1f(x)! < b. Six, e X, n = 1,2, ..., es una sucesión tal 
Que „lim, x, = 0, entonces por la definición 15 de límite de una función (véase el 


P. 5.9) tendremos lim œ(x,) = O. Por cuanto para todos los n = 1, 2, -.. se cumple 


la desigualdad 1/(x,)1 < b, entonces la sucesión [/(x,)] está acotada. Pero el pro- 
ducto de una sucesión infinitesimal, en el caso dado de la sucesión [a(x,)), por 
una sucesión acotada, en el caso dado por (/(x,)), es una sucesión infinitesimal (vé- 
ase la propiedad 2 * en el p. 4.8), por eso Jim 7 (x,)a(x,) = 0. Por cuanto esto es 
cierto para cualquier sucesión (x, ] indicada, entonces, por la definición de límite de 
una función, obtendremos „lim /G)a(x) = O y esto significa que la función 
JxJalx) es infinitamente pequeña cuando x — xp. O) 


Junto con las funciones infinitamente pequeñas, en el análisis, a menudo se en- 
cuentran las funciones infinitamente grandes. Definámoslas. 
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Definición 13. La función f: X — Rse llama infinitamente grande (infinita) pa- 
19x xp 

bi mgo = w. 649 


Entre las funciones infinitas e infinitesimales existe una estrecha relación, Preci- 
samente, la magnitud inversa a una función infinita es infinitesimal y viceversa. Más 
exactamente, son válidas las siguientes afirmaciones. 

Lema 7. Si la función f: X — R es infinitamente grande para x — xy, entonces 


la función 3 €s infinitamente pequeña para x — xy. 


DEMOSTRACIÓN. Sea dado un € > O arbitrario. Entonces, por la condición 
lin, J0 = œ, existe un entorno U(x;) del punto xp tal que para todos los puntos 


x € U(xp) N X se cumple la desigualdad 
IW >t 
y por consiguiente, la desigualdad i E 
li! <e 
= 0, es decir, aue ta función zr es infinitesimal, 


Esto significa que lim, 5 
zm 
OBSERVACIÓN 1. Como siempre, cuando se habla de un cociente de funciones 


con un denominador que tiene límite diferente de cero, aqui por a se entiende, 


en general, el cociente de la división de 1 por la restricción de la función f sobre la 
intersección U(xp) N X del entorno U(x,) del punto xy con el dominio X de la fun- 
ción f tal que para todos los puntos x € U(x,) N X la función f es diferente de ce- 
10. La existencia del entomo U(x) indicado se deriva de la propiedad 2 de los 
límites de las funciones (véase el p. 5.10). Es más, esto fue obtenido otra vez en el 


proceso de demostración del lema 9: evidentemente de la condición 1,001 > $, 


£ > 0, se deduce que f(x) + 0. 
OBSERVACIÓN 2. Si al contrario a(x) es una función infinitamente pequeña para 


x — xy entonces la magnitud inversa == + puede resultar que no estará definida 
sobre un conjunto para el cual el punto xy será un punto de adherencia (por 
ejemplo, a ciencia cierta, esto ocurre cuando a(x) = O sobre X) por esto, el con- 
cepto de AS cuando x e X no tendrá sentido. No obstante, si Xy es un 
subconjunto del conjunto X sobre el cual a(x) + 0: 


X,= iaxe X, alx) + 0) 


y si xp es un punto de adherencia del conjunto Xy, entonces la función —— está de- 
finida sobre Xy y sobre este conjunto «ey 
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Precisamente en este caso, se dice que la función inversa a una infinitamente 
pequeña es infinitamente grande. 

El hecho de que la función inversa a una infinitamente pequeña es infinitamente 
grande y viceversa, hace naturales las siguientes notaciones simbólicas que se utili- 
zan a menudo para abreviar la escritura: para cualquier número a > 0 se escribe 


=-0 2m0. (5) 


OBSERVACIÓN 3, Las propiedades de los limites finitos relacionadas con las ope- 
raciones aritméticas sobre los limites (véase la propiedad 6en el p. 5.10) no se trasla- 
dan directamente a las funciones infinitamente grandes. No obstante, algunas 
analogias tienen lugar. 

Por ejemplo, si lim s(x) = +œ, lim g(x) = +00, entonces lim (/(&) + 
+ 8609] = +0». No obstante, sobre la existencia de cualquier limite „lim, [/(r) — 


— g6%)), en general, aqui no se puede afirmar nada. Se puede mostrar que las afir- 
'maciones positivas sobre los límites infinitos tienen lugar en los casos para los cuales 
fueron definidas algunas “operaciones aritméticas” con infinitos por las fórmulas 
(5.47) y en el p. 3.1. 


5.12. DIFERENTES FORMAS DE ESCRITURA DE LA CONTINUIDAD 
DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO 


La condición de continuidad de la función f dada sobre el conjunto X en el pun- 
to 
73 im 160 =/60) 6.10 


se puede entender tanto en el sentido de la definición de límite de una función según 
Heine (véase la definición 1 en el p. 5.4) como en el sentido de la definición según 
Cauchy (véase la definición 9 en el p. 5.7). En el primer caso esto significa que para 
cualquier sucesión 

EX, MENZ, a, lmx,= xp, (5.48) 


se cumple la condición 


Lim Sn) =S 00). (5.49) 
En el segundo caso, que para cualquier e > 0 existe un 3 > Otal que para todos los 
puntos x que satisfacen la condición 

lx- xpl<3, xex (5:50) 
se cumple la desigualdad (fig. 23). 

146) FO) < e- (551) 
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seh” 


El concepto de continuidad de una función enunciada en términos de sucesiones 
(definición (5.48) — (5.49) representa la circunstancia que a menudo se encuentra 
en la práctica y que consiste en que en la medición indirecta de cierto valor yy de una 
magnitud y con ayuda del parámetro x, del cual depende continuamente esta magni- 
tud: y = f (x), se tiene la seguridad objetiva de que cuanto más exactamente obten- 
gamos (como consecuencia de experimentos cualesquiera, mediciones o cálculos) 
sucesivamente los valores x, n = 1, 2, ... , que acercan los valores del parámetro 
xp al cual corresponde el valor yy, más exactamente se obtendrán los valores aproxi- 
mados correspondientes y, = FG.) de la magnitud yọ = f (xo). 

La definición (5.50) — (5.51) de continuidad de una función Jen el punto xy se 
puede aún parafrasear de la forma: la función f es continua en el punto xy si cual- 
quiera que sea el grado de exactitud dado £ > O para los valores de la función /, 
existe tal grado de exactitud ô = 5(e) > O para el argumento, que en cuanto tome- 
mos el valor del argumento x igual a xọ con exactitud ô, es decir, que satisface la con- 
dición (5.50), y tomemos en él el valor de la función f, entonces obtendremos el va- 
lor f (xp) con el grado de exactitud dado, es decir, se cumplirá la desigualdad (5.51). 
Lo dicho, naturalmente, es una paráfrasis literaria de la definición (5.50) — (5.51), 
que aclara la representación intuitiva sobre una función continua, 

Por cuanto la continuidad de una función en un punto es un caso particular de la 
existencia del límite de una función, entonces la definición de continuidad de una 
función en un punto se puede dar en términos de entornos, sólo hace falta agregarle 
a la condición (5.20) la exigencia: xy € X. De esta forma, la función f definida sobre 
el conjunto X es continua en el punto si para cualquier entorno UG) del punto 
Yo = J (Xo) existe un entorno U (xo) del punto xy tal que se cumple la inclusión 

SUWDAN XC UY), 19 EX. 652) 

Finalmente, trasladando la constante f(x) en la igualdad (5.18) al segundo 
miembro, incluyéndola bajo el signo del límite y observando que la notación x — xy 
en el límite de la función es equivalente a la notación x — xp — O (véase el p. 5.4), 


obtendremos 
¿SU = 0. 65) 


La diferencia x — xpse llama incremento del argumento y se denota por Ax, y la 
diferencia f(x) — f (o), incremento de la función y = f(x) correspondiente al 
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incremento dado del argumento Ax y se denota por 4. De esta forma, 


Ax =x—= Xp Ay=fl + Ax) So), EX, xex (5-54) 
En esta notación, la igualdad (5.50) se transcribe de la forma 
Am Ay =0, (5.55) 


© decir, dicho descriptivamente, la continuidad de una función en un punto signifi- 
ca que a un incremento infinitamente pequeño del argumento le corresponde un 
incremento infinitamente pequeño de la función. 

Ejemplos. 1. La función f(x) = c, donde c es una constante, es continua sobre 
toda la recta numérica, 

En realidad, para cualquier x € R tiene lugar 


¿Nm S6 = lim e = c = 60). 0 


2. La función f(x) = E es continua en cada punto x + 0. 


En realidad, 1 
Ay = S (xg + Ax) — So) = CO 


de donde para x} + O tenemos: 


ax 


=- im —Z e 
Dy- -Mnr 


Esto, por (5.52) significa la continuidad de la función f(x) = i en el punto 
x% #0. 0 

3. La función f(x) = IsignxI (véase la fig. 20) no es continua en el punto 
xp = 0, ya que el limite de esta función (por todo el eje numérico) en el punto 
xo = O simplemente no existe (véase el ejemplo 4 en el p. 5.4). 


Ejercicios. 26. Aclárese con qué grado de exactitud es suficiente dar los valores del argu- 


mento de la función x” en un punto x dado para Obtener el valor de la función con un grado 
de exactitud £ > 0 dado. 
27. Aclárese si la función 


su. 


es continua en el punto x = 0. 


5.13. CLASIFICACIÓN DE LOS PUNTOS DE DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN 


Definición 14. Supongamos que la función f está definida en cierto entorno del 
punto xy excepto, posiblemente, del propio punto. 

El punto xyse llama punto de discontinuidad de la función f si la función f no es- 
tá definida en el punto xọ 0 si está definida en este punto pero no es continua en él. 


Ejercicio 28. Enúnciese en sentido positivo la definición de punto de discontinuidad de 
una función. 
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Definición 15. Si x, es un punto de discontinuidad de la función f y existen los 
límites unilaterales finitos * 


160-0=, lim Sa) y Soto, Um 0, 


entonces el punto xy se llama punto de discontinuidad de primer género. 

La magnitud f(x, + 0) — f(xy — 0) se llama salto de la función f en el punto 
o. Si el salto de la función f en el punto de discontinuidad xy es igual a cero, es de- 
cir, So + 0) = f(x — 0), entonces x se llama punto de discontinuidad evitable. 

El último término está justificado con que si en este caso se define de nuevo o se 
define la función f (si la función f no estaba definida en el punto xy) haciendo 

10) =S- 0) =/0 + 0, (5.56) 
entonces se obtendrá una función continua en el punto xy. 

En efecto, mostremos que si para la función f: X — R se cumple la condición 
(5.56), entonces es continua en el punto x,. Hagamos X, = X N lx! y X3 = byo- 
Por el teorema 2 del p. 5.9 de la igualdad f(x, + 0) = f(x, — 0) se deduce que en 
el punto xp existe el limite de la función f por el conjunto X, y además, por la con- 
dición (5.56) es igual a f (x): im 10) =S). 


ken 
Por otro lado, el límite de la función f cuando x — xp por el conjunto Xz = 
= [Xp] de un solo punto, evidentemente es igual a f (xp) (el limite de una constante 
es igual a esta propia constante): 
ate 100 
Por esto, por el lema 5 del p. 5.8, para x — xla función f tiene el límite igual a 
xp) por el conjunto X = X, U X, 


OS 


Esto significa que la función f es continua en el punto xp. 

El punto de discontinuidad de una función que no sea punto de discontinuidad 
de primer género se llama punto de discontinuidad de segundo género. 

Es evidente que en los puntos de discontinuidad de segundo género al menos uno 
delos límites, _tím_J()o,_lim, „f (x) no existe. Aquí, por limite, como co- 
múnmente se hace, se entiende sólo limite finito. 

Ejercicio 29. Enúnciese en sentido positivo la definición de punto de discontinuidad de 
segundo género. 

Las funciones sign x (véase la fig. 17 enel p. 5.2) y Isign x! (véase la fig. 20 en el 
p. 5.4) tienen en el punto xp = O discontinuidad de primer género y además, para la 


* Recordemos que límites unilaterales f (x, — 0) y (x + 0) se toman por el conjunto 
queno contiene el propio punto xy. 
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FIG. 24 


función Isign xl es una discontinuidad evitable y las funciones + (fig. 24) y sal 
(fig. 19 en el p. 5.4) en el punto xy = Otienen discontinuidad de segundo género. 


5.14, LÍMITES DE LAS FUNCIONES MONÓTONAS 


Definición 16. La función f: X — R, X C R se llama creciente (decreciente) 
sobre el conjunto X si para cualesquiera x, € X y xz0 X tales que Xy < xa, se 
cumple la desigualdad f (x,) < f xz) (respectivamente, la desigualdad f(x,) > 


> fu): 

Las funciones crecientes (decrecientes) se llaman también no decrecientes (res- 
pectivamente no crecientes). 

Si la función es creciente (decreciente) sobre el conjunto X, entonces también se 
dice que crece (decrece) sobre este conjunto. 

Si la función f crece (decrece) sobre el conjunto X, entonces la función —f obte- 
nida de f con un cambio de signo para todos sus valores, es decir, 


CNW Ë -Sah xex, 
es una función decreciente (creciente) sobre el conjunto X. 
Las funciones crecientes y decrecientes sobre el conjunto X se llaman monóto- 
nas sobre este conjunto. 
Teorema 4. Supongamos que la función f: X — R crece sobre el conjunto X, 
a = inf X, 8 = sup X y además a € X, 8 € X, entonces para la función f en el pun- 
to a existe el límite por la derecha y 
a dl 
y en el punto 8, el limite por la izquierda y 
A a 
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De esta forma, si en las condiciones del teorema la función f está acotada supe- 
riormente, entonces en el punto £ para ella existe el límite finito por la izquierda, y si 
J no está acotada superiormente, entonces lim f(x) = +=. 


Por analogía, si la función f está acotada inferiormente, entonces en el punto a 
para ella existe el límite finito por la derecha y si fno está acotada inferiormente, en- 
tonces lim JO) = 00. 


Afirmaciones semejantes son válidas también para las funciones decrecientes, 
que se pueden obtener pasando de la función f a la función —f. 

Corolario. Si la función f es monótona sobre el conjunto X, xy € R, los conjun- 
tos Xx) E Wix EX, x < xo) y X Wo) E fro x € X, x > xo) son no vacíos, y 


xpes un punto de adherencia de cada uno de ellos, entonces en el punto xyexisten los 
límites unilaterales finitos 


Jw- 0 = sup SU) y Swt = in 160, (55m) 
además, en el caso de una función creciente 
S0)-0</0 +0 (5.58) 
y en el caso de una decreciente 
Swa- O >So +0). (5.59) 
DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Sea 
b = sup) < +a 


yB = supX, B € X. Demos un entorno arbitrario U(b) del punto b y sean y su 
extremo izquierdo. Evidentemente 


<b 
y por esto, por la definición de cota superior de una función existe un punto Ẹ € X 
ii 10>w 6o 
además, por las condiciones £ € X, 8 = supX y 8 € X tendremos 

E<B 


Denotemos por U/(3) el entorno del punto 8 para el cual £ es el extremo izquier- 
do (es decir, si 8 es un número real, entonces es el extremo izquierdo del intervalo 
Uf, e) = (B — £, B + 0), 6 = A — ysi B = +00, entonces es el extremo iz- 
quierdo del intervalo semiabierto infinito (£, + œ]). Entonces para cualquier punto 


xex NU) 5.51) 
tiene lugar la desigualdad (fig. 25) 
E<x 
y por consiguiente, en virtud del crecimiento de la función f, la desigualdad 
SO SSW. 
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Por esto, para todos los x que satisfacen la condición (5.61) tendremos (véase 
E MELO) < sups) = b. (5.62) 
Recordando que el punto y es el extremo izquierdo del entorno U(b) del punto 
b, obtendremos de (5.62) la inclusión 
S(x) e Ub). 


De esta forma, para cualquier entorno U(b) del punto b existe un entorno U(8) 
del punto $ tal que en cuanto x e X N U(8), se cumple la inclusión f(x) € U(8). 


O IT 


Análogamente se demuestra que lim, Fx) = inf/(). O 


DEMOSTRACIÓN DEL COROLAMO. Supongamos, para mayor exactitud, que la 
función f crece sobre el conjunto X y x es un punto de adherencia de los conjuntos 
no vacios X (Xp) y X, (x). Entonces, para cualesquiera puntos x” € X (x) y 
x” e X (x) es válida la desigualdad 


SO) EIA. 
Por esto, la función f está acotada superiormente sobre el conjunto X < (x9) por el 
número f(x”) y está acotada inferiormente sobre el conjunto X „ (xp) por el núme- 
ro f(x”). Por lo tanto 
ERSO SIE h» i SOSSE (5.63) 


En particular, las cotas superiores e inferiores indicadas son finitas y además, por 
cuanto la primera de las desigualdades (5.63) es válida para cualquier punto 
x” € X, (xp), entonces, pasando en su segundo miembro la cota laos dels 
valores de la función sobre el conjunto X, (xy) obtendremos 


TS < AA (5.64) 
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ET 


Con esto culmina la demostración del corolario, ya que, por el teorema 4, los 
límites por la izquierda /(xy — 0) y por la derecha f(x, + 0) existen y además 


o- = Po 10 +0- Po 


por lo que las desigualdades (5.58) coinciden con la desigualdad (5.64). O 
OBSERVACIÓN 1. En el teorema 4 para la función creciente f: X — R fueron ana- 
lizados los casos cuando inf X = a € X y supX = 8 € X. Si por ejemplo, a € X, 
entonces, como para una función arbitraria (no monótona), aquí son posibles dos 
casos: el límite lim /(x) puede existir (entonces la función fes continua en el punto 


Ri 
a) (fig. 26) o no existir (fig. 27). Una situación análoga tiene lugar para e] punto $. 

OBSERVACIÓN 2. De la matemática elemental es conocido que la función 
SM) =a", a>0, (5.65) 


donde r es un número racional: r € Q, es monótona sobre el conjunto de todos los 
números racionales Q (véase también el p. 2.6%). Por cuanto cualquier número real 
x es límite de números racionales (véase el corolario del lema 1 en el p. 4.10), enton- 
ces por el teorema 4 para cualquier x € R existen los limites f(x — 0) y f(x + 0) 
(por el conjunto delos números racionales ya que sólo por ellos está definida la fun- 
ción f aquí analizada). En el futuro (véase el p. 7.2) será mostrado que en el caso de 
la función (5.65) tiene lugar la igualdad 


Ja- 0 =/6+0. 


Este valor común de los límites unilaterales de la función (5.65) en el punto x se de- 
nota por a%. 

Este ejemplo muestra que el concepto de limite por los conjuntos se encuentra 
ya en las situaciones mås simples. 

OBSERVACIÓN 3. Del teorema 4 se deduce que cualquier función monótona 
sobre un intervalo finito o infinito puede tener sólo puntos de discontinuidad de pri- 
mer género, el conjunto de los cuales puede ser, a lo sumo, numerable (es decir, fini- 
to o numerable). 
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En realidad, supongamos para mayor exactitud, que la función /: (a, b) — R 
crece sobre el intervalo (a, b), -œ < a < b < +œ. Ante todo, por el corolario 
del teorema 4, la función / en cada punto xy € (a, b) tiene límites finitos por la iz- 
quierda f(x, — 0) y por la derecha f(x, + 0) y por consiguiente puede tener sólo 
discontinuidades de primer género (véase la definición de punto de discontinuidad 
de primer género en el p. 5.13) y. además no puede tener puntos de discontinuidad 
evitable. En efecto, si x € (a, b), entonces para todos los x” € (a, Xp) Y x” € 
€ (Xp. b) por el crecimiento de la función f es válida la desigualdad 


S0) <I0) ESO). 
hs 9 0) ES) € g (5.66) 
Por cuanto aquí (a, x) = [x € (a, b) +x < xp) y (gs b) = bx ela, b) $x > xo), 
entonces por (5.57) la desigualdad (5.66) se puede escribir en la forma 
S= 0) <S0) </0 +0. 6 


Si x fuera un punto de discontin: idad evitable, es decir, tuviera lugar la igual- 
dad f(x) = 0) =S% + 0), entonces por (5.67) se cumpliria la condición 
S= O = Sx) =/0 + 0 
que significa (véase el p. 5,9) que f cs continua en el punto xy: 
Así pues, si xy es un punto de discontinuidad de la función /, entonces 
1%) -0</0 + 0. 

Hi corresponder a cada punto de discontinuidad x de la función / el in- 
tervalo (f(x, — 0), J(%, + 0) y mostremos que estos intervalos no se intersecan. 
En realidad, si x, y x, son dos puntos de discontinuidad de la función / y por 
ejemplo, x, < xy, entonces f(x, + 0) < J(X, — 0). Demostremos esto. Por el cre- 
cimiento de la función f para cualesquiera puntos x° y x” tales que x, < x” < 

al 


Ja +0 =/0%-0, 


es decir, el extremo derecho del intervalo (/(x, — 0),/(x, + 0) no es mayor que el 
extremo izquierdo del intervalo (/ (x — 0), f(x, + 0)). De aquí evidentemente se 
deduce que los intervalos indicados no se intersecan. 

Así pues, a los puntos de discontinuidad de una función monótona f: 
(a, b) — R se puede poner en correspondencia biunivoca cierto sistema de interva- 
llos que no se intersecan dos a dos. En cada uno de estos intervalos escojamos un nú- 
mero racional (tales números siempre existen en virtud de que el conjunto de los nú 
meros racionales es siempre denso en el eje numérico, véase la observación en el 
P- 4.11°). Como resultado se obtendrá ua correspondencia biunivoca entre lol in- 
tervalos del sistema indicado y por consiguiente entre los puntos de discontinuidad 
de la función f y cierto subconjunto del conjunto de los números racionales. Pero 
cualquier subconjunto de un conjunto numerable (como es el conjunto delos núme- 
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ros racionales, véase el p. 4.11*) es finito o numerable, por consiguiente, el conjun- 
to de los puntos de discontinuidad de una función monótona es finito o numerable, 


5.15. CRITERIO DE CAUCHY DE EXISTENCIA DEL LÍMITE 
DE UNA FUNCIÓN 

En el presente punto por analogía con el caso de las sucesiones será obtenida la 
condición necesaria y suficiente para que la función tenga limite finito en un punto 
xp dado y además, esta condición será enunciada sólo en términos de los valores de 
a propia función por lo que el propio valor del límite indicado, en esta condición no 
participa. 

Como antes, por punto x se entiende un número real o uno de los infinitos.«», 
+œ o —0» y el punto x, es punto de adherencia del conjunto de definición de la 
función analizada. 

Teorema $ (criterio de Cauchy). Para que la función f: X — R tengo límite fini- 
to en el punto x, es necesario y suficiente que para cualquier £ > 0 exista un entor- 
no U(x,) del punto xọ tal que para cualesquiera x" € U(x) N X y x” € UX) N 
N X se cumpla la desigualdad 

1/0) -SEN < e 
DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sean /: X — R y Jim f(x) = a € R. Esto 


significa que para cualquier £ > Oexiste un entorno U(x,) del punto x, que para ca- 
da x e U(x) M X es válida la desigualdad 
1/0) -at <i (5.68) 


Sean x” € U) N X y x” € UK) N X, entonces por (5.68) tendremos 
1/0") -SAN = K- a) + la — SN 


< 140") — al + la -JK <$ £ 
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DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Sea f: X — R una función tal que para cual- 
quier e > O existe un entomo U(x) del punto x, tal que para todos los 


x'e Ub) NX, x” E UN) NX (5.69) 
se cumple la desigualdad 


IJ- <e (5.70) 
Mostremos que de aquí se deduce la existencia para f del limite finito en el punto xy. 
Tomemos cualquier sucesión x, € X, n = 1,2, ..., 

lim x, = Xy 6m 


y demos un e > Oarbitrario. Para este e, por la suposición hecha, existe un entomo 
Ulap) del punto x, que satisface las condiciones (5.69) — (5.70). Por la condición 
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(5.71) para este entorno U(x) existe un ny € N tal que para todos los n > ng, 
n e N, tiene lugar x, € U(%) y ya que x, € X, entonces x, € U(X) N Xn = ng + 
+ 1, Mo + 2, ... . De aquí, recordando las suposiciones (5.69) — (5.70) obtendre- 
mos que para todos los a > ng y todos los m > n se cumple la desigualdad 
140%) — Sp)! < E. 

es decir, la sucesión [/(x,)] satisface las condiciones del criterio de Cauchy para las 
sucesiones numéricas (véase el p. 4.7) y por consiguiente converge. 

Deesta forma, para cada sucesión x, € X, n =1,2,... , lim x, = xg, la suce- 


sión {/(x,)) converge. De aquí, como es conocido (véase el lema 4 en el p. 5.6), se 
deduce la existencia del limite finito „lim (+). O 

En el caso cuando x es un número la condición de Cauchy se puede enunciar de 
la siguiente forma. 

Para cualquier £ > 0 existe un 3 > O tal que para cualesquiera x” € X y 
Xol < 6 se cumple 


1/00) — JON < e 


En el caso cuando x, = co la condición de Cauchy se puede dar de la siguiente 
forma. 

Para cualquier e > Oexiste un ò > Otal que para cualesquiera x € Xy x” e X 
que satisfacen las condiciones Ix“l > 5, lx”! > 8 se cumple la desigualdad 
IJE- SUN < e, 

Para el caso de los límites unilaterales la condición de Cauchy se puede parafra- 
Sear sin el término de entorno, de la siguiente forma: para cualquier £ > Dexiste un 
ml < xy cuando se analiza cl límite por la izquierda y y > x, cuando el limite por 
la derecha), tal que para cualesquiera x” € X y x” € X que satisfacen la condición 

$ < xX” < x Ô, respectivamente, xy EX" < M, Xg © x” < y se 
cumple la desigualdad 1/00") — fl < £. 

Señalemos que todos estos criterios de existencia del límite de una función, rela- 
cionados con diferentes casos y que tienen diferentes enunciados, gracias a la 
terminología acertadamente escogida (el concepto de entorno) obtuvieron una de- 
mostración única. 


5.16, LÍMITE Y CONTINUIDAD DE LA COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 
Analicemos la cuestión sobre la existencia de los límites finitos e infinitos de las 
composiciones de funciones, cada una de las cuales tiene el límite correspondiente. 
Si f: X — R, 8: X — R y se cumple la condición f(X) C Y, entonces sobre el 
conjunto X está definida la composición g,/ de las funciones f y g o como se dice, la 
función compuesta g[/ (x)]. Se analizarán los límites finitos o infinitos lim f(x) y 
a 
„$ £0) donde xy e yy se supondrán puntos de adherencia finitos o infinitamente 


alejados (véase el p. 5.4) de los conjuntos (X) y £(X), respectivamente. 
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Teorema 6. Supongamos que f: X —R, 8: Y — R, f(X) C Y y existen los 
limites finitos o 0/00 2% Em 
lim 20). 673) 

>. 


entonces, cuando x — xy existe también el límite (finito o infinito) de la función 
compuesta g\f(x)) y además 


lím glf0)) = lim 20). 
ES >. 


Corolario. Si f: X — R, g: Y — R, f(X) C Y y la función f es continua en el 
punto x € X y la función g es continua en el punto yy = f (x;), entonces la función 
8U/G0)] es continua en el punto x,. 

Más brevemente, pero menos exacto la función continua de una función conti- 
nua es contínua. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Denotemos el valor del límite (5.73) por zp; 


Am, 50) = 20 
(2, es un número o uno de los infinitos) y fijemos de forma arbitraria un entorno 


U = Uzo) del punto zo. Entonces, por la definición de limite, existe un entorno 
Y = VOo) del punto yọ que si 


»eYN YO). (5,74) 
entonces 
£0)e Uto). 619 


Más adelante, para el entorno (yọ) obtenido, por la existencia del limite (5.72) 
se encuentra un entorno W = W (xp) tal que si 


xex NO WO), (5.6) 
Se YO) 


entonces 


y ya que f(x) e Y, entonces 
Sae YO YO. 6m 


Del cumplimiento de las condiciones (5.76) — (5.77) por (5.76) — (5.75) para 
y = f (x) tenemos: si se cumple la inclusión (5.76), entonces 


gU) € Uo) 


(véase la fig. 28). Por cuanto el entorno U (zo) del punto zo era arbitrario, esto signi- 
fica que cuando x — xp para la función gL/ (x)] existe el limite igual a zo: 


im SUG) = zp = iim 20). O 


La afirmación del corolario es un caso particular del teorema cuando yy = 
= ¿Jim J) = 60) y lim g0) = 207) (en estas suposiciones los puntos xy € 
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x Y z 


FIG. 28 


Yo perteneciendo a los conjuntos X y Y, respectivamente, siempre son sus puntos de 
adherencia): im ¿LY = lim g0) = £00) = ¿U'Go))- 

OBSERVACIÓN 1. Si f: X — R, g: Y — R, existe el limite (5.72) y el conjunto Y 
contiene cierto entorno V(Yg) del punto y: 

vowcY, (5.18) 

entonces, por la existencia del límite (5.72) se encuentra un entorno W = W (xp) del 
PEO la SON W)C VO) CY 
y por consiguiente para la restricción fọ de la función f sobre el conjunto X N W se 
cumple da Jactusión KXN wcY. (5:19) 

De esta forma, si pasamos a la restricción fo de la función /, entonces en a supo- 
sición complementaria indicada (5.78), en las condiciones del teorema 7 se puede no 
exigir la existencia de la composición de las funciones g y fo, es decir, el cumplimien- 


to de la condición f(X) C Y, pues en el sentido indicado anteriormente ella se 
cumple automáticamente, precisamente tiene lugar la inclusión (5.79) y por esto 


existe la composición 89/9- 
OBSERVACIÓN 2. La afirmación del corolario del teorema 7 se puede escribir en 
forma de fórmula to g/G0) = gi im, 00) (5.80) 


de la cual se ve que, dicho en sentido figurado, la operación del paso límite es per- 
mutable con la operación de composición con una función continua. 

En realidad, la parte izquierda de la igualdad (5.80) por la continuidad de la fun- 
ción g1/(+)) en el punto xp (véase el corolario del teorema 6) es igual a g /(%p)). A 
este mismo valor g (/ (xo) es igual la parte derecha de la igualdad, pero ya por la 
continuidad de la función / en el mismo punto xy. 

OBSERVACIÓN 3. La fórmula demostrada en el teorema 7 

Am aUos lim ¿0% (581) 
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donde y = _llm_/(x) se puede analizar como la regla del cambio de variable para 


POETE AAA 
Utilizando la notación de la composición de funciones g,f la igualdad (5.81) se 
puede escribir en la forma ls e 
¿im Go) = im 80) 


OBSERVACION 4, Sean f: X — Rg: Y — RySOO C Y lim S) = Jo En este 


caso, por el teorema 6, de la existencia del límite (finito o infinito), que aparece en el 
segundo miembro de la igualdad (5.81), se deduce la existencia del límite correspon- 
diente en el primer miembro y la igualdad de estos límites. Si además, la aplicación 
S: X — Y es una aplicación biunivoca del conjunto X sobre el conjunto Y, es de- 
cir, sobre Y existe la función inversa univoca f~} y si lim f—'(y) = Xq, entonces 
viceversa, de la existencia del límite finito o infinito que aparece en el primer 
miembro de la igualdad (5.81) se deduce la existencia del límite correspondiente que 
aparece en el primer miembro. 

De esta forma, según las suposiciones hechas, el limite (finito o infinito) 
EUS (x) existe si y sólo si existe el límite im (y) (respectivamente, finito o 


infinito) y además, en el caso de que existan son iguales. 

En un sentido esta afirmación es el contenido del teorema 6. En el otro, también 
se deduce de este teorema si lo aplicamos a la composición (gp/) e /™' de las fun- 
ciones f~! yg © f. Por el teorema 6, de la existencia de los limites , lim n STO) = 
= xo y „lim, (8 © /)0%) se deduce que existe el limite 


1) > à 
Jn e e DAI) = Mn e eN), 
) = 4. De esta forma, existe el limite lim g0) y 


pero (go S)of7! =goYof” 
Um 20) = Mm (69/00). 
r z-a 


$ 6. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 
SOBRE LOS INTERVALOS 


6.1. ACOTACIÓN DE LAS FUNCIONES CONTINUAS. 
VALORES EXTREMALES 


En el presente párrafo será estudiada una serie de propiedades importantes de 
las funciones continuas y que encuentran muchas aplicaciones. 

Definición 1. La función f: X — R, X C R se llama continua sobre el conjunto 
X, si es continua por X en cada uno de sus puntos (véase las definiciones $ y 8 en el 
p. 5.6). 

Una clase importante de funciones continuas es la clase de funciones continuas 
sobre los intervalos del eje numérico. Comencemos su estudio por las funciones 
continuas sobre los segmentos. Si la función f es continua sobre el segmento |a, b] 
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entonces su continuidad en el puntox = a es equivalente a la continuidad por la de- 
recha y su continuidad en el punto x = b, a la continuidad por la izquierda en este 
punto. 

Diremos que la función f: X — R alcanza sobre el conjunto X su cota superior 
Gnferior) 8 = sup (a = inf f) si existe un punto xp € X tal que f (xg) = 8 (respec 


tivamente, (x) = a). 
Teorema 1 (de Weierstrass). Cualquier función continua sobre un segmento está 
acotada y alcanza sobre él su cota superior y su cota inferior. 
DEMOSTRACIÓN. Sea la función f continua sobre el segmento [ø, b] y sea 
Ma su Jo 


ES 


M, como cualquier cota superior de un conjunto no vacio de números, puede ser fi- 
9 infinita, igual a +œ. Mostremos que M < +o y que existe un punto 
xo € lo, b) tal que f(x) = M. 
Escojamos cualquier sucesión de números a,, 7 = 1, 2, ... „ tales que 
Ima =M, <M, nl... (6.1) 
Por la definición de cota superior de una función, para cada a,,n = 1,2, ... „exis- 
te un punto x, € |a, b) tal que 


IEn) > 0p, md (62) 

Por otro lado, por cuanto M es la cota superior de la función f, entonces para todos 
los puntos x € [a, b) es válida la desigualdad 

10)<M. (6.3) 

La sucesión (x,| está acotada: a < x, < b, a = 1,2,... , por lo que por el 


teorema de Bolzano — Weierstrass (véase el p. 4.6) de ella se puede extraer una 
subsucesión convergente (xy, } 


Xm = Xo- 64) 


Por cuanto a < Xa, < b, k = 1,2,... , entonces (¿por qué?), también a < 


ETIS 
De las desigualdades (6.2) y (6.3) se deduce que para todos los k = 1,2,...., 


son válidas las desigualdades 
Ang < f Kng) < M. (6.5) 


El limite de cualquier subsucesión de una sucesión que tiene limite finito o infini- 
to es igual al limite de toda la sucesión, por lo que de (6.1) tenemos lim an, = M. 


Pasando en (6.5) al limite cuando k — œ obtenemos 
im fn) = M. (6.6) 


Por otro lado, por la continuidad de la función f sobre el segmento [a, 6], ella es 


6.2. Valores intermedios de las funciones continuas 191 


continua en el punto xy de este segmento, y por consiguiente, de (6.4) se deduce que 
lim Sng) = f o). (6.7) 


De (6.6) y (6.7) obtenemos M = f (xp). 

De esta forma está demostrado que la cota superior W Je la función f coincide 
con el valor de la función en el punto xọ y por consiguiente es finita. Por eso, la fun- 
ción f está acotada superiormente y su cota superior se alcanza en el punto 

€ ja, b). 
7o ilogamente se demuestra que una función continua sobre ur segmento está 
acotada inferiormente y que alcanza sobre él su cota inferior. O 

El teorema análogo al teorema 1 no es válido para los intervalos que no son seg- 

mentos, de esto es fácil convencerse construyendo los ejemplos correspondientes. 


Por ejemplo, la función y = z es continua en cada punto del intervalo (0; 1) y junto 


con esto no está acotada sobre él; la función y = x es continua sobre todo el eje nu- 
mérico y no está acotada sobre él. 

Señalemos además, que si la función f es continua no sobre un segmento, sino 
sobre un intervalo de otro tipo e incluso, además está acotada sobre él, en general, 
no tiene valor máximo y mínimo, Por ejemplo, las funciones y = x sobre el interva- 
10 (0; 1) e y = arctgx sobre toda la recta numérica, aunque son continuas (la conti- 
nuidad de la función y = arctg x será demostrada en el p. 7.3) y están acotadas en 
los intervalos iidicados, no alcanzan sus cotas superiores € inferiores. 


Ejercicio 1. Sea la función / definida y continua sobre el segmento la, bÌ yf (x) > Opara 
todos los x € (a, b]. Entonces existe c > Otal que f(x) > c para todos losx e fa, b). 
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Teorema 2 (de Bolzano — Cauchy). Si la función f es continua sobre el segmen- 
10 (a, bl yf(a) = A, f(b) = B, entoces para cualquier C incluida entre A y B existe 
un punto E e [a, b) tal que f(£) = C. 

Dicho de otro modo, una función continua sobre un segmento, tomando dos va- 
lores cualesquiera, toma cualquier valor que se encuentre entre ellos, 

DEMOSTRACIÓN. Sea para mayor exactitud /(0)=A<B=() 
A < C< B. Dividamos al segmento (a, b] con el punto xy en dos segmentos 
iguales por longitud, entonces o bien(x,) = Cy el punto buscado E = x seha en- 
contrado, o bien f(x) 4 C y entonces sobre los extremos de uno de los segmentos 
obtenidos la función f toma valores que están por lados diferentes del número C, 
más exacto, en el extremo izquierdo el valor es menor que C y en el derecho, mayor. 

Denotemos este segmento por [a, d) y dividámoslo de nuevo en dos segmentos 
iguales por longitud, etc. Como resultado después de un número finito de pasos o 
bien llegamos al punto £ buscado, en el cual f(¢) = Co bien obtendremos una su- 
cesión de segmentos encajados [a,, »,] que tienden a cero por su longitud y tales 


que 
Sa) < C < fbn). (6.8) 
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FIG. 29 


Sea £ el punto común de todos los segmento [i 
p. 3.6). Como sabemos (véase (4.9),£ = lim a, 


nuidad de la función f 


b,n = 1,2,3, . . . (véase el 
lim b, Por esto, por la conti- 


JE) = mf) = lim fb). (69) 
De (6.8) obtendremos (véase el p. 4.3) 
limga) <C< imsi). (6.10) 


De (6.9) y (6.10) se deduce que /(£) = €. O 

Corolario 1. Si una función es continua sobre un segmento y en sus extremos to- 
ma valores de diferente signo, entonces en este segmento existe al menos un punto 
en el cual la función se iguala a cero. 

Este corolario es un caso particular del teorema (fig. 29). 

Corolario 2. Sea f yna función continua sobre el segmento |a, b] y M = supf, 
m = inff. Entonces la función f toma todos los valores del segmento im, M) y sólo 
estos valores. 

Para la demostración observemos que si M = sup f m = inf f, entonces 


m < 0) < M y por el teorema 1, existen los puntos « e (a, b] y 8 e (a, b] tales 
que/(a) = m,/(8) = M. Ahora el corolario analizado se deduce directamente del 
teorema 2 aplicándolo al segmento [a, 8] si a < Bo, respectivamente, al segmento 
B, alsi g < a. 

De esta forma, el conjunto de todos los valores de la función dada, continua 
sobre cierto segmento es también un segmento. 

Señalemos que la propiedad de las funciones continuas de tomar todos los valo- 
res intermedios es válida para cualquier intervalo (finito o infinito). Precisamente: 
una función continua sobre cierto intervalo toma en dos de sus puntos a y b, y ade- 
más a < b, dos valores cualesquiera, entonces toma cualquier valor intermedio. En 
realidad, por el teorema 2, la función analizada, a ciencia cierta, toma el valor indi- 
cado en algún punto del segmento (a, b] que es una parte del intervalo inicial. 

OBSERVACIÓN. Tanto en el teorema 1 como en el teorema 2 fue demostrada la 
existencia del punto sobre el segmento dado, en el cual el valor de la función conti- 
nua analizada posee determinada propiedad (en el primer teorema en este punto se 
alcanza el valor extremal, en el segundo se toma el valor intermedio dado). No obs- 
tante, entre los métodos aplicados para la demostración de estas afirmaciones se 
tiene una diferencia sustancial. El método de demostración del teorema 2 da la posi 
bilidad no sólo de demostrar en el caso general la existencia del punto indicado, sino 
en realidad hallario con cualquier grado de exactitud dado, para cada función 
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concreta: es necesario dividir el segmento en el cual se busca el punto, un número 
suficiente de veces por la mitad, eligiendo cada vez una mitad según la regla indica- 
da en la demostración, los extremos del segmento obtenido serán los valores aproxi- 
mados del punto indicado. 

El método de demostración del teorema 1 no permite indicar un medio con ayu- 
da del cual para cada función continua sobre el segmento sea posible hallar los pun- 
tos en los cuales ésta toma sus valores extremales, Esto está condicionado por que la 
demostración de este teorema está basada en el teorema de Bolzano — Weierstrass 
que afirma sólo la posibilidad de extraer de cada sucesión acotada una subsucesión 
convergente, Un método concreto, o como se acostumbra decir, un algoritmo para 
la extracción de cualquier sucesión acotada una subsucesión convergente, no existe. 

Observemos además, que en la utilización de cualquier algoritmo en la práctica 
es importante con qué rapidez éste nos lleva al objetivo. Desde este punto de vista, 
en la resolución aproximada de la ecuación /(x) = O comúnmente se aplica no el 
método de la división sucesiva del segmento por la mitad, sino otros algoritmos que 
nos llevan al objetivo más rápidamente (véase el Complemento al final del segundo 
tomo, $ 60). 


Problema 6. Demuéstrese que una función continua y periódica sobre todo el eje numéri- 
co diferente de una constante tiene un periodo minimo. Cítese un ejemplo de función periódi- 
ca definida sobre todo el eje numérico y diferente de una constante, que no tenga periodo 
minimo. 


6.3. FUNCIONES INVERSAS 


Definición 2. La función f definida sobre un conjunto numérico X se liama 
estrictamente creciente (estrictamente decreciente) sí para dos números cualesquiera 
xy € X y x, € X tales que x, < x,se cumple la desigualdad f(xy) < f (x3) (respecti- 
vamente fx) > Swa). 

Una función estrictamente creciente o estrictamente decreciente se llama estric- 
tamente monótona. 

Si una función es estrictamente creciente (decreciente) sobre el conjunto X, en- 
tonces diremos también que crece (decrece) estrictamente sobre este conjunto. 

Es evidente que una función estrictamente monótona (creciente, decreciente) es 
también simplemente monótona (respectivamente, creciente, decreciente), en el sen- 
tido de la definición 16 del p. 5.14. 

Lema 1, Supongamos que la función f crece (decrece) estrictamente sobre cierto 
conjunto X € R y sea Y el conjunto de sus valores. Entonces la función inversa f-} 
(véase el p. 1.2*) es una función untvoca, estrictamente creciente (decreciente) sobre 
el conjunto Y. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos, para mayor exactitud, que la función f crece mo- 
nótonamente sobre el conjunto X. Demostremos que la función inversa es unívoca, 

Supongamos lo contrario. Supongamos que existe un punto y € Y tal que el con- 
junto f~ ' (y) contiene al menos dos puntos diferentes x, y Xy: 


nET O) y REU) X xy 
por consiguiente 
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FIG. 30 


Soy = Sa (6.11) 


Para dos nùmeros xy y x}, X, * xz es válida una de las desigualdades: x) < x 6 
X, > xy; en el primer caso, por el crecimiento monótono estricto de la función f te- 
nemos f(x) < f(x) y en el segundo f(x,) > f(x), es decir, en ambos casos la 
igualdad (6.11) no se cumple. De esta forma, para cada y e Y el conjunto f~? (y) es- 
tá compuesto exactamente por un punto, es decir, la función f~? es univoca. 
Demostremos ahora que la función f~ ' crece estrictamente sobre el conjunto Y, 


ASIA NEY, neY (6.12) 


y sean xy = S'O), Xz = f~ ' O). Por consiguiente y, = f0), yz = /(X3). Para 
dos números cualesquiera x; y x, es válida una de las tres relaciones: o bien x; > xz, 
© bien x; = xz, O bien x} < xz. Six, > x3 Ô x, = Xp, entonces respectivamente 
seria y, > yz (por el crecimiento mónotono estricto de la función/) o y, = y, (por 
la univocidad), lo cual estaria en contradicción con la desigualdad (6.12). De esta 
forma, de la desigualdad (6.12) se deduce que x, < xz y esto significa el crecimiento 
estricto de la función /” ' sobre el conjunto Y. 

En el caso del decrecimiento estricto de la función f sobre el conjunto, la de- 
mostración se puede o bien realizar de forma análoga, o bien llevarla al caso ya ana- 
lizado con el análisis de la función —/, ya que cuando la función f decrece estricta- 
mente sobre el conjunto x, la función ~f crece estrictamente sobre este 
conjunto. D 

Teorema 3. Supongamos que la función f está definida, crece (decrece) estricta- 
mente y es continua sobre el segmento (a, b], entonces la función inversa f”! está 
definida, es univoca, crece (decrece) estrictamente y es continua sobre el segmento 
con extremos en los puntos fa) y f(b) (fig. 30). 

DEMOSTRACIÓN. Realicemos la demostración del teorema para las funciones 
estrictamente crecientes. Sean c = f(a), d = f(b). 

Mostremos que el dominio de la función inversa f~! es el segmento [c, d) o lo 
que es lo mismo, que [c, d] es el conjunto de valores de la función f. En realidad, del 
crecimiento monótono de la función f se deduce que f(a) < f(x) < f(b), es decir, 
que f(x) e [c, d) para cualquier x e [a, b]. Por otro lado, cualquiera que sea y € {c, 
dl, es decir, f(a) < y < f(b), por el teorema 2 existe un punto x e [a, 5] tal que 


Sea 
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FIG. 31 


40%) = y. De esta forma, todos los valores de la función f dada están sobre el seg- 
mento (€, d] y cada punto de este segmento es valor de la función f en cierto punto. 
Esto significa que el segmento [c, d] es el conjunto de valores de la función f. 

Señalemos que esta afirmación se deduce también del corolario 2 del teorema 2 
si observamos que en el caso dado 


em miso). = máx fo). 


En virtud del lema, la función /” ! es unívoca y crece estrictamente sobre el seg- 
mento [c, d]. 

Mostremos, finalmente, que la función /”! es continua sobre [c, d). Sean 
dE lc, d] y xy = f7 'Og). Seac < yy < d, es decir, yyes un punto interior del seg- 
mento [c, d), entonces por el crecimiento estricto de la función f~! también 
a < xy < b. Fijemos cierto e > 0. Sin perder generalidad en los razonamientos fu- 
turos se puede considerar (¿por qué”), que £ es tal que 

AE E< X< gte b (6.13) 

Sean y, = (Xp — £), y, = S(Xp + £). Entonces de la condición (6.13) por el 

crecimiento estricto de la función f se deduce que 
ELIIS d 

Tomemos > Ode forma tal quey, < yy — 8 < yg + 8 < y; (fig. 31). Siaho- 

ra escogemos y de forma tal que y, — 5 < y < yọ + ô, entonces con más razón 
ASIS 


y por consiguiente, por el crecimiento estricto de la función f~? es válida la de 
gualdad 


== II)< IM< O) E o + E 
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FIG, 32 


De esta forma, para £ > 0 está indicado $ > O tal que para todos los 
y 60% — È, yo + 5) se cumple la desigualdad 

IMO- OD < e 
es decir, la función /—! es continua en el punto yọ Si ahora yọ = co» = d, en- 
tonces con razonamientos análogos se demuestra que la función /”! es continua por 
la derecha en el pumo c y continua por la izquierda en el punto d. 


El teorema para las funciones estrictamente crecientes está demostrado comple- 
tamente. 

Recordemos que la función f decrece estrictamente si y sólo sila función —cre- 
ce estrictamente, por lo que la validez del teorema para las funciones estrictamente 
decrecientes se deduce del caso analizado, O 

Analicemos ahora el caso de una función definida sobre un intervalo. 

Teorema 4. Supongamos que la función f está definida, crece (decrece) estricta- 
mente y es continua sobre el intervalo (a, b) (finito o infinito) y sean 


im Add 

Entonces la función inversa f”* está definida, es untyoca, crece (decrece) estricta- 

mente y es continua sobre el intervalo (finito o infinito) con extremos € y d (fig. 32). 
Además, en el caso cuando a= -œ por lim fœ) se entiende 
lim_/60 y enel caso D = +o por el limie lim f(x) el limite lm_/0). 


DEMOSTRACIÓN Supongamos para mayor exactitud, que la función f crece 
estrictamente en el intervalo (a, b). Mostremos que en este caso el conjunto de sus 
valores es el intervalo (c, d). En efecto, por el teorema sobre los límites de las fun- 
ciones monôtonas (véase el p. 5.14) tenemos: c = inff, d = sup y por consi- 


guiente para cualquier x € (a, b) es válida Ja desigualdade < f(x) < d. Es más para 
todos los x € (a, b) se cumplen también las desigualdades /G) + c, f(X) + d. En rea- 
dad, s por ejemplo, existiera un x tal que a < xo < b y f(x) = € festo, eviden- 
temente, es posible sôlo cuando la cota inferior c es finita), entonces para 
a < x < xose cumpliria la desigualdad f(x) < f(x) = €, lo cual estaria en contra- 
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FIG. 33 


dicción con que e = inff. Asi pues, para todos los x € (a, b) se cumplen las des- 
igualdades e < f(x) < d. Por otro lado, por cuanto c = inf f,d = sup fenton- 
ces para cualquier y, € <y < d existen x, a (a, b) yx, € (0, b) tales que y = f(x) 
y yı = J (xx) satisfacen las desigualdades 
e<sn<y<n<d. 

De aquí se deduce que x, < x° y por cuanto f(x) = y, y S(X) = Ya entonces se- 
gún el teorema de Bolzano — Cauchy sobre los valores intermedios de las funciones 
continuas existe un punto x € [X,, x} tal que /(x) = y. De esta forma, para cual- 
quier punto y € (c, d) existe un punto x € (a, b) tal que f0) = y. 

Por lo mismo, está demostrado que efectivamente, el conjunto de valores de 
función f, o lo que es lo mismo, el conjunto de definición de la función inversa f~ 
es el intervalo (c, d). El hecho de que la función f~ ' es univoca y crece estrictamente 
en el intervalo (c, d) se deduce del lema. Su continuidad se demuestra repitiendo al 
pie de la letra la demostración de la continuidad de la función inversa en el teorema 
anterior. Finalmente, como antes, el teorema para una función monótona estri- 
ctamente decreciente se deriva del teorema ya demostrado sobre la función mon: 
Otona estrictamente creciente con ayuda del análisis de la función —/. O 

OBSERVACIÓN, De forma análoga se demuestra que si una función crece estricta- 
mente y es continua sobre el intervalo semiabierto (a, b), -œ < a < b $ +0,0 
sobre (a,b), -œ < a < b < +œ, entonces la función inversa está definida, crece 
estrictamente y es continua sobre el intervalo semiabierto [c, d), donde c = f(a), 
d= | lim 0) y respectivamente sobre (c, d], dondec = lim /00,d =/(0) 
(fig. 33). 

El caso de una función f(x) estrictamente decreciente sobre un intervalo se- 
miabierto se puede reducir al caso de una función estrictamente creciente anafizan- 
do la función ~f). 

Ejemplo, Para cualquier entero positivo n, la función potencial y = x" crece 
estrictamente y es continua en el semieje positivo x > 0. 


* El caso x, > x, no es posible, ya que entonces en virtud del crecimiento de la función 
se cumpliría la desigualdad y, > yy 
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En efecto, si 0 < x, < X}, entonces, multiplicando # veces estas desigualdades, 
obtendremos xj < x3, es decir la función y = x",m = 1,2, . . .. crece monótona y 
estrictamente, Para la demostración de la continuidad de la función y = x” obser- 
vemos que la función y = f(x) = x es continua en cualquier punto xy € R. En efec- 
to, en este caso yy = f(x) = xp por lo que Ay = y — yo = x — xp = Ax, Por con- 
siguiente, si está dado £ > 0, entonces tomando 3 = £ obtendremos que de la con- 
dición lAx! < 3sededuce lAyl = 1AxI < 5 = e. Esto significa la continuidad de 
la función y = x en el punto x = xp, La función y = x" es el producto de n fun- 
ciones iguales f(x) = x y por esto (véase el p. 5.10) también es continua en todos los 
puntos x e R. 

De que lim x= + 


n= 1,2, ... » Además, en el cero la función y = x" es igual a cero. Por esto, de 
acuerdo con la Observación al teorema 4, el conjunto de valores de la función po- 
tencial y = x" cuando x > Oes el eje no negativo y > 0. 

La función inversa a la función y” = xes la raiz de n-ésimo grado VJ, n = 1,2, 
+ «+ » Según el teorema 4, por las propiedades demostradas de la función potencial 
y = x", la raiz de n-ésimo grado Y), m = 1,2, . . ... está definida para cualquier y 
no negativo. 

Asi pues, de los teoremas demostrados se deduce, en particular, la existencia y la 
unicidad de la raíz positiva de n-ésimo grado de cualquier número positivo. 

OBSERVACIÓN. Del ejemplo analizado se deduce de nuevo que cualquier intervalo 
contiene números irracionales (véase el corolario 2 del teorema 8 en el p. 4.119). 
Mostremos inicialmente que el número VŽ (cuya existencia se deduce del ejemplo 
analizado anteriormente) es irracional. Supongamos lo contrario: supongamos que 
existe un número racional igual a la raíz cuadrada del dos. Escribamos este número 
en forma de fracción irreducible p/q (p y q son números naturales primos entre si): 

vi? 
a 
Entonces p? = 2q? y por consiguiente el número p se divide por 2. En efecto, si p 
fuera impar, es decir, p = 2k + 1, ke N, entonces p? = (2k + 1)? = 4k? + 
+ 2k + 1 también sería impar y la igualdad p? = 2g* no tendría lugar. Asi pues, 
p = 2k pero entonces 4k? = 24°, q? = 2k?. De aquí, como antes se deduce que q 
«es un número par. La paridad de los números p = q contradice la suposición de que 
la fracción p/q es irreducible. 

De lo demostrado, evidentemente se deduce que cualquier número del tipo 
mV2/n, donde m y n son números naturales, también es irracional, En realidad, si 
se -z ,entonces YZ resultaría ser un número racional: VŽ = ES 
De aquí, a su vez, se deduce que cualquier intervalo contiene un número irracional 
(compárese con el p. 4.11*) y además, del tipo mV2/n, donde m y n son enteros. 

En efecto, sea 0 < a < b. Elijamos el natural n de forma tal que 

Vi/n<b-=a 


y después el natural m de forma tal que 


evidentemente se deduce que lim x" = +00, 


fuera racional 
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ETE 
7 7 


Enonesa < 22 < b. Sia < b < 0, entonces por lo demostrado existen los en- 
teros m y n tales que mil 


y por esto 


En el caso a < 0 < b, por lo demostrado existen los enteros m y n tales que a < 


<o<mi<o.o 
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1.1. POLINOMIOS Y FUNCIONES RACIONALES FRACCIONALES 


Teorema 1. Cualquier polinomio es continuo en cada punto. 

En realidad, la función y = c, donde c es una constante, es continua sobre todo 
«el eje numérico, lo cual fue mostrado en el ejemplo T del p. 5.12, 

Las funciones del tipo y = x” también son continuas para cada n € N dado, en 
cualquier punto x e R. Esto fue mostrado en el p. 6.3 (véase el ejemplo alli dado). 

Cualquier polinomio se obtiene de las funciones del tipo y = c ey = x" con 
ayuda de la suma y multiplicación y por esto es una función continua en cada punto 
(véase el p. 5.10). 

Teorema 2. Cualquier función racional PG)/Q 4) (PG) y QU)son polinomios) 
es continua en todos los puntos del eje numérico R, en los cuales su denominador 
QW) no se anula. 

Esto se deduce directamente de que los polinomios P(x) y Q(x) son continuos en 
cada punto x € R y el cociente de funciones continuas también es continuo en todos 
los puntos del eje numérico en los cuales el denominador no se anula (véase el 
p. 5.10). 

Este teorema es muy cómodo utilizarlo hallando los límites de las funciones ra- 
cionales. Supongamos que se exige hallar en BO, Para esto es necesari jal- 
mente realizar, si por supuesto, esto es posible, la reducción de la función 
P(%)/ QW) por el factor (x — x" con el mayor exponente posible n > 1. Si deno- 
tamos por P,(x)/Q,(x) la fracción racional obtenida, entonces (véase el p. 5.4) 


lim ZO — tip 200, 

-aQ -aQ 

Si QŒ) + 0, entonces por el teorema 2, este límite es simplemente igual a 

P 9/000: si Q, = Ol porlo tanto P (x) + 0, ya que en el caso contrario 
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la fracción P,(x)/ Q(x) seriá reducible por (x — xp)), entonces este limite es igual a 


7.2. FUNCIONES EXPONENCIALES, LOGARÍTMICAS 
Y POTENCIALES 
Recordemos las propiedades de la potencia a”, donde a > 0, r es número ra- 
cional: r = p/q, p y q son enteros, q + 0. 
19. Sea, < 1, Sia > 1, entonces g" < e ysia < 1 entonces g’! > a? 
2 A A 
30 (ra = ann, 
4°. (abY = a'b. 
Aqui en todos casos 7, 7, y 4 son números racionales. Recordemos además, que 
a" = 1. Dela propiedad 2 * se deduce que 4-27" = a * = 1, de donde 
1 
Ta (7. 
eag 0. 
A continuación, de la propiedad 1° y de (7.1) se deduce que a” > O para cual- 
quier racional”. En efecto, s17 > Oya > 1, entonces por 1°" > a° = 1 > 0. De 
aqui, por (7.1) tenemos 1 
=> 0 
aiis 
De forma análoga se demuestra la desigualdad a’ > O cuando a < 1. 
Señalemos además, que para cualesquiera a > 0, b > O y re Q tiene lugar 
PTA 
Recordemos que (véase el ejemplo 3 en el p. 4.9) 
lima" = lima *=1, 0>0, 0D 


y con ayuda de esto demostremos el siguiente lema. 
Lema 1. Para cualquier a > 0 tiene lugar la igualdad 
lma=1. 03 


DEMOSTRACIÓN. Sea a > 1, para mayor exactitud. Fijemos un £ > O arbitrario. 
Por (7.2) se encuentra un ny € N tal que 


A 


Por consiguiente (véase la propiedad 1 ° de la potencia con exponentes raciona- 
les) 


i 
a% j< 
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loe<a "<at<t+e 


Six es un número racional y Ix! < es decir 
y T. 


y por esto, la desigualdad 
L-e<o<t+e 


De esta forma, si x es un número racional y lx! < 3 donde 3 = _, entonces 
7 
l= 1l <e. ld 


Esto significa la validez de la igualdad (7.3). 

Si 0 < a < 1, entonces el lema se demuestra análogamente, sólo es necesario 
utilizar que la función a”, O < a < 1, decrece estrictamente sobre el conjunto de 
llos números racionales Q. En el caso a = 1 el lema es evidente. O 

Definamos ahora la potencia g" para cualquier real x y a > 0. 

Definición 1. Sean a > O, x un número real arbitrario y Q el conjunto de todos 
los múmeros racionales. Hagamos 


e= lima, 05 


Esta definición tiene sentido, ya que cada punto del eje numérico es un punto de 
adherencia del conjunto de todos los números racionales (véase el corolario del lema 
1 en el p. 4.9). Ella es correcta en el sentido de que el límite señalado existe, como 
esto será demostrado, para cualquier número real xeR. En la demostración utiliza- 
remos la definición del límite de una función según Heine (véase la definición 1 en el 
p. 5.4). 

Seaa>0xeR 1 eQn=1,2. x Mostremos que la su- 
cesión [a”»] satisface las condiciones del criterio de Cauchy (véase el p. 3.7) y por lo 
tanto es una sucesión convergente. Para esto es necesario estimar la diferencia 

la'n — a'm) marian Im 11, neN, meN. 05 

La sucesión (r,] converge y por consiguiente está acotada (véase el p. 3.4), por esto 

existe un número A que sín perder generalidad podemos considerar racional (¿por 

qué?), tal que —A<r,<A. De aquí, en el caso a>! tenemos 

a7A < d" < a", y en el caso a < 1, respectivamente, a^ > g” > g^, n = 1, 
2, ..... . por lo que para cualquier a > O existe un número 8 tal que 

0<B,. n=), 


an 
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(B = a" cuando a > 1 y B = a74 cuando a < 1), es decir, la sucesión (an) está 
acotada superiormente por el número B. 

A continuación, por el lema, para cualquier e > 0 dado, existe = 3, > Otal 
pe odos os siones r que satisfacen la condición Irl < $ se sumple la des- 


g-i <Ê. 7 
[ez as 


De la convergencia de la sucesión [r,), por el criterio de Cauchy (véase el p. 3.7), 
se deduce que para el ¿ > 0 hallado existe un número 7, tal que para todos los 
n > n¿y m > nyse cumple la desigualdad Ir, — 7! < 3 y esto quiere decir, que 
por (7.8) se cumple la desigualdad 


lam 11<L 


5 09 


De (7.6), (7.7) y (1.9) se deriva que para todos los n > n, ym > n, es válida la des- 
igualdad lar — ¿"| < £, de donde, por el criterio de Cauchy, se deduce que la su- 
cesión (a) converge. 

Asi pues, para cualquier sucesión de números racionales 7,, n = 1,2, ..., 
A = x, la sucesión g’^ converge. De aquí, por el lema 4 del p. 5.6, directamen- 
te se deduce la existencia del límite (7.5) de la función Z’, 7 € Q, en el punto x€ R. 

El hecho de que la definición de a" es correcta está demostrado, D 

La definición 1 es natural en el sentido de que en el caso cuando x es un número 
racional , entonces la potencia a" coincide con el valor a” en el sentido anteriormen- 
te conocido. En realidad, six = 7 es un número racional, entonces en calidad de su- 


cesión de los números racionales 1,, 1 = 1,2, . . . , COnvergente 4x = r, se puede 
tomar r, = rn = 1, 2, . ... Entonces, por la definición 1 
Pe limas img = d. 0.10) 


Definición 2. Sea dado cierto número a > 0. La función a” definida para todos 
x € R se llama función exponencial con base a. 

Por definición I" = 1 para todos los reales x. Por esto el caso. 
ningún interés para su estudio y en el futuro no lo analizaremos. 

Teorema 3. La función exponencial a* (a > 0) posee las siguientes propiedades. 

1°, Cuando a > 1, crece estrictamente y cuando a < 1 decrece estrictamente 
sobre todo el eje numérico. 

Para cualesquiera reales x e y son válidas las igualdades: 

IAS 

3. (PP = a7. 

4°. La función a" es continua sobre todo el eje numérico. 

5°. El conjunto de los valores de la función a", a > 0,a + 1 es el conjunto de 
todos los números positivos, 

DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 1 *. Sean para mayor exactitud e > 1 yx < y. 
Existen (¿por qué?) los números racionales r” y 1” tales que x < 7° < 7°” < y. 
Escojamos cualesquiera sucesiones de números racionales (7; y [r "} de forma tal 
que lím =y y <r <r’ < ri para todos 


= 1 no brinda 
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med <a <do; oa 
pasando al límite cuando n — œ obtendremos 
er <r TA 0.13 


De esta forma, six < y, entonces a" < a”, lo que significa el crecimiento estric- 
to de la función g" cuando a > 1. 

El caso a < 1 se analiza de forma análoga. 

DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 2 *. Sean (r; y 1“) sucesiones de números ra- 
cionales tales que lim r, = x, lim 7," = yyporiotanto lim (r, +7,)=X + y 
(véase el p. 3.9). Entonces, por la definición de función exponencial: 

+ maht lima) = lima” lim 0% = aa. 

Antes de pasar a la demostración de las propiedades siguientes, observemos que de 
la propiedad 2 * se deduce que para cualquier real x es válida la igualdad 


aa I poro 07% E, 
DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 4 +9. Ante todo señalemos que 
lo e" = 1. 


ri 
Esta igualdad, por la monotonía estricta ya establecida sobre todo el eje numérico, 
de la función a" (propiedad 1”), se demuestra al pie de la letra como la igualdad 
(1.3) (véase el lema), sólo no se debe suponer que x € Q, sino analizar cualesquiera 
xeR. 

Sea x dado, x € R, y = a" y 


Ay m a*t A a m a A — 1). 
Entonces, por lo dicho 


y por esto w 
Mm ay = e im, (o -1)=0, 
esto significa la continuidad de la función a* en el punto x. O 
DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 3 *. Sea inicialmente y = p un número entero 
positivo, entonces aplicando p veces la propiedad 2 * obtendremos 
Pre 


PLA TA A 013 
Sea a continuación y = $ , donde q es un número entero positivo. Moremos 


que (a")!/4 = a*/s, es decir, que a*/€ es la ralz de grado qżsimo del número a*, Pa- 


9 La propiedad 3 * será demostrada después de la demostración de la propiedad 4 °. 
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ra esto, por la definición de raíz, es necesario demostrar que (a7 0 = a; esto se de- 
duce de la igualdad (7.13). 
Sea adora y = Z , p y q son naturales, entonces, por lo a demostrado 
(A [Us = (PP) = 099, 


mon $ ý 

A 

Prslents: es elit que WY = ls De esta forma está demostrado 
que para cualquier real x y cualquier racional 

(Y = a7. 014 

Supongamos ahora dado aún otro número real y. Analicemos una sucesión ar- 


bitracia (de números racionalas convergens a y. Batoaoes, por (7.14), para to- 
dos los n ™= 1, 2, 


siy=-2 


0/0, 


EA 0159 
Por cuanto lim, = xy, entonces por la continuidad de la función a* de- 
mostrada anteriormente 
AA 0.10 
Por otro lado, por la definición de la función exponencial 
m a WY» = (eP. 01 
Pasando al imite ea la Guida 119) cuado n — e, de 10) y 0.7 ob- 


propiedad analizada para cualesquiera x, y € R. O 
pe Py3 e 


(Y -b asa sen 
lo 


(nte 


DEMOSTRACIÓN DE LA PROPIEDAD 5* Sea de nuevo para mayor exactitud a > 1. 
Para demostrar que el conjunto de los valores de la función a* es el conjunto de to- 
dos los números positivos, es decir, el intervalo infinito (0, +œ), en virtud de su 
continuidad y crecimiento estricto sobre todo el eje numérico, por el teorema 4 del 
p. 6.3, es suficiente mostrar que 


lim at= +o, lim a= 0. 0.18) 


Por cuanto, en virtud de la monotonía de la función g* los límites (finitos o infini- 
tos) llm_a*y lím a" existen, entonces es suficiente demostrar que 


En efecto 
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lmar=+s, limo i=0 


para cualesquiera sucesiones dadas x, — +0», x, — —0», por ejemplo, para las su- 
Cesiones x, = m x, = =m, n = 112,0 >+ 

Por suposición a'> 1,es decir, a = 1 + a, donde a > 0. Por esto, deacuerdo 
con la desigualdad de Bernoulli (véase el lema en el p. 4.9} 

a^ = (1 + a)" > na, 
y ya que 107 ma = +œ, entonces 
imo = +. 
pa lima” a 


moro 


Con esto, la igualdad (7.18) cuando a > 1 está demostrada. 


Si ahora 0 < a < 1, entonces b = > 1 y 


OBSERVACIÓN 1. Por cuanto de todos los valores el conjunto de la función 4%, 
a > 0,a + 1, constituye el conjunto de todos los números reales positivos, enton- 
ces, en particular, para cualquier x € R tiene lugar la desigualdad 


a>0. 


OBSERVACIÓN 2. Si a > 0, b > 0, entonces para cualquier x € R es válida la igual- 
des; (ay = i. 
En efecto, sir, —x,1,€Q,n = 1,2, ... ,eñtonces 
(aby = d n (aby > lim asp" = Mm 0 lim d% = a. O 


Ejercicio. Sean a > 0, b > 0. Demuéstrese que para cualquier x € R tiene lugar la igual- 


“QS 


OBSERVACION 3. Si r es un número racional y 7 > 0, entonces 0” = Oy por consi- 
guiente, para cualquier número real x > 0 existe el limite 
im 0 = 0. 
Por esto, para x > Ola definición (7.5) se puede extender al caso a = 0 y además 
tendrá lugar la igualdad 
~= 0,x> 0. 
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Sea a un número positivo distinto de la unidad. De la matemática elemental es 
conocido que la operación inversa a la elevación a una potencia y que pone en 
correspondencia a un número dado x > 0 el número y tal que a” = x (claramente, 
si ely indicado existe), se llama determinación por logaritmos con base a. El número 
y se llama logaritmo de base a del número x y se denota por log, x. De esta forma, 
por definición 


aer=x (1>00% 1. 

Cuando a = e el logaritmo del número x se denota por lnx y se llama logaritmo 
natural del número x. 

Definición 3. La función que pone en correspondencia a cada número x su loga- 
ritmo log,x con base a (a > 0, a + 1) si este logaritmo existe, se llama función 
logarltmica y = log,x. 

Teorema 4. La función y = log,x, a > O, a + 1 está definida para todos los 
x > 0 y sobre este conjunto es una función estrictamente monótona (creciente 
cuando a > 1 y decreciente cuando a < 1) y continua. Ella tlene las siguientes pro- 
piedades: 

1 °) log,x,x, = l08,x, + 108,Xp Xy > 0,x, > 0; 

A loa > a a 

DEMOSTRACIÓN. Por cuanto el conjunto de los valores de la función a”, a > 0, 
1 es el conjunto de todos los números positivos (0, + œ), entonces este conjun- 
10 es el conjunto de definición de la función inversa, es decir, de la función log,x. 

Con esto, en particular, está demostrada la existencia del logaritmo de cualquier 
número positivo, Las afirmaciones restantes del teorema 4 se deducen directamente 
del teorema 4 del p. 6.3 y del teorema 3 del presente párrafo. 

Por ejemplo, mostremos cómo la propiedad 1 * se deriva de las propiedades de 
la función exponencial indicadas en el teorema 3. Hagamos 


Y = logy Y = 108,Xp, 
por la definición de logaritmo esto significa que 
x= x= 0%, 
De aqui (véase la propiedad 1 * de la función exponencial en el teorema 3), tenemos 
Xpt A +, 
y por consiguiente, de nuevo, por la definición de logaritmo 
108,X1X2 = Y, + y = log,x, + log,X7 O 

Definición 4. Sea dado un número real a. La función x° definida para todos los 
x > 0 se llama función potencial con exponente a. 

Teorema 5. La función potencial a% es continua para todos losx > 0. 

En efecto, de la definición de logaritmo tenemos x =el*, y por esto 
x% = eX, es decir, x* es la composición de la función exponencial e” y la función 
logarítmica multiplicada por una constante: u = alnx. Las funciones exponencial 
y logarítmica son continuas (véase los teoremas 3 y 4), por lo que en virtud del 
teorema de la continuidad de la composición de funciones continuas (véase el 
p. 5.2) la función x“ también es continua. O 
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En el análisis de la función y = x” se suponía que x > 0, ya que cuando x Ç 0 
la expresión x” tiene sentido en la región de los números reales no para todos los a. 


No obstante, si a es racional y x“ tiene sentido cuando x < 0 (por ejemplo, A 


Vx), entonces la función y = x" será para a > O continua sobre todo el eje real y 
para a < O sobre todo el eje real menos el punto x = 0. 

En estos casos la función y == x” también se llama potencial. 

Cuando x # 0 esto se deduce directamente del teorema $, ya que la función 
y = x”, si está definida también para todos losx < O, será siempre par o impar y si 
una función par o impar es continua para x > 0, entonces es continua también para 
x < Opor qué?). Si en el punto x = O una función par o impar es continua por la 
derecha e igual a cero, entonces simplemente es continua en este punto (¿por qué?). 
Este caso tiene lugar cuando a > 0 

lim x" = 0 = 0%, 


ya quex* = e%l6z y (véase el teorema 4) lim Inx = — o por lo que en este caso la 


función x% es continua también cuando x = 0. 


1.3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 

Pasemos a la cuestión sobre la continuidad de las funciones trigonométricas. En 
este caso no daremos las definiciones analíticas estrictas de estas funciones (como. 
fue hecho anteriormente con la función exponencial), sino que utilizamos su defini- 
ción geométrica, conocida de la matemática elemental. En el futuro x siempre es un 
número real y por senx, cosx, tgx, ctgx sobrentenderemos las funciones trigono- 
métricas correspondientes del ángulo cuya medida radial es igual a x. 

Lema 2. Para cualquier real x es vólida la desigualdad 

Isenxl < Ixl. 

DEMOSTRACIÓN. Analicemos una circunferencia de radio R con centro en el pun- 
10 O. Supongamos que el radio OB forma el ángulo x, 0 < x < Ž , con e radio 
OA, y el radio OB, es simétrico al radio OB con respecto a OA (fig. 34). 


158 $ 7. Continuidad de las funciones elementales 


Bajemos desde el punto B la perpendicular AC al radio OA. Entonces, BC = 
= Rsenx y ya que BC = CB,, tendremos BB, = 2Rsenx, Como es conocido, la 
longitud del arco BAB, es igual a 2Rx. La longitud del segmento que une dos puntos 
no sobrepasa la longitud del arco de circunferencia que une esos mismos puntos lo 
que significa 2R senx < 2Rx, es decir, senx Ç x. 

Si ahora — 7 < x < 0, estonces 0 < —x < 7” POT esto, según lo demostra- 


do, sen(—x) < —x, pero en este caso sen(—x) = Isenxl y —x = Ixi, por consi- 
guiente Isenxl < Ixl. De esta forma, si Ixl < E, entonces Isenxl < Ixl. Si 
Ixl > entonces Isenxl < 1< Ž < Ixl. O 


Teorema 6. Las funciones y = senx, y = cosx son continuas sobre todo el eje 
numérico. 

Corolario. Las funciones y = tgx e y = ctgx son continuas para todos losx, 
para los cuales cosx, respectivamente senx, no se anulan, 

DEMOSTRACIÓN. Ya que Isenal Ç 1, Icosal < 1, para cualquier a y por el le- 


ma Isen 21 < L laxi, entonces 


Isen (e + Ax) = senxl < afen] feos E) < tari, 


lcos( + Ax) — cosx! < afen E| |sen (GE < laxi. 


De aquí se deduce que cuando Ax — 0 los primeros miembros de la desigualdad 
también tienden a cero. Esto significa la continuidad de las funciones senx y cosx. 


La continuidad de tgx = E% y ctgx = 2% en los puntos en los cuales los 
cor senx 


'denominadores no se anulan, se deduce de la continuidad de sen.x y cosx y del teore- 
ma sobre el cociente de funciones continuas (véase el p. 5.2). 

Teorema 7, Las funciones trigonométricas inversas arcsenx, ALCCOSX, arctgx y 
arcctgx son continuas en sus dominios. 

Esto se deduce directamente de los teoremas 3 y 4 del $ 6 y de la continuidad y 
monotonía estricta de las funciones senx sobre el segmento [— 1/2, 1/2), cos(x) 
ctra el ngaia Bua dotes dl crak (1/2, 2/2 y ol kerei- 
lo (0, 1). 


1.4. CONTINUIDAD DE FUNCIONES ELEMENTALES 


La continuidad de las principales funciones elementales demostrada en este 
párrafo permite obtener también un teorema sobre la continuidad de funciones ele- 
mentales arbitrarias. 

Teorema 8. Cualquic. ¿unción elemental es continua en todos los puntos de su 
conjunto de definición. 


8.4. Algunos limites notables 159 


DEMOSTRACIÓN. Por definición cualquier función elemental se obtiene de las 
principales funciones elementales con ayuda de un número finito de operaciones 
aritméticas y composiciones (véase el p. 5.3), por esto su continuidad sobre el con- 
junto de definición se deduce inmediatamente de la continuidad de las principales 
funciones elementales sobre los conjuntos de su definición (teoremas 1 — 7), de las 
propiedades de los limites de funciones, relacionadas con las operaciones aritmét- 
cas sobre las funciones (véase el p. 5.10) y de la continuidad de la composición de 
funciones continuas (véase el p. 5.16). 


$ 8. COMPARACIÓN DE FUNCIONES. GÁLCULO DE LOS LÍMITES 


8.1. ALGUNOS LÍMITES NOTABLES 
En este punto se calcularán límites que en el futuro se encontrarán en repetidas 
ocasiones. 
Lema 1. 
mt (6.1) 
x 
DEMOSTRACIÓN. Analicemos el circulo de radio R con centro en el punto O. Su- 
pongamos que el radio OB forma el ángulo x, O < x < x/2, con el radio OA. Una- 
mos el punto A y el punto B con un segmento y bajemos una perpendicular desde el 
punto A hacia el radio OA hasta su intersección en el punto C con la prolongación del 


radio OB (fig. 35). Entonces el área del triángulo AOB es igual a3 Rĉsenx, el área 


del sector AOB cs igual a$ Rèx y el área del ritngulo AOC es igual a Règ. E 


triángulo AOB es una parte del sector AOB, el que a su vez es una parte del triángu- 
lo AOC; por esto, i 


1 1 
l pa, 1 tx < 2 Ra 
3 Poenx < Rx < g Rex, 


senx < x < tgx, 


rG. 
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por lo tanto, 
TEPS 
Snr © cosx 
O, sustituyendo las magnitudes por sus inversas 
cosx < FRX < 1, 623 


Observemos que por la paridad dela funciones cos. y == la desigualdad (82) 


es válida también cuando 1/2 < x < 0. 
Ya que la función cosx es continua y cos0 = 1, entonces de (8.2) cuando x — 0 
se deduce (véase el p. 5.10) la igualdad (8.1). O 


Corolarlo 1. 
mE na, 63 
paor 

En realidad, 

Corolario 2. 
li eR Zal (84) 


La función y = senx es estrictamente monótona y continua sobre el segmento 
[-+/2, 1/2), por esto, la función inversa x = arcsen y también es estrictamente 
monótona y continua sobre el segmento [—1, 1]. Ya que sen0 = 0 entonces 
lim y = limsenx =0 y limx= límarcsenx = 0. 
A o oe 
Para calcular el límite (8.4), apliquemos la regla de cambio de variables para los 
limites de las funciones continuas (véase el teorema 6 en p. 5.16). Haciendo 
x = seny, tenemos 


lim 
a 
Corolario 3. 
69 
Esta igualdad se obtiene de (8.3) análogamente a la anterior. 
Lema 2. 
imatam e 6.5 
Anteriormente (véase el p. 4.5) fue demostrado que 
lim (: Hye 67 
ba Rós 


donden=1,2,.... 
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De aquí, por cl lema del p. 4.3 se deduce que para cualquier sucesión {ny} de nú- 
meros naturales, tal que 


lmn, = +o (68) 
tenemos 
1ya 
tim (1 +) =e. (69) 
Pos a 
Sea ahora la sucesión [x,} tal que lim x, = +0, es decir, 
¿mx =0 y x>0 (8.10) 


Mostremos que lim (1 + x,J4% = e, En este caso, sin perder generalidad se 


puede considerar que xp < 1, k = 1,2, . . . (¿por qué?). Para cualquier x, se en- 


<x<l, 
i 


1 
cuentra un natural n, tal que 2, + 1> = > My y porlo tanto 
k 


m+ 
además por (8.10) lim m = +œ. Por esto tenemos: 


» mo! 
(+ à ) <a (e (8.1) 
m+ 


"y 
Notando que por (8.9) 


y 
4. a 
m (197) (rr) -e 
li NY AAN 
y al pasar al límite en la desigualdad (8.11), cuando £ — œ obtenemos 


AE EA (8.12) 


Por cuanto (x,) es una sucesión arbitraria, que satisface las condiciones (8.10), en- 
tonces con esto está demostrado que 
ES (8.13) 


Sea añora la sucesión (x) tal que lim xy = —0, es decir, 


lim x, =0, x,<0. 6.14) 


pS 
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Pongamos yg = —xp, entonces y, > 0 y lim y, = O, y sin perder generalidad se 


puede considerar que y, < 1,k = 1, 2, . 
A lim A = Y 


um 
= lim(1+ 2 = ima aat, 


donde 


T-% 
y por la igualdad (8.13) ya demostrada 
A li a A 


q. 


>0 y mz =0 


al +) = e 


Pero [x,) era una sucesión arbitraria que satisfacía las condiciones (8.14), por eso 
a (6.15) 


De esta manera, la función (1 + 1)'%, x + O, tiene en el punto O límites por la 
derecha y por la izquierda iguales al mismo número e. Por eso, existe su límite por 
ambos lados cuando x — O también igual a e (véase el p. 5.9). D 


Corolarlo 1. 
img 
s x hna 


y, en particular, cuando a = e 


a>0 ari (8.16) 


h(i + 
x 


En realidad, utilizando la continuidad de la función logarítmica (véase el 
teorema 4 del § 7), la continuidad de la composición de funciones (véase p. 5.16) y 
la igualdad (8.6) obtenemos 


Jin PL og, + Um log, Mm +9 loe = 


lim 


(8.17) 


(8.18) 


La función y = a" — 1 es estrictamente monótona y contínua en todo el eje real, 
ind +» 
ha 


por eso la función inversa x = es también estrictamente monótona y 
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continua cuando y > —1. Por cuanto, para x = Otenemos también y = 0, enton- 
ces las notaciones x — O y — Oson equivalentes (véase la observación 4al final del 
p. 5.16). Utilizaremos para el cálculo del límite (8.17) la regla del cambio de va- 
riables (véase el teorema 6 en el p. 5.16). Poniendo x = PEA, obtenemos 
2-1 S a A 


lim - E eh 
2. x ol +» In(l +y) 
7 


8.2. COMPARACIÓN DE FUNCIONES 


Como ya sabemos, la suma, la diferencia y el producto de funciones infinita- 
mente pequeñas son también funciones infinitamente pequeñas: no podemos, sin 


varnos a los casos más diversos, como se muestra en los ejemplos dados a conti- 
nuación de las funciones infinitamente pequeñas a(x) y (x) para x — 0. 
Scan, por ejemplo, a(x) = x y A) = x, entonces: 


j<- ME - 20. tm! 
ri e a 
n 80) 1 
Si a(x) = x, S(x) = 2x, entonces lim — = 2, y s'al) = x, B) = xsen— , 
BO oa x 


entonces el limite lim == no existe. 
s200) 


Todas las funciones que se analizarán en el futuro en este párrafo se suponen de- 
finidas sobre cierto conjunto X C R, por xy se entiende o bien un número: xy € R o 
bien uno de los infinitos œ, +0» o — œ. En el caso cuando xges un número, enton- 
ces xo es un punto adherente del conjunto X y, además, tiene sentido sólo en el caso 
cuando xy sea un punto de acumulación del conjunto X. Además, puede ocurrir que 
xp € X 0 xp € X. Lo último, a ciencia cierta, tendrá lugar si la función analizada 
tiene algún límite infinito en el punto xy, Si el punto xy es uno de los infinitos œ, 
+œ, — e», entonces, el conjunto X se supone no ,, superior o inferiormente 
respectivamente. 

Nos ocuparemos de la cuestión de la comparación de funciones en un entorno. 
del punto xo en particular, de la comparación de las funciones infinitamente pe- 
queñas e it grandes, estos casos son fundamentales. 

e O RTE E Oo 

(xy) del punto x, y la constante x > 0 tales que para todas las x € U (xp) N X se 
cumple a desigualdad 1/69! celso, 


entonces la función f se ilama acotada en comparación con la función g sobre 
U(x) N X y en este caso se escribe 

16) = 06). x- xo 
(se lee: f(x) es O grande de g(x) cuando x tiende a xo). 


me 
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Subrayemos que la escritura x — xy tiene aquí otro sentido que el usual: sólo 
señala que la propiedad analizada tiene lugar únicamente en un entorno del punto. 
xo; aquí no se habla de ningún límite. 

Lema 3. Si f(x) = p(x)2 (x), x € X, y existe el limite finito 


Ao Ka 
dias SÒ = OBW), Xx — xy 
DEMOSTRACIÓN. De la existencia del límite finito „lim p(x) = k por la pro- 


piedad 1 * de límites de funciones del p. 5.10 se deduce la existencia de un entorno 
U (xo) del punto xp, tal que la función p es acotada sobre U(x) N X, es decir, se 
tiene una constante c > 0 tal que para todos los x € U(xp) N X se cumple la des- 
igualdad Ip()! <c y, por consiguiente, la desigualdad 1/0)! = lQ)! 
12001 < elg. o igina que J0) = OGON. = Xo D 


Ejemplos. 1. le res | < Zeuango ixi < 1. 


o ) cuando = æ aque $ < B | cuando 121 >1l 
cha 


S = OU), x= xo 
significa que la función / está acotada en cierto entorno del punto xp, por ejemplo, 
182% a OC) cuando x — 0, ya que im $ = 2y, por lo tanto, la función E2 
x 

rada a a i a = de 
Definición 2. Sí las funciones f (x) y g (x) son tales que f = O(g) y g = OU) 
cuando x — xp entonces se llaman funciones de un mismo grado cuando x — Xp; 
escribe de la. 
iini JOTA o a gi), x= xo 


Este concepto tiene mayor contenido en el caso cuando las funciones f y g son o 
bien infinitamente pequeñas O bien infinitamente grandes cuando x — xy. Por 


ejemplo, las funciones a = x y 8 = x (2 + sen £ ) son infinitesimales del mismo 


Lema 4. Si existe el límite finito aL -ero entonces fix) = 


= Ex ro 
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DEMOSTRACIÓN. Por cuanto, cuando x — xp, está definido el limite de la frac- 

cion Z, entonces existe un entorno U(x) del punto xy tal que para todos los 

puntos x € U (xo) N X se cumple la desigualdad g (x) + O. Para estos x pongamos 
-w Le. 

Entonces fx) = P00E00y lim po) = k. Por consiguiente, según cl lema 3, 


JO) = OBW), x— xo 

Por cuanto o Lo + 0, entonces existe también un entorno U(x,) del punto 
xo al que para todos los x e U(x) N) X tendremos Z + 0 (véase la propiedad 
2° de los límites de las funciones en el p. 5.10), y por consiguiente /() + 0. Pa- 
ra ol pongamos vs, entonces gW) = YOW) y 
myw = E Por esto, da nuevo, poe el lema 3, gx) = OV). x — Xy O 


rx 
En caida de joo toos cio) = 3% yg(x) = senx”. Tene- 
800 _1 sen 
= -3 (8.1), el lema 4, las fun- 
mos im e = Am ga =g (ese (8.0), por eso según 
E DESEA . 
Definición 3. Las funciones f: X — R y 8: X — R se llaman equivalentes cuando 
x — xosi existe un entorno U = Uira del punto x, 7 la Sanción y: UN X- Rta- 
les que para todos los x e UM X tiene lugar la igualdad 


So = vd 0) (8.20) 
w lim p) = 1. (620) 
PEA 


Si se cumple la propiedad (8,21), entonces se encuentra un entorno U’ = U(x) 
del punto xg tal que para xe U’ N X se cumple la desigualdad p(x) + O (véase la 
propiedad 2 de los límites de las funciones en el p. 5.10). Suponiendo ¥(x) 5 
xe U’ N X vemos que las condiciones (8.20) y (8.21) son equivalentes a las condi- 
ciones 


20) =H, xeU NX, (8.20) 
AS (6.21) 


De esta forma, si las funciones f y g son equivalentes cuando x — xg entonces 
e o a EE E, Men 
de dos de simetría. 
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Señalemos que, como fácilmente se ve, la propiedad de las funciones de ser fun- 
ciones de un mismo orden también es una propiedad simétrica, y la propiedad de 
una función de ser "O grande" con respecto a otra ya no es simétrica. 


Ejemplos. 1. ¡E ~ a? cuando x — 0. En realidad, suponiendo e) = 


Mn —— e la 
6 .1+ 
2. a ~ 3? cuando x — o», En realidad, si p(x) = ¡zz entonces 


Ed Ed 
A E 

Las funciones f(x) y g (x) equivalentes cuando x — xy se llaman también asintó- 
ticamente Iguales cuando x — xy, La igualdad asintótica (equivalencia) de las fun- 
siones, se denota por el simbolo ~: 

10056) cuando x—xp e) 

De lo dicho anteriormente se deduce que si f ~ g cuando x — xp entonces 
g ~ f cuando x — Xy. 

Su que existe un entorno punzado Ú/(x,) del punto x, tal que para to- 
dos los xe Ú(x) N X se cumplen las desigualdades /(x) + Oy 80) + Oy en el ca- 
so de xp € X las funciones f y g, además, son continuas en el punto xy, Entonces, las 
condiciones (8.20) y (8.21) son equivalentes a la relación 


En efecto, está claro que estas relaciones, suponiendo que las funciones f y g no 
se anulan, se deducen inmediatamente de las condiciones (8.20) y (8.21). Viceversa, 


si ellas se cumplen, entonces es suficiente hacer e = LD, xe 009 N Xy si 


xy € X, entonces también p(x) = 1; entonces, evidentemente, para la función y se 
cumplen las condiciones (8.20) y (8.21). 


J~eyg~h cuando x- xy 6.23) 
S—h cuando xx (8:24) 
En realidad, de las condiciones (8.23) se deduce que existen un entomo 


U = U(xp) del punto x, y las funciones p: U N X — Ry y: UN X — R tales que 
para todos los x€ U N X tienen lugar las igualdades 


entonces 


8.2.Comparación de funciones 167 
AD = er) 20) = PIC) 

lim $6) = lim y0)=1, 

a 2. 


por esto 
SO = oh), 


donde Iim p0)Y() = 1, es decir, se cumple la igualdad asintótica (8:24). 


De los resultados del p. 8.1 se deduce que cuando x — O es válida la siguiente 
equivalencia de infinitésimos: 


x~ snx ~ tgx ~ arcsenx ~ arctg  ln(l +1, 


mos en forma de lema independiente. 
Lema 4. SI la función u(x) es tal que 
a) 0, (8.25) 


entonces, cuando x — Xy 
u(x) ~ senu(o ~ 19u() ~ arcsenu(x) ~ arctgu() ~ 
~ nfl + ug) ~ e 1, 
DEMOSTRACION. Mostremos, por ejemplo, que 
senu(x) ~ u(x) para X= Xy (8.27) 
donde u: X— R y lim u() = O. Definamos para todos losx e X la. función y 
X — R de la siguiente forma 
O o, 
e E 


1 s Wao 


(8.26) 


(6.28) 
y mostremos que 
da L (8.29) 
Para esto, dividamos el cónjunto X en dos subconjuntos 

X= kreX:u(9 0] y X= eX: u = 0). (8.30) 


Sean inicialmente los conjuntos X, y X, no vacios y xy un punto de adherencia 
finito o infinitamente alejado de cada uno de ellos. 


La función “EE? está definida sobre el conjunto X, y porel teorema sobre 
el límite de la función compuesta (véase el teorema 7 en el p. 


snug) 
A O im aE =. 


17) tenemos 


rex 


168 $ 8. Comparación de funciones. Cálculo de los limites 
Aqui fue utilizada una de las propiedades de los límites de las funciones: si la 
función (ento dado == tiene límite para u — uy por algún conjunto (en el 


caso dado para u — 0 por el eje numérico reducido en el punto v = 0), entonces 
tiene ese mismo límite para u = ug por cualquier subconjunto (véase el lema 6 en el 
p- 59). 
Sobre el conjunto X, la función y es idénticamente igual a 1, por lo que 
im 90) = lim i= 1. 
E ER 
De esta forma, sobre cada uno de los conjuntos X, y X; la función y cuando 
x — Xp tiene un mismo limite igual a 1, y ya que 
X=X U Xy 
entonces, cuando x — xo tiene cse mismo limite por todo el conjunto X (véase el Je- 
ma7enel p. 5.9), es decir, en el caso analizado la igualdad (8.29) está demostrada. 
Si uno de los conjuntos X, o X resulta ser vacío o el punto x, no es punto de 
adherencia (finito o infinitamente alejado) de uno de ellos, entonces la igualdad 
(8.29) tun tendrá Jagar ya que e eos ongoa dl timite de la foncón y cuendo 
A eo Kla T 0 Xy para 
Jos cutis la Igualdad del límite analizado a la unidad por elos establecida. 
As pues, la igualdad (8.29) está demostrada y ya que de (8.28) se deduce que pa- 
ra todos los x € U(xp N X tiene lugar la relación sen u(x) = pQdu(), entonces 
está demostrada la validez de la igualdad asintótica (8.27). 
Análogamente se demuestran las fórmulas asintóticas restantes de (8.26). D 
Definición 4. Sea f: X — R y a: X— R. La función a se llama infinitesimal 
cuando x — x, en comparación con la función f si existen el entorno U(x) del pun- 
to xp y la función infinitesimal para x — Xy, €: X — R: 


„1m e0) =0, (8.31) 
que para todos los x € U(x) N X tiene lugar 
al) = c0. (8.32) 


Si la función œ es infinitesimal para x — xpen comparación con la función f, en- 
tonces se 
a) = oV), x= xX 
(se lee "'a(x) es o pequeña de la función f(x) cuando x — xp"). 
Según esta definición, por ejemplo, la escritura a) = OC), x — xp" significa 
o 


nes a y (demás son continuas en el punto xp, entonces las condiciones 
(83D — 632 son equivalentes a la condicion 
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En realidad, al suponer que la función f es diferente de cero, la condición (8.33) 
se deriva directamente de (8.31) — (8.32). Viceversa, si se cumple (8.33), entonces 
es suficiente hacer a n 
55, nx 
w E 


y si xyeX, entonces, además, e(o) = 0, para que se cumplan condiciones 
(8.31) — (8.32). 

En el caso, cuando f(x) es infinitesimal para x — xp, entonces se dice que 
a = o(f) para x — xy es infinitesimal de orden superior que f. 

Pe quplo, E OUA aapa E n D Je que 


A E 
A a r aaa 


De igual forma, = o ($) yx = oc) cuando x— o. 

Señalemos que si f = 0(£) para x — xy entonces, como antes, f = O(g) para 
x — xp En realidad, sea = eg donde „Im e = O. Entonces, la función € = (3) 
está acotada sobre la intersección del conjunto X con cierto entorno U(x) del pun- 
to xp (véase el p.5.10: leGol <€ y, por consiguiente, 1/00! < clgQ0!, 

xe X N Ulxp. Esto significa que f = O(9), x — Xy, 

r Reuniendo los conceptos fundamentales introducidos en este punto obiendre; 

mos: supongamos que existen un entorno U = U(x) del pumo x, y una función 
e: UN X— R tales que 


SO = edo, 


entonces 
si la función p(x) está acotada sobre U, entonces f(x) = O(g 6d); 
si iim 960 = 1, entonces f) ~= g0), x — X 


si lim 000) = 0. entonces f0) = oW), x — xoi 


iai 1. Sea 8 = Ola?) cuando x — xp im = 0. Demutstrese que enton- 
ces, B = o(a) cuando x — xp- 


Utilizando las igualdades con los simbolos O y o se debe tener en cuenta que és- 
tas no son igualdades en el sentido común de la palabra. Así pues, si 
a, =0(8) cuando x—=xy 07 =0(8) cuando x- Xp 
entonces sería errónco hacer de aquí la conclusión de que a, = a, como en las 
tec cian Por ejemplo, x? = 0(x) y x? = o(x), cuando x — 0, pero 
+ 
De forma análoga, si 


S+04)=8 +04) cuando x- Xy 
entonces sería erróneo hacer la conclusión de que f = 8. 
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Es que un mismo símbolo OY) o 0(4) puede denotar distintas funciones concre- 
tas, Esta circunstancia está relacionada con que al definir los símbolos OQ) y oU) 
introducimos clases completas de funciones, que presentan determinadas propieda- 
des la clase de funciones acotadas en un entorno del punto x, en comparación con 
la función f y la clase de funciones infinitamente pequeñas en comparación con f(x) 
cuando x — xp) y sería correcto escribir no a = OU) y a = of sino a € OU) y 
a € 0/). Sin embargo, esto nos llevaría a una mayor complicación del cálculo con 
las fórmulas, en las cuales se encuentran los símbolos O y o. Por eso, conservaremos 
la notación anterior a = OY) y a = 0(/) pero vamos a leer siempre estas igualda- 
des en correspondencia con las definiciones dadas anteriormente, sólo en un sen- 
tido, de izquierda a derecha (si, claro está, no se acuerda otra cosa). Por ejemplo, la 
notación 


a=0U), xx 
significa que la función a es infinitesimal en comparación con la función / cuando 
X — Xo, pero de ningún modo que cualquier infínitésimo en comparación con f es 
iguala a. 
En calidad de ejemplo para la utilización de estos símbolos demostremos la 
igualdad 
ocn = oU), (8.34) 
donde c es una constante. 
Por lo dicho, es necesario mostrar quesi g = o (cf), entonces g = 0(/), Bfecti- 
vamente, sig = o(cf), entonces g = ecf donde „lim, £(+) = 0. Hagamos z, = ce, 


f. donde, evidentemente, im 2,60) = 0 y esto significa que 


entonces g = 


g= o0). 0 

En conclusión señalemos que lo dicho sobre la utilización de los simbolos o y O 
no excluye, claro está, que fórmulas aisladas con estos símbolos puedan resultar 
lidas no sólo cuando se les lee de izquierda a derecha sino también de derecha 
quierda, así que la fórmula (8.34) para c + Oes válida cuando se lee de derecha a iz- 
Quierda. 


Ejercicios. Demuéstrese que si a es infinitesimal para x — xp, entonces para x — xp; 


2, 0(0%) = o(a), 6. ola +2) = ola), 

3. o(a)-O(a) = 

= ol), 1. Pla) = olè), 

4. o(a) + o(a) = 

= o(a), $. Ola) + ola) = Ola) 

3, aola) = ota), (€ es una constante), 
9, o(o(a)) = ola), 

10. O(O(a)) = O(a), 


11. Si 181 < o(a) entonces 8 = o(a). 
12. San lim J(O = a yf) + a para £ = Den un entorno del punto £ = b. Demuts- 


tese que entonces, si p(x) = oly] cuando x — a, entonces e/(0) = o(4L/(0I) cuando 
1— b; y si pd) = OIVO) cuando x — a, entonces e1/(0] = O(YU/UN) cuando t — b. 


83. Funciones equivalentes m 
3.3. FUNCIONES EQUIVALENTES 
Si la función f(x) se sustituye con algún objetivo por g0), entonces la diferencia 


160 — 500 e lama error absoluto y la razón ZC? = EC, error relativo de ta susti- 
tución dada. Si se estudia el comportamiento de la función f(x) cuando x — x, en- 
tonces a menudo es conveniente sustituirla por una función g¢) tal que 11) la fun- 
ción g(x) en un sentido determinado cs más sencilla que la función f(3); 2) el error 
absoluto tiende a cero cuando x — xy: 

Mo VO) — 8091 = 0. 


En este caso se dioe que g(x) aproxima la función f(x) en las cercanías del punto 
Xp, Por ejemplo, todas las funciones infinitamente pequeñas / y g para x — xptienen 
esta propiedad. 

Más adelante será demostrado que entre todas ellas sólo les que son equivalentes 
entre sí 
80) ~ SO) Xx Xp 


tienen la propiedad de que no sólo el error absoluto f(x) — g(a), sino también el 


z= fo) 
En este sentido, las funciones equivalentes a la función dada la aproximan mejor 
que otras funciones. 


Por ejemplo, las funciones x, 5 x, 2, 10x son infinitesimales cuando x — 0 al 


igual que sen x y, por eso, los errores absolutos, cuando se cambia sen x de cada una 
de ellas, tienden a cero cuando x — 0: 


lim enx- x) = im (nx 32) = lim (senx — 29) = lim (senx — 10x) = O. 
Pero sôlo una de todas las funciones mencionadas anteriormente, precisamente 


g(x) = x tiene la propiedad de que el error relativo en la sustitución senx de esta 
función tiende a cero cuando x — 0: 


im E se, (1-5) =0 
O T Senz, 


La tendencia del error relativo C2 = EČ? cero cuando x — xy se puede cscri- 


bir usando el simbolo ”o pequefia“" 
S- 800) = 00), x= ty 


Enunciemos la propiedad característica mencionada de las funciones equivalen- 
tes en forma de teorema. 
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Teorema 1. Para que las funciones f: X — R y g: X — R sean equivalentes 
cuando x — x es necesario y suficiente que para x — x, se cumpla la condición 


IO = 860) + oeo). (635 
DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. pa ms jarli 
definición 3, existen un entomo U = y una función 
9. UN X = R tales que para todos los x€ U A x Cumplen ls condiciones 
Y I = edo 
AS 


Entonces oe 


LO) — 800 = v080) — E0) = 190) — g) = eea), 
donde e6) = 99) — 1, xe UN X, y por esto lim £(x) = O. Esto significa que 
EEO) = ole), X — Xo es decir, tiene lugar (8.39). [a] 
DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Si se cumple la condición (8.35), entonces, 
por a definición 4, exitos un mtoro U = UGS) de punto x, y une función 
e; UM X — R tales que para todos los x e U N X se cumplen las condiciones 


S = 200 + eb0800 y o 
entonces f(x) = [1 + staat -+ veds À, donde vt) =1+0e0xceUNX, 
y por esto „lim, p(x) = 1. Esto significa quef ~ g, x — Xp O 
Ejemplo. asx mt o (Bao 
En efecto, por elteorema 1, es suficiente mostrar quectgx ~ + , x — 0. Esto se 
deduce inmediatamente de (23): 
lia SSX ti 1, 
amo 1 ox 
z 
En el caso cuando existe un entorno reducido Ú(x,) del punto xy tal que las fun- 
ciones f: X — R y g: X — R no se anulan sobre la intersección (xo) N X, el 
teorema 1 es equivalente a la afirmación de que las funciones f y g son equivalentes 


cuando — xy si y slo siel error relativo 2910 o por la simetria del con- 


cepto de equivalencia de las funciones, la relación 
cuando x — xy 

Corolarto. Sea iim EÈ = e + 0. Entonces g ~ fy g0) = SO + OVH) 
cuandox = xy 0 


DemostRacION. Si, lim BO = e + 0, entonces | tim 2O — 1, y por tanto 
8 ~ ef cuando x — xy. De aqul, por el teorema 1 tenemos g(x) = f) + o(9CO), 


tiende a cero 


8.3. Funciones equivalentes n 


de donde (véase el final del p. 8.2) 809 = SH) + oG), x — xy O 
Teorema 2. Sean f) ~ $,00 y 200 ~ 8,(%) cuando x — xy Entonces, si existe 


(6.36) 
entonces existe también lim 
tim LA Ae, (8.3 
zmaga) =- žog) 02% 
A LY 8-8 
existen un entorno U = U( las funciones y: FS ya e Unx- TR 
tales que cuando xe U N X a bagar las igualdades 
IO = Ph 
B0) = 400800 


= im -i 
im 0 = myw 


Además, por cuanto existe el límite (8.36), entonces se encuentra un entorno 
u- Uxo del punto x tal que Ia función IC estaré definida sobre el conjunto 
U, N X y, por consiguiente, por doquier, sobre este conjunto se cumplirá la des- 
igualdad g) + O. Por cuando £60 = Y098,00 y „lim y(x) = 1, entonces se 
encuentra un entomo U, = Uœ) C U; del punto xp tal que para todos los 
x e U, N X se cumplirá la desigualdad YG) + O (véase la propiedad 2 de los 
límites de las funciones en el p. 5.10), y por lo tanto, la desigualdad g0) + 0. 


Por est, la función 202, cu definida sobre el conjunto U; N X y tene sentido 


hablar de su límite en el punto Xy. 
Ahora tenemos: a +62) 

2 a im A o 
im PO 208,0 "<= oG) 


Por cuanto ambos miembros de la igualdad (8.37) son equivalentes, entonces, 
del teorema demostrado se deduce que el límite del primer miembro existe si y sólo si 
existe el límite de segundo miembro y en el caso de que existan ambos, coinciden. 
Esto hace muy cómodo la utilización del teorema 2 en la práctica: se le puede utili- 
zar para el cálculo de límites, sin saber a priori si existe o no el límite en cuestión. 


A 
lim - = 
Ekgo "ry 


Bjercicio 13. Demotstrese Ia igualdad (1.34) en el caso, cundo limite, lo, ZOS, es 
iguala 


+ao-o. 
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8.4. MÉTODO DE EXTRACCIÓN DE LA PARTE PRINCIPAL 
DE LA FUNCIÓN Y SU APLICACIÓN EN EL CÁLCULO DE LÍMITES 

Sean dadas las funciones a; X — R y 8: X — R. Si la función $ para todos los 

x€ X es representable en la forma 
BW = aQ) + o(a(0), x= xo 

entonces, la función a se llama parte principal de la función £ cuando x — xy 

Ejemplos. 1. La parte principal de la función senx cuando x — Oes igual a x, ya 
que senx =x + o(x) cuando x — 0. 

2.SiP,(x) = a,x" +... + aX + ay a, + O, entonces la función a,x” es la 
parte principal del polinomio P, (x) cuando x — œ, ya que P, (x) = a,x” + o(x") 


: X — R, entonces su parte principal cuando x — xg no 
se define univocamente: según el teorema 1, cualquier función a equivalente a 8 
cuando x — x es su parte principal cuando x — xy. Por ejemplo, sea $ = x + x? + 
+ xò. Por cuanto, por un lado x? +x? = o(x) cuando x— 0, entonces 
B = x + o(x) cuando x — O, y por otro lado, x? = o(x + xò, cuando x — 0, 
entonces 8 = x + x? + o(x + x?) cuando x — 0. En el primer caso como parte 
principal puede considerarse a = x, enel segundo a = x + x”. No obstante, si nos 
planteamos un tipo determinado de parte principal, entonces, si se elige acertada- 
mente, se puede lograr que la parte principal del tipo señalado quedará definida 
univocamente. 

En particular, es válido el siguiente lema. 

Lema 5. Sean X C R, xg € R y xq un punto de acumulación del conjunto X. Si la 
Junción B: X — R posee para x — x, una parte principal del tipo A(x — xp*, 
A» 0, donde A y k son constantes, entonces entre todas sus partes principales de 
tal tipo ella está “definida de modo único. 

En realidad, scan para x — xy 


BG) = Alx = xo)" + olx = x"), A +O, 
BOO = Ax — xo" + ol xo"), A ao. 


Entonces 81) = A(x — x9, 86) ~ A(x — x)! cuando x — xg x€ X. Por es- 
ETT A rior Pi + 


nm AE A o ot 
$ A o 


Que es válido sólo en el caso de A = A; yk = ky. O 
El concepto de parte principal de una función es útil, en el estudio de infinitési- 


punto dado, salvo los infinitésimos de orden superior. Por ejemplo, si £ (x) se logra 
presentar de la forma S(x) = A(x — xp)! + o((x — xp)*), esto significa, que salvo 
los infinitéximos de orden superior que (x — x)" cuando x — xyelinfinitésimo 869 
se comporta en el entorno del punto xy como la función potencial A(x — x). 


3.4. Método de extracción de la parte principal de la función 1s 


Mostremos en los ejemplos. como el método de extracción de la parte principal 
de los infinitésimos se aplica en el cálculo de los límites de las funciones. En este 
proceso serán ampliamente utilizadas las relaciories de equivalencia obtenidas en 
(8.26). 
Supongamos es exige hallar el límite (significa demostrar también que existe) 
IQ + +) + arsenide — s 
1-0 (e 
Utilizando la equivalencia demostrada anteriormente (véase (6.26) 
In(1 + u) ~ u cuando u — O tenemos in(1 +x + x?) ~ x + x? cuando x — 0, 
por eso (véase el teorema 1)In(l + x + x°) =x + x? + o(x + a). Sin embargo, 
o(x + x?) = ox) (por qué?) y x? = o(x) cuando x — 0, por lo tanto 
In(l + x + 12) = x + 0(%) cuando x — 0. 
Más adelante, arcsen 3x ~ 3x y como consecuencia de esto 
arcsendx = 3x + 0(30) = dx + 000). 


Es evidente también que dl 


De la igualdad asintótica sen2x ~ 2x obtenemos 
sen2r = 2x + 0(2x) = 2x + oQ) 
de 1g?x ~ x? tendremos 
tgx = x? + 000) = 00) 
y de (e* — 19% ~ x* de forma análoga 
(e Dm xt + og) = oQ). 
Todas estas relaciones se cumplen cuando x — 0. Ahora tenemos 
In(1 + x + x?) + arcsendx — Sx? = 
= x + ol) + 3x + o0) — o) = 4x + 0(0, 
sen2x + tg?x + (e — 1)? = 2r + 0(%) + oQ) = 2x + ol), 
por eso 
UmU tx + + arsena — Se 
x-0 eze + igx + (e = IF 
Pero 4x + 0(%) ~ 4x y 2x + 0(x) ~ 2x cuando x — 0 y por lo tanto, por el 


pel 
toD. po 
o Br 
De esta manera, el límite buscado existe y es igual a 2. 
En el cálculo de límite de funciones con ayuda del método de extracción de la 
parte principal se debe tener en cuenta que en los casos no estudiados en el p. 8.3, 
no se pueden sustituir en general, los infinitésimos por sus equivalentes. Asi, por 
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ejemplo, al buscar el limite dela expresión lim 2 seria un error sustituir la 
función sen x por la función x equivalente cuando x — 0. El método natural de reso- 


lución de problemas semejantes será dado en 13.4. 
Para la búsqueda de límites del tipo u(x)"%” es conveniente hallar el límite de sus 


logaritmos. Veamos un ejemplo semejante. Hallemos el límite lim cos™^? 2x, Ob- 


servando que q 
costae m eluc/tan am 


vemos que debemos calcular el limite 
Vâ = im PSX n L In — sen?2x) 
i e - 


Ya que 
In(l — sen?2x) ~ =sen?2r ~ —(2 = =A, 
entonces de aquí, por el teorema 2 de este párrafo, tenemos 
1 yim BO — sen 220 ae 


1 
e E 


de esta forma 


Incas 2 =-2 


Por la continvidad de la función exponencial de (8.38) tenemos 
lim cos 1/92 = 


0 
El método de cálculo de los límites con ayuda de la extracción de la parte princi- 
pal de una función es muy cómodo, sencillo y, además, un método bastante general. 
Algunas dificultades en su aplicación están relacionadas, por ahora, con que 
todavía no hay un método suficientemente general de extracción de la parte princi- 
pal de la función. Esta dificultad será eliminada más adelante (véase el $ 13). 


Ejercicios. Calcúlense los límites: 


da. ES o E ción Es al 
ETE oz 
acer la sustitución x = $ 
E ve 
15. lim 1 20. tim (22), 
00 + tgx) x= 0 \ cos2x, 
e-v a. ia (52) 
z Sa 
(a,b>00,b +I) 
E OA 2 ima + atar 
n 3 ES 
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ha + e) æ) A 
AA A (5 
(1>08>0. 


$ 9. DERIVADA Y DIFERENCIAL 


9.1. DEFINICIÓN DE DERIVADA 


Definición 4. Sea la función y = fW) definida en cierto entorno del punto 
xp € R y sea x un punto arbitrario de este entorno. Si la relación 
Ta Je) 
xx 
tiene límite cuando x — xy, entonces este límite se llama derivada de la función f en 
el punto x, 0, lo que es lo mismo, para x = x, y se denota por f (xp: 
Loam 12-19, e 
Si introducimos la notación x — xy = Ax, entonces la definición (9.1) se escribe 


en la forma Ss 
709 = pm [+29 169, 


Suponiendo fixy + Ax) — fix) = Ay, omitiendo las notaciones del argumen- 
Me rica Ar a and nd obtenemos otra notación de la defi- 
nición de derivada: S Pe 
y= ma 
Po 
Si para algún valor de xy existen los límites 


Ay ay 
O bien Jim ZZ = o, o bien lim a 4 0, 


o bien lim 2 = —œ, 
entonces se dice que cuando x = xp existe la derivada infinita, respectivamente, de- 
rivada infinita de signo igual a +œ 0 00. 


En el futuro, por la expresión “la función tiene derivada” entenderemos 
siempre la existencia de derivada finita, si no se acuerda lo contrario, 

Definición 2, Si la función f está definida en algún entorno a la derecha (o a la iz- 
quierda) del punto xy y existe el límite finito o infinito (de determinado signo) 

A A enonoes se denomi- 
ar +0 ar uzo ar 
na respectivamente derivada finita o infinita a la derecha (izquierda) de la función f 
en el punto x, y se denota por f , (xo) (0 f- (x). 

Las derivadas a la derecha y a lo izquierda se llaman derivadas unilaterales. 

Del teorema sobre los límites unilaterales (véase el p. 4.5) se deduce que la fun- 
ción f(x), definida en un entorno del punto xy tiene derivada f” (xp) si y sólo si f(x) 
Y Sp) existen y f(x) = f Axo). En este caso, f (x) = (xp) = Sp). 
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Y leaa 

Éi cálculo de la derivada de una función se llama derivación. 

Ejemplos. 1. y = ¢ (c es una constante). 

Ya que ay = € — € = 0, entonces Jim 2” = 0 y de esta forma 
v=o 

2. y = senx. Tenemos 


A (x + EE) mo S, 

pare 
at 
ay 2 


-ma (++ 7) e 
Y 
De esta forma 
(senx)” = cosx. 
3. y = cosx. Ya que 
Ax 


ay = coste + a = cosx = asen (+ E sea 


entonces tendremos 


m 
a nt 


De esta forma pi =a 


4, y = a. Tenemos Ay = 0 + ê — al = ara" — 1) y por eso 


De esta forma (a")' = a*lna y, en particular, 
Ey = e 
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La última igualdad demuestra que el número e tiene una notable propiedad: la 
función exponencial con base e tiene derivada que coincide con la misma función. 
Con esto se explica que en el análisis matemático en calidad de base de las potencias 
y de base de los logaritmos se utiliza preferentemente el número e. Esto es muy có- 
modo, ya que simplifica los cálculos. 

$. y = x”, n es un número natural. Utilizando la regla de elevación del binomio 
a una potencia, hallamos 

day = (+ AN" = m7 lar + 
de donde, cuando Ax + 0 

APA ar, 
ar 7 
Ya que cuando Ax — 0 todos los sumandós de la parte derecha que contienen al fac- 
ay 


tor Ax a una potencia con exponente natural, tienden a cero, entonces Jim TE = 


nía 


Aa 4 a, 


= mx” ~ \; de esta forma 


wy =ne 
Más adelante veremos que esta fórmula es válida cuando n es un número real ar- 
bitrario. 


92. DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN 

Definición 3. La función y = f(x), definida en cierto entorno U(x) del punto 
xp € R se llama diferencioble cuando x = Xy si su incremento en este punto, es de- 
+ Ay = fx + 40) — SO), xo + Axe UM. 
es representable en la forma 

Ay = AGx + alar) 02) 
donde A es una constante”, y 
a(ax) = o(dx), Ax—0. 

La unción lineal Ax (de la variable Ax) se llama diferencial de la función f en 
el punto xp y se designa por d/(x). 0, más brevemente, por dy. 

De esta forma 


Ay = dy +0(4x), Ax — 0, 03 
dy = aax. 049 


Dicho de otra forma, la diferenciabilidad de la función f en el punto xy significa 
que la función 


+ Para un xy dado la constante A es cierto número, que no depende de dx; naturalmente, 
cuando varía el punto x, el número A en general varía. 


12 
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alax) = Ay — Abx, xp + Axe Ult, 
alax) = e(ax)ar, 


Jim paw = 0; 


además, ya que a(0) = 0, entonces el valor de la función e(Ax) para Ax = Ono se 
determina a base de la igualdad a(x), = e(4:)Ax, es decir, la función c(Ax) está 
definida sólo'en el entorno reducido Ú(x) del punto xy, y, por lo tanto, el límite 
¿Lim £(Ax) se entiende en e sentido del límite por este entorno reducido Uno. 


Es evidente, que es válida también la afirmación inversa, si para Ax +0, 
xp + Axe U(x, el incremento Ay de la función f en el punto x cs representable en 
la forma 

Ay = AAx + s(Ax) Ax, 
donde 
lim e(a% = 0, 


ano 
entonces la función f será diferenciable en el punto xy. En realidad, si en este caso 
hacemos 


alan 


e(ax)Ax cuando Ax +0, 
O cuando Ax=0, 


entonces es evidente que la igualdad (9.2) se cumplirá para todos los Ax tales que 
xy + Axe Ub). 

Señalemos que la diferencial dy = A Ax como cualquier función lineal, está de- 
finida para cualquier valor Ax: —œ < Ax < +00, mientras que el incremento 
Ay = f(x, + Ax) — f(x), naturalmente, se puede analizar sólo para tales Ax para 
los cuales x, + Ax pertenece al dominio de la función f. 

SIA + 0, es decir, si dy % O, entonces la diferenciabilidad de la función en el 
punto xpsignifica que salvo los infnitésimos de orden superior que el incremento del 
argumento Ax, el incremento de la función Ay es una función lincal de Ax. Utilizan- 
do la terminología del p. 8.4, se puede decir que la parte principal del incremento de 
a función Ay en el punto xy es una función lineal con respecto a Ax; además, el 
incesto Ay y la ifrncal dy sun infla covalentes cundo 4 — 0 

Si, además, A = O, es decir, dy = 0, entonces Ay = o (Ax) cuando Ax — 0. De 
esta forma, cuando A = 0, el incremento Ay es un infinitésimo de orden superior a 
Ax cuando Ax — 0. 

Para mayor simetría de la notación de la diferencial, el incremento Ax lo deno- 
tan por dx y lo llaman diferencial de la variable independiente. De esta forma, la di- 
ferencial se puede escribir ca la forma. 


dy = Adx. 


9.2. Diferencial de una función m 
Ejemplo. Hallemos la diferencial de la función y = x°. En este caso, 

Ay = (x + AP = 0 atar a + (a 
pr Ay = Aupa mehan AE Aa 


MAIS mn xy 6.9 

Asi, si la función /(x) es diferenciable en el punto x,, entonces salvo los infinité- 

simos de orden superior a x — xo en la cercanía de x,, es igual a la función lineal; 

dicho de otro modo, en este caso, la función fen el entorno del punto xọ se compor- 
ta “casi como una función lineal” 


Yo + AQ xo)» 
con la particularidad de que el error en la sustitución de la función / por esta fun- 
ción lineal será tanto menor, cuanto menor sea la diferencia x — xp y más aún, la 
relación de este error por la diferencia x — xy tiende a cero cuando x — Xy. 
Si la función / es diferenciable en cada punto de un intervalo, su diferencial es 
una función de dos variables: la variable del punto x y la variable de: 
dy = Aldx. 
“Aclaremos, ahora, la relación entre diferenciabilidad en el punto y existencia de 
la derivada en el mismo punto. 
A AA 
suficiente que tenga en este punto derivada y, además, 
dy =f jar. 09 
DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea la función f diferenciable en el punto xy. 
es decir, Ay = AAx + o(4x), Ax — 0. Entonces 


Zar Iim 2, 


amor ao Ax 
E h p aeda aea De aquí dy = f (xJdx. 
DEMOSTRACIÓN DI a gun q que existe la derivada (xp), es 


decir, existe el limite Mm Z = f (x9. Entonces 


Z 109 +w 
donde lim e(Ax) = 0 y para Ax + 0. 
ay = f gax + efaa. on 


Ya que s(Ax)Ax = o(Ax) cuando Ax — Oel hecho de que se cumpla la igualdad 
(9.7) significa la diferenciabilidad de la función f en el punto xy. O 
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Subrayemos que en el teorema 1 se habla de la derivada finita. 

De esta forma la diferenciabilidod de la función f(x) en el punto xyes equtvalen- 
te a la existencia en este punto de la derivada finita f (x). 

De lo demostrado se deduce que el coeficiente A, que aparece en la definición de 
la diferencial (véase (9.4)), se determina univocamente, precisamente A = f (x); 
de esta forma también la diferencial de la función en el punto dado se determina 
unfvocamente. Esto, además, se deriva también del lema del p. 8.4 sobre la unicidad 
de la parte principal del tipo A(x — x)* de una función infinitesimal. 


De la fórmula (9.6) hallamos y” = Š, Ei segundo miembro es una fracción, cu- 


yo numerador es la diferencial de la función y el denominador, la diferencial del ar- 
gumento. 

La fórmula (9.6) permite hallar las diferenciales de las funciones, si sus deriva- 
das son conocidas, Asi, por ejemplo, utilizando las derivadas halladas en el p. 9.1, 
obtenemos: 


de =0 (ces una constante), doosx = —senxdx, 
dsenx = cosxdx, de" = a'lnadx, 
en particular, de = etdx 
dx" = me? -idx (n es un número natural). 


Como conclusión aclaremos la relación entre la diferenciabilidad y la conti- 
nuidad en un punto dado, 

Teorema 2. SI la función J es diferenciable en un punto, entonces es continua en 
este punto, 

Corolario. Si la función en algún punto tiene derivada, entonces es continua en 
este punto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea la función f diferenciable en el punto xp, es decir, en este 
punto Ay = AAx + o(Ax) cuando Ax — 0. Entonces 


IS apao = 


lo que significa la continuidad de la función f cuando x = xy O 

El corolario se deriva directamente de los teoremas 1 y 2 

Prestemos atención a que si la función tiene en el punto derivada infinita, enton- 
ces puede ser discontinua en ese punto. 


Ejercicio 1. Constrúyase un ejemplo de función que tenga en algún punto derivada infini- 
ta y sea discontinua en ese punto. 


Observemos que la afirmación inversa al teorema 2, no es cierta, es decir, de la 
continuidad de la función f en el punto dado no se deduce su diferenciabilidad, o, lo 
que es equivalente (véase el teorema 1), la existencia de la derivada en este punto. 

Citemos ejemplos que reafirmen esto. 

1. La función f(x) = Ixl, evidentemente es continua en el punto x = 0 (como 
en todos los demás), pero no tiene derivada en este punto. 
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FIG. 36 


En realidad, cuando x > 0 tenemos y = ixl = x, por eso para el punto xy = 
obtendremos Ay = Ax. Por lo tanto 

ay 

sm- B 


De forma análoga, cuando x < O tenemos y = lx] = —x, por eso para el pun- 
10 xp = Oen este caso obtendremos Ay = — Ax, Por lo tanto 


Con esto queda demostrado que la función (x) = Lxi no tiene derivada cuando 
x = 0, sin embargo, en este punto existen las derivadas tanto por la derecha como 
por la izquierda. 

Señalemos, además, que cuando x>0, tiene lugar la igualdad 
(xI) = x’ = 1, y cuando x < O, respectivamente, (1x1) = (=x)' = — 1; por 
eso, para cualquier x + O es válida la fórmula 

ixi’ = sigax, 

El ejemplo sigulente muestra que una función puede no tener ninguna derivada 
unilateral en un punto de continuidad, 

2. Sea 1 


(fs. 39. Entonces, en el punto x= 0 tenemos Ay = Axsen-$ de donde 
lay < laxl y, por eso, Jim Ay = 0, es decir, la función analizada es continua 
cuando x = 0. Simultáneamente 2 = sen =, y por cuanto sen! no tiene en el 
punto x = O límite por la derecha, ni por la izquierda (véase el ejemplo 2 en el 
P. 44), entonces para la función Jl) no existen Ias derivadas unilaterales cuando 


194 $ 9. Derivada y diferencial 


Ejercicio 2. Introdúzcase el conoepto de diferenciabilidad de una función por la derecha 


(por la izquierda) en un punto dado y demuéstrese que la diferenciabilidad por la derecha (por 
existencia, en este punto, de la derivada por 


Si la función f tiene derivada en cada punto de cierto intervalo (es diferenciable 
en cada punto de ese intervalo), entonces se dice que la función f tiene derivada, o 
que ella es diferenciable sobre el intervalo indicado. 


9.3, SENTIDO GEOMÉTRICO DE LA DERIVADA Y LA DIFERENCIAL. 
Los conceptos de derivada y de diferencial de una función en un punto dado es- 


Sea la función y = f(x) definida sobre el intervalo (a, b) y continua en el punto 
(a Sen yo = JU) Ma = (o 70) o + Axe (0,0). Ay = Jl + AN) = 
. TEREA 

la secante MoM (fis. 37). Ella tiene la ecuación 


y = KAD xo) + Yor 03) 


klax) = E. 0.9%) 
Mostremos que cuando Ax — O la distancia IMM | desde el punto Mp hasta el 
punto M tiende a cero (en este caso se dice que el punto M tiende al punto My y se 
escribe M — Mp). En realidad, por la continuidad de la función /, cuando x = xy. 
tenemos lim Ay = 0. Por lo tanto, cuando âx — 0 


IM MI = VE + a 0. 
Definición 4. Si existe el limite finito lim K(Ax) = kọ entonces la recta, cuya 
y = kat- xo) + Yo 0.10) 


FIG. 37 
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FIO. 38 


se obtiene de la ecuación y = k(Ax)(x — xp) + Yo cuando Ax — t (fig. 37), se Ila- 
ma tangente (oblicua) a la gráfica de la función J en el punto (xp, Y). 
Si lim k(x) = 0», entonces la recta (fig. 38) cuya ecuación 

x=x 9.11) 
se obtiene para Ax — O de la ecuación de la secante escrita de la forma 
AAA 
að Xo + paag * loma tangente (vesical) a la gráfica de la función f 
en el punto (xo, Yo). 

Las rectas (9.10) en el caso del limite finito lim k(Ax) y (9.11) en el caso, cuan- 
do este limite es infinito, se llaman posiciones límite de la recta (9.8). Por esto, la de- 
finición de tangente dada anteriormente con relación a la gráfica de la función se 
puede parafrascar de la siguiente forma. 

La posición límite de la secante MoM cuando Ax — 0 0, lo que es lo mismo, 
cuando M — Mp, se denomina tangente a la gráfica de la función f en el punto M 

Observemos ahora que en virtud de la igualdad (9.9) la existencia del limite finl- 


P significa 1a existencia de la derivada finita (x) ak 


to lim k(Ax) = im 
an an 


Por lo tanto, si la función fen el punto x, tiene la derivada, entonces la ecuación de 
la tangente a la gráfica de la función en el punto (xp. fxg) tiene la forma 


yaf adk- +I, (9.12) 
donde yọ = fxg. Si Jim $ = æ, es decir, Y (x9 = œ, entonces por (9.9) 


„dim (Ax) = œ y, por lo tanto, (véase (9.11), la ecuación de la tangente será 


x= Xx 


Lol 


FIG. 40 


Como es conocido dela prometía analitica, el coeficiente f- (xy) en a ecuación 
(0.32) es igual a la tangente del ángulo (véase la fig. 37) que la recta analizada forma 
con el sentido positivo del eje Ox: 

Su) = tga, 


es decir, la derivada de la función en un punto es igual a la tangente del ángulo entre 
la agente nel punto correspondiente e la gáica de la fonción y eleje de las ab 


T primer vomando del prime miembro dela cuacón O e desir, la expre- 
sión f (xx — xp) = f (xJax, Ax = x — xo, es la diferencial dy de la función f 
en el punto xy, Por lo tanto, según la 9.12) 

I-I" d, 
donde y es ordenada variable de la tangente. De esta forma la diferencial de la fun- 
ción en un punto dado, es igual al incremento de la ordenada de la tangente ea el 
punto correspondiente de la gráfica de la función. 
z 


OBSERVACIÓN. Si en el punto xy existe el limite infinito lim, Z> = œ, entonces 


En este caso, cuando x = xy exito la destada ini 
y la gráfica de la función y = f(x) en el entorno del 
punto xy tiene la forma esquemáticamente representada en las figs. 39 y 40, 


Es posible también el caso, cuando limite Jim, 22 = co no es infinito de un 


Signo tcrminado y, por la tanto, en ee punto no eriste destada Pia alain 
de signo determinado, sino Stio f Gx) = «e. Eto, por jemplo, pued ocu, dl 
en el punto xp existen derivadas unilaterales infinitas de diferentes signos. Entonces, 
en el entorno del punto xp, la gráfica de la función tiene la forma esquemáticamente 
en las figs. 41 y 42. 

Ejemplo. Hallemos la tangente a la parábola y = x7en el punto (1; 1). 

De acuerdo con el p. 9.1 (véase el ejemplo 5) y” = 2x, por eso yl, = 2, 
Según la fórmula (9.12), la tangente buscada tiene la ecuación y = 2x — 1) + 1, 
es decir, y = 2x = L 
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si 


z] 57 


FIO, 41 FIG. 42 


Si la función f es diferenciable en el punto xp, entonces, sustituyendo en la fór- 

mula (9.5) A = f (xp) (véase el teorema 1 del presente párrafo), tenemos 
LO = Y AS AJA AD AR). Am Xp 
y según (9.12) Orang = S XD — xp) + yo) obtenemos 
SO — Yung "OD, X= Xp 

De esta forma, la tangente oblicua a la gráfica de la función tiene la propiedad de 
que la diferencia de las ordenadas de la gráfica y esta tangente es un infinitésimo de 
“orden superior para x — x, en comparación con el incremento del argumento. 

Al contrario, si existe una recta no vertical 


Ye = AUX) + Yy 0.13) 
que pasa por el punto (xp, yọ), y tal que 
LO) — Y gg =O- ax) A Xp (9.14) 


entonces, esta recta es la tangente a la gráfica de la función en el punto (Xy, yọ). En 
realidad, en este caso, 
F) = MA = xp) + yol = olx — xo) 

adeis Ayaa- Akg + o=), X y 
poro tanto, Ia función / es diferenciabie enel punto xo (véase (9.2) y A = 7 (x) 
(véase el teorema 1), es decir, la recta indicada coincide con la tangente (9.12). 

De esta forma, la condición (9.14) es necesaria y suficiente para que la recta 
(9.13) sea la tangente oblicua a la gráfica de la función f(x) en el punto (ea 
aqui, en particular, se deduce que sí existe la recta (9. 13)con la propiedad (5.14), en- 
tonces ella es única (lo último se deriva, por ejemplo, de que la diferencial de la fun 
ción es única, o de que la tangente a la gráfica de la función en el punto dado es úni- 
ca). 


9.4. SENTIDO FÍSICO DE LA DERIVADA Y DE LA DIFERENCIAL. 


Sea la función f(x) definida en un entorno del punto xy, Utilizaremos, como an- 
teriormente, las notaciones Ax = x — xp, Ay = (xp + Axp) — (Xp). Sea, para 
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mayor exactitud, Ax > 0. La relación 2, igual a la variación de la variable y sobre 


el segmento (xy Xp + Ax] con respecto a la unidad de medición de la variable x, na- 
turalmente, se denomina magnitud de la velocidad media de la variación de y sobre 
el segmento [Xy, Xy + Ax] con respecto ax. Cuando Ax tiende a cero, es decir, cuan- 


do se contra el segmento [xy xo + Ax] hacia el punto xg la relación S da la mag: 
nitud de la velocidad media de la variación y con relación a x en un segmento cada 
vez menor, que contiene el punto xp. Todo lo dicho, naturalmente, es válido tam- 
bién cuando Ax < O para el segmento [xo + Ar, xol- 

Por esto, al límite Jim, 22, si &l existe, es decir, a la derivada (x), cs natural 
llamarlo magnitud de la velocidad de la variación de la variable y con respecto a la 
Variable x en el punto Xy, 

Señalemos que si en el punto x existe la derivada /' (x),entonces, analizando el 
limite de las velocidades medias de variación de y con respecto a x sobre los segmen- 
tos [xp — Ax, xp + Ax], (Ax > 0), que contienen el punto x, en su interior en cali- 
dad de centro, cuando se contraen hacia el punto xy (para Ax — 0) llegaremos en el 
límite al mismo valor de la magnitud de la 'de variación de y con respecto a 
x, en el punto xp es decir, a (xy). En realidad, la magnitud de la velocidad media 
ela variación de y con respecto a x sobre el segmento (xy — Ax, xy + Ax] es igual 


aZ +E? -Alo = 22 (a cociente de a división de la variación de la función 
por la longitud del segmento, sobre el cual ocurrió esta variación); de aquí 
tin L% + AD -Sg — 40) 
PS Tax 
-i| ti L80 + 20-109 pm 60 401097 n 
ES A E ] ru. 


Es interesante bserva que la relación de diferencias (2 + 29 2/0 29, 


en el sentido conocido, aproxima mejor el valor de la derivada f” en el punto x que 
PELO (tase sobre esto en el p. 60.9. 

Sobre la interpretación de la derivada como el valor de la velocidad de variación 
de una magnitud con respecto a otra está basada la aplicación de la derivada al estu- 
dio de los fenómenos físicos. 

La aplicación de la diferencial está basada en que la sustitución del incremento 
de la función por su diferencial permite sustituir cualquier función diferenciable en 
el punto xy, por una función lineal en un entorno suficientemente pequeño del pun- 
10 Xq, es decir, considerar que el proceso de variación de la variable dependiente “en 
un entorno pequeño” ocurre linealmente con respecto al argumento. Dicho de 
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=> 7 


FIG. 43 


otra forma, se puede considerar que la variación de la función es directamente pro- 
porcional a la variacion del argumento, o como se dice, que el proceso mencionado 
en este “pequeño entorno" ocurre uniformemente. Con esta sustitución, el error 
Obtenido es un infinitésimo de orden superior que el incremento del argumento. 

Ejemplos 1. Seas = s(+) la ley del movimiento de un punto material * (fig. 43); 
s, la Jongitud del recorrido calculado a lo largo de la trayectoria desde un punto ini- 
cial Mp; t, el tiempo. Sea M la posición del punto en el instante fy M”, en el instante 
t+ Af y As la longitud del recorrido desde M hasta M', es decir, 
As = s(t + e 0. 


La relación = y domina en mecánica magnitud de la velocidad media da mo- 
vimiento en el amo desde M hasta AT y mE Z a y, magnitud de la velocidad 
enel punto Mo magnitud de a velocidad instantánea en ol iastanie ts de este modo 


ds 
no 


Por la definición de diferencial ds = vdt; por lo tanto, la diferencial del recorri- 
do es Igual a la distancia que recorrería el punto en un intervalo de tiempo desde el 
momento £ hasta £ + Af, si este punto se moviera uniformemente con velocidad 
igual a la velocidad instantánea del punto en el instante £. La magnitud As de la 
traslación real del punto es Igual a As = ds + o(41). 

Vemos que desde el punto de vista de la mecánica, la sustitución de As por ds sig- 
nifica que consideramos el movimiento uniforme en el tramo dado (en el sentido de 
la magnitud de la velocidad *®, 

2, Sea q = q(f) la cantidad de electricidad que pasa por la sección transversal de 
un conductor; £, el tiempo; Af, un intervalo de tiempo; âg = q(t + Af) — q(r)la 
cantidad de electricidad que pasa a través de la sección dada en el intervalo de tiem- 


po desde el momento £ hasta el momento £ + Af. Entonces S e Mama la intenst- 


dad media de la corriente en el intervalo de tiempo At y se denota por I neg y el limite 


© No se debe confundir la ley del movimiento del punto con la ecuación de su trayectoria 
que tiene el tipo r = r(1), donde r es el radio vector del punto que se mueve. 

"+9 Es necesario tener en cuenta, que la velocidad es un vector y por eso, se caracteriza no 
sólo por su magnitud sino también por su dirección. 
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mn de 
n 

y IS 
FIG. 44 


1m oei = Jim, Ze Iama intensidad de la corriente en el instante 1 dado o 
corriente instaniänea y se denota por 1. De esta forma, 1 = ZÉ. La diferencial 
dq = Jar es igual a la cantidad de corriente que pasa a través de la sección transver- 
sal del conductor en el intervalo de tiempo Ar, si la intensidad de la corriente fuera 
constante e igual a la intensidad de la corriente en el instante £. Como siempre, 
aq — dq = o(40. 

3. Supongamos que está dada una barra no homogénea * de longitud / y que 
m = m6) es la masa de la parte de la barra de longitud x,0 < x < I, medida des- 
de un extremo fijo (fig. 44). Entonces Am = m(x + Ax) — m(x) es la masa de la 
parte de la barra limitada por Jos puntos situados respectivamente a las distancias x 


yx + Ax del extremo señalado, La magnitud "se lama densidad lineal media de 

la barra en el tramo señalado y se denota por Puy El limite 
Am 

E, Poea = in, S se ama densidad lineal dela bara en el punto dado y se 


denota por p. De esta forma 
dm 
a 

Si la densidad p es constante, entonces la barra será homogénea. 

Para una barra no homogénea arbitraria, en general, la diferencial dm = páxes 
igual a la masa de la barra homogénea de longitud Ax con densidad constante p, 
igual a la densidad de la barra analizada en el punto dado, 

En este ejemplo vemos que interpretando la derivada como magnitud de la velo- 
cidad, debemos comprender esto en el sentido más amplio de la palabra. Por 
ejemplo, la densidad de la barra es también “velocidad”, precisamente, la veloci- 
dad de variación de la masa con la variación de la longitud. 


9.5. REGLAS DEL CÁLCULO DE LAS DERIVADAS, RELACIONADAS 
CON LAS OPERACIONES ARITMÉTICAS SOBRE LAS FUNCIONES 
Obtengamos ahora las fórmulas para las derivadas de la suma, el producto y el 
cociente de funciones. 
Teorema 3. Sean las funciones y, =f,(%) € Y, = S10 definidas en un entorno 
del punto xy € R y que tengan en el propio x, derivadas, entonces las funciones 


9 Una barra se llama homogénea si cualesquiera dos tramos de igual longitud tinen. 
igual masa y no homogénea en el caso contrario. 
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LO + ADNOD S) A 0, entonces también ta función Z, tienen 
en el punto x derivadas y además 2 
U +I YH 9.15) 
Uy ANA +A 0.16) 


AY ARI 
- 017 
6) a 


(en todas las fórmulas (9.15), (9.16) y (9.17) x = 
Corolario 1. Si la función y = fQ) tiene. en el punto xy yc € R, enton- 
ces la función c/(x) también tiene derivada en este punto y 


Yey xp. 9.18) 


Corolario 2. Si las funciones y, = fW), k = 1,2, . . ., n, tienen derivadas en 
el punto xọ entonces cualquier combinación lineal de éstas también tiene derivada 
en este punto, y además 


(Art mir te cjER, k=1,2,. 9.19) 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Sean y, = /,() € y, = /,(x) funciones definidas 
en un entorno U(xp) del punto xy, xy + Axe UM) Y 


Ay, =A + AX) — SA), AY, = Sy 0% + Ax) — h. 


Para simplificar la escritura, a veces omitiremos la notación del argumento, anall- 
zando los incrementos de las funciones sólo en el punto xg. 


" yant 
emon Ay n (y, + Ay, + ya + Ay) = 01 +9) = AY) + Ayy 
de donde, para Ax + 0 obtendremos 
X aNg 
ax 


Ax ax 
Pasando aquí al límite, cuando Ax — O y Observando que en virtud de la existencia 
de las derivadas de las funciones f, y /, en el punto xp, el límite del segundo miembro 
de esta igualdad existe y es igual a y; + »;, obtendremos que existe también el 
límite de su primer miembro, es decir, existe la derivada y” y además 


y= AY 


es decir, la fórmula (9.15) está demostrada, 
Si y = »,,, entonces de forma análoga sucesivamente tendremos 


A E + AYY Aa 
Ay _ ôr) Ay, , A 
E T E a 
De la existencia de la derivada f; (x) se deduce la continuidad de la función /, en 
el punto xg: lim Ay, = O; además lim Zi = yi, m = y4. Por esto, pa- 
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sando al limite cuando Ax — 0, de la igualdad obtenida obtendremos 
ISA AI 
es decir, la fórmula (9.16) queda demostrada. 
Por último, si y = Zyn + 0, entonces 


ay LEA A, 
n+ an E 07 + Ayd 
A», 
= —= 
ART 


a OA 


De aquí, recordando de nuevo que de la existencia de la derivada se deduce la 
continuidad de la función y, por consiguiente, lim Ay, = 0, obtendremos 


y adi 


es decir, la fórmula (9.17) también queda demostrada, 
a a O =0 
el ejemplo 1 en el p. 9.1) y el corolario 2 se obtiene inmediatamente de las 
Formal 0.19) y 0.18) por el método de inducción matemática. 
OBSERVACIÓN. Utilizando las propiedades de los límites infinitos, relacionadas 
con las Operaciones aritméticas sobre las funciones (véase el p. 4.7) se pueden es- 
tablecer las propiedades correspondientes de las derivadas infinitas. Por ejemplo, si 
existe la derivada finita y; (xy) y Ia derivada infinita yr) (de signo determinado), 


entonces la función y(x) E y0) + Ya), en el punto xg tiene la derivada infinita 
del mismo signo. Por ejemplo, si y; (xy) = +0», entonces y" (x) = +o. En reali- 


dad, ay = Ay, + Ayy Por eso, si existe el limite finito dm Ziy lm 2 


= +æ, entonces 


im 2 im a = im y im 2 to, 
aro Ay 4-0 Ax a 0 Ax 


es decir y' (9 = +0, 
Ejemplos. 1. Sea y = e“snx — 2r%008x, según las fórmulas (9.15), (9.17) y 


(9.19) tenemos. 
y = (nx) — Ldcosx)" = etenx + elcosx — U2xcosx — senx). 


2.Sea y = tgx; ya que gx ==, entonces, por la fórmula (9.18) obtenemos 


pon (= * m SOsxcosx — semx(—semx) 1 
cosx, za corr 
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de esta forma, 
e 1 
tsa) -= 
3. De forma análoga, para y = dgx 
š cosxY* _ (—senx)senx — cosxcosx _ 1 
il A e 
es decir, 


(say = = == 


Las propiedades 1? y 2° se trasladan a las diferenciales de las funciones. Tenien- 
do en cuenta las mismas suposiciones con respecto a la diferenciabilidad en el punto 
xo tenemos 

do, +y) = dyt OY) AAA 


-yó 
diey) = ody; a (5) = Pt, 
H 
Calculemos por ejemplo, la diferencial del producto y = y,y;: 
dy = y dx = (yy) dx = yy + y y3 0 yd, + Y y 


ya que y¡dx = dy yide = dy, 
De forma análoga se demuestran también las fórmulas restantes. 


9.6. DERIVADA DE LA FUNCIÓN INVERSA 
Teorema 3. Sea la función y = f(x) continua y estrictamente monótona en un 
entorno del punto x, y supongamos que cuando x = xọ existe la derivada 
des + 0; entonces la función inversa x = f” y) también tiene derivada en el 


punto yo = fagy además 
Pe 
E 9.20) 
D “Ta $ 
dy 
es decir, la derivada de la función inversa es igual a la magnitud inversa de la 
derivada de la función dada. 

DEMOSTRACIÓN. Fijemos un entorno del punto xy, sobre el cual la función f está 
definida, es continua y estrictamente monótona y analizaremos f sólo en este entor- 
no. Entonces, como demostramos anteriormente (véase el p. 6.3), la función inver- 
sa está definida y es continua sobre un intervalo que contiene el punto yọ y que es la 
imagen del entorno del punto xọ señalado anteriormente. Por eso, si Ax = x — Xp 
AY = y — Yo y = fW), entonces Ax — O es equivalente a Ay — O en el sentido de 
que im Ay = O (para la función f) y Jm ax = 0 (para la función f~ ?). 


136179 


FIG. 45 


Para cualesquiera Ax + O, Ay + 0 tenemos 


Este teorema permite una interpretación geométrica evidente (fig. 45). Como es 
conocido, LD = sga, donde a es el valor del ángulo formado por la tangente a 
la gráfica de la función f en el punto (xy yo) con el sentido positivo del eje Ox, y 
e. 188, donde 8 es el valor del ángulo formado por la misma tangente con 
el eje Oy. 

Es evidmto que p=- a, y por eo TOR agp e L on 

1 Fr ee did 
7 a 

os (3- ) “e me 

Ejercicios. 1. Demuéstrese que si la función y = /(x) es continua y estrictamente monó- 
toma en un entorno del punto xl en este punto exi la derivada y 2 = 0, entonces a 
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función inversa 77!) ene col punto y = f(x; derivada infinita; poro tanto, si conside- 


2. Enúnciese y demuéxtrese el análogo del teorema 3 para las derivadas unilaterales (fini- 
tas e infinitas). 3 
Ejemplos. 1. y = arcrenx,x = seny, — < y < Ș, —1 < x < 1. Aplican- 
do la fórmula (9.20) obtenemos 
dy 1 
a di A “ay 
a 


Ya que -F <y <i. entonces cosy > 0, por esto cosy = VI = sen?y = 


= VI = xÉ, De este modo 1 
S laros) = - 


2. y = amsenx, x = 0989, 0 < y $ 1, 1 G X< 1 
De forma análoga al ejemplo anterior tenemos: 
A PON A 
aT a ay CMS -7 
es decir, 5 
1 
A e 
AS < a< +o, tenemos: 
m E E EE ES 
ES E 
asi pues te 
dd 
di IF 
4. y = artgx,x = A8, Ô < y < t, —œ < x < œ, En este caso 
9 A EOE: SE > 
Ci a 
d 
es decir, 


(aga = i 
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es decir, a 1 
tosa = zs 
en particular, cuando a = e tenemos 
ax) -i 


9.1. DERIVADA Y DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN COMPUESTA 
Teorema 4. Supongamos que la función y = f(x) tiene derivada en el punto xy y 
la función z = F(y) tiene derivada en el punto yy = FX). Entonces la función 
compuesta b(x) = FI/Go)] también tiene derivada cuando x = xy y además 
Ea =F OS ko- 0.21) 
Si la función compuesta $ la denotamos por el símbolo $ => F o / (véase el 
p. 4.2) entonces la fórmula (9.21) se puede escribir de la forma 
(ED) = FUE wd. 
Es necesario prestar atención a que la afirmación sobre la existencia en el punto 
Xo de la derivada de la función compuesta F(/(2)] contiene en sí la suposición de que 
la función compuesta analizada tiene sentido, es decir, está definida en un entorno 


del punto x, 
Omitiendo el valor del argumento y utilizando la notación de la derivada con 
ayuda de ls diferenciales, la Igualdad (9.21) se puede transcribir de la forma 
E ¿HA 
e dy as 


DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 2 del presente párrafo, las funciones y = f(x) y 
z = F(y) son continuas respectivamente en los puntos xy e y, Y, por consiguiente, 
según el teorema 2 del p. 3.2 en un entorno del punto x, está definida la función 
compuesta d (x) = FIf()). 

spas como siempre dy = 7 — 3 AF = x — Xy La función F tiene en el 
punto yy derivada y, por eso, es diferenciable en este punto (véase el p. 9.2), así 
pues, cuando Ay + O tiene lugar 

Az =F Jay + e(ay)Ay, 0.2) 

donde lim e(4y) = 0. La función e(y) no está definida cuando Ay = 0. Para el 


fito es más cómodo definirla también para ây = 0. Esto se puede hacer de forma 
arbitraria. Lo más sencillo es prolongaria "por continuidad”, haciendo £(0) = 0. 
La Tunción (20) deta de ta frias comia cagado A) =0. 

Por cuanto ahora la función e(4y) está definida también para Ay = O, entonces 
la igualdad (9.22) se puede analizar también cuando Ay = 0, y además, evidente- 
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mente, sigue siendo válida para cualquier definición complementaria de la función 
s(A») cuando Ay = O, en particular, para £(0) = O. 
Dividiendo ambos miembros de la igualdad (9.22) por Ax + 0, obtendremos 


a ay ay 
E FORA 0.2) 
La función y = f(x) tiene derivada en el punto xp, es decir, existe el limite 
Ay 
a aT O 6% 


De la existencia de la derivada f” (xp) se deduce la continuidad de la función 
y = J00 en el punto xp; may 0. 


Cuando Ax = Otenemos Ay = 0. Por consiguiente, el incremento Ay analizado 
como función de Ax es continuo en el punto Ax = O, Por esto, según la regla del 
cambio de variable en las relaciones límites que contienen funciones continuas 


(véase el p. 5.2) 
Jen slar) = 0. (9.25) 


Ahora de (9.23) pasando al límite cuando Ax — O, en virtud de (9.24) y (9.25) 
obtendremos la fórmula (9.21). O 

OBSERVACIÓN 1. En la demostración del teorema se dijo que ¿(4y) se puede tam- 
bién definir arbitrariamente cuando Ay = O. No obstante, si por ejemplo, tomamos 
2(0) = 1, entonces, a primera vista, la fórmula (9.21) no se obtiene, y no sôlo por- 
que en este caso no se puede aplicar la regla del cambio de variables para el límite de 
una función continua, sino también porque si e(0) = 1 y si existen Ax + O tales, 
para los cuales Ay = O, entonces la igualdad (9.25) no será válida. Esto, no obstan- 
te, no influye en el resultado final. En efecto, si para Ax + Otan pequeños como se 
quiere existe Ay = O, entonces de aquí fácilmente se deduce que 

ay 
09» pm 20 
y, por consiguiente, el segundo sumando en el segundo miembro de la igualdad 
(9.23) de todas formas tiende a cero cuando Ax — O (más aún, en este caso, como es 
fácil ver, todos los términos de la igualdad (9.23) tienden a cero). Hubiéramos podi- 
do servirnos también de que de la fórmula (9.2) se deduce que a(0) = 0. 

En el ejemplo de la demostración del teorema 4 se ve cómo la construcción bien 
elejida (en el caso dado, simplemente la definición complementaria en el cero de la 
función e(4y) con el cero, que permitió utilizar la regla del cambio de variables para 
los límites de las funciones continuas) puede simplificar sustancialmente la de- 
mostración. 

OBSERVACIÓN 2 La fórmula (9.21) para la derivada de una función compuesta si- 
gue siendo válida en el caso cuando por derivadas se entienden las derivadas unilate- 
rales correspondientes, si sólo exigimos preliminarmente que la función compuesta 
necesaria para la definición de la derivada unilateral (o bilateral) analizada, que 
aparece en la parte izquierda de la fórmula (9.21), tenga sentido. 
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Corolario (Invariancia de la forma de la primera diferencial con respecto a la 
transtormación de la variable independiente): 


de = F (dy = 8 pa. 025 
En esta fórmula dy = f(x)dx cs la diferencial de la función y dx, la diferencial 
de la variable independiente. 


De esta forma, la diferencial de la función tiene la misma forma: el producto de 
la derivada respecto a cierta variable por “a diferencial de esta variable” indepen- 
dientemente de si esta variable es a su vez una función o una variable independiente. 

'Demostremos esto, De acuerdo con la fórmula (9.6) dz = 4" (rJdx de donde, 
aplicando la fórmula (9.21) para la derivada de una función compuesta, obtendre- 
mos dz = F (pS (dx, pero (xyjdx = dy y por esto de = F (gdy, lo que se 
exigla demostrar. 

La fórmula (9.26) se puede interpretar de una forma algo diferente si recorda- 
mos que la diferencial de una función en un punto es una función lineal con respec- 
to a la diferencial de la variable independiente, Según (9.21) la diferencial de la fun- 
ción 9(x) = FI/W)] tiene la forma dè = F” ()/ (xg)dx, es decir, es el resultado 
de la sustitución de la función lineal dy = / (xo)dx por medio de la cual está dada la 
diferencial df (donde y = f(x) en la función lineal dz = F (y)dy, que define la di- 
ferencial dF (donde z = F(y)). Dicho de otro modo, la diferencial de la compost- 
ción $ = F o f es la composición de las diferenciales dF y df: 


AlFe f) = dF ° df. 


Señalemos que el teorema 4 por inducción se extiende a la superposición (com- 
posición) de cualquier número finito de funciones, Por ejemplo, para la función 
compuesta del tipo ¿(y(x(1))) en el caso de la diferenciabilidad de las funciones 
20), Y) y x(1) en los puntos correspondientes, tiene lugar la fórmula 


Si se necesita analizar la función compuesta z = z(y), y = y(x), entonces para 
la notación de a derivada de se ula también el ale inferior xo y que indica 
respecto a la cuál de la variables se calcula la derivada, es decir, se escribe z; o z. 
menudo para mayor simplicidad la vsgulila o onite, cs decir, en lugar de Z. se 
EA q e Na 20 ds 
. “Y 
Hangit. 1 du y ma. x> 0, halemos Z 
u = alnx. PO A 
EEE 
CNN z a y 
De esta forma, a, 


D., Tenemos xe = e", donde 


Así, si y = 3, entonces y 
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siy = = x, entone y” = (=I? = — 
-V= h, Tr N 
siy = VE = K'A, entonces y” = atA = zye 
Sila función y = xe está definida parax = Ooparax < 0, entonces para estos 
valores dex también tiene derivada y” = ax” — ', Por ejemplo, para a = 1, es de- 
cir, para la función y = x en el punto x = 0 como en todos los otros puntos 


yeki 
2, Sea y = In ixl, x + 0, entonces para x > O tenemos 
, E 
y =y =Ż 
z 
yparax < 0 f 


y tar sE 2. 
De esta forma, para todas lasx + O es válida la fórmula 
mky =i. om 


De aquí, por la regla de la diferenciación de una función compuesta, para cual- 
quier función u (x) en los puntos x, en los cuales existe la derivada y” (x) y u0) + O, 
tiene lugar la relación xt 

Qa lu" Cy 0.28) 

onservAción. La fórmula (9.27) puede ser obtenida inmediatamente para todas 

lasx + Ode la fórmula de la diferenciación de las funciones compuestas, si recorda- 

mos que para x + Oes válida la igualdad |x|” = sign x (véase el ejemplo 1 al final 
del p. 9.21). En efecto, haciendo u = lxi obtendremos para todas lasx + 0: 

dinixl dinu du -1 igx = 

d du dx u w y 


xta, x*-0 


En virtud de la fórmula (9.28) tenemos 
pita =_ Axtex+re-4-0_ 1 
z A x-a uiy `F 
4. Hallemos la derivada dela función y = In lx + VX? + A1. Análogamente al 

ejemplo anterior obtendremos 


1 
0 LAVAS A 

PA 1 E 1 

-orra (t ara) Fa 
+ al a) (xi + A 
5. Sea y = nl arcsen” , x > 1. Hallemos la derivada y 1a diferencial de esta 

función: 


1x VaT Tarcsen 


De aqui la diferencial se halla inmediatamente por la fórmula dy = y’ dx; no obs- 
tante, si no tuviéramos todavía una expresión lista para la derivada, entonces fuera 


5. Introduzcamos con ayuda del teorema 4 una fórmula más que se utiliza a 
menudo. Sea y = u”, dondeu = u(x) > 0, y = v(x). Representemos nuestra fun- 


e 


ra o di 
u gert a (9.29) 
Ds esta forma, Ia derivada de la función e igual aTa surta de dos cumandos, 


F(x, y) = O (véase el p. 4.2). (La cuestión sobre cómo establecer que la ecuación 
dada en realidad define cierta función y si ésta será diferenciable, por ahora la deja- 
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mos a un lado, ella será estudiada en el futuro.) Diferenciando la identidad F(x, 
(2) = O como una función compuesta se puede calcular la derivada Z.. 


En calidad de ejemplo calculemos la derivada de la función implicita y(x) defini- 
da por la ecuación x? + y? = a”. En el caso concreto dado la existencia de seme- 
jante función no provoca duda ya que ésta por ejemplo, es y = Va? — x? y también 
y = — Val — x. Diferenciemos la ecuáción x? + y? 2 coiniderando y Nación 
de x. Obtendremos 2x + 2yy" = 0, de donde y” en 


Con problemas semejantes resulta en la geometría. Supongamos, 
por ejemplo, que se exige hallas la tangente a la circunferencia x? + y? = 25 enel 
punto (3; 4). La pendiente k de la tangente es igual a la derivada: k = y”, luego en 


nuestro caso k = -Š . Para el punto analizado k = —2 porto que la ecuación 
dela tangente buscada se puede escribir dela forma y — 4 = - 2-23, 


ax + dy 250, 
Apliquenes e método de dismenciación de las funcionas implicitas a ia dado: 


definición implicita ln y = fiii Diferenciando ambos miembros de esta ecuación 
tendremos ©- = y lau + E qe e aan 0 = 5 se llama derivada 
logaritmica de función yo), 0 y yw hust w E 


llegamos de nuevo a la fórmula (9.29). 
Otro ejemplo. La función y = arcsen.x se define implicitamente con la ecuación 
x = seny. E a AE = y'cosyde 


donde -5" 
id =>" 


3. En el caso cuando la función se da no con una fórmula, sino con varias, el 
cálculo de la derivada es necesario a veces realizarlo directamente partiendo de la 
definición de la derivada. Hallemos, por ejemplo, la derivado de la función 

sen! cuando x +0, 
z 


TO] o amoru. 


Cuando x + Ola derivada existe y se calcula por las fórmulas de diferenciación: 


so esent ls cos. En el punto x = Ola derivada se obtiene directamente 


por su definición 5 
1O- m2- 


es decir, lo mismo que en el p. 9.6. 
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De esta forma, la función f(x) es diferenciable sobre todo el eje numérico. 

OBSERVACIÓN. Utilizando el teorema 4 todas las fórmulas obtenidas para las 
principales funciones elementales se pueden escribir en una forma algo más general; 
siu = u(x) es una función diferenciable, entonces 


(senu) = u’ cosu; y, = eu’; 
(cosu)” = —u'seni nuy > 0 
"i u 
A T 
è AN a A 
(ctgu)' == (arc cos u)' Eer d 


Wy sauzi w>; (ragu = iai 


(y = a"u' ina; (argu) = — pi 


De las fórmulas citadas se ve (cuando u = x) que las derivadas de las principales 
funciones elementales son funciones elementales. 
Las fórmulas obtenidas en conjunto dan la posibilidad de calcular la derivada y 
la diferencial de cualquier función elemental en el caso cuando esta derivada existe, 
Es necesario tener en cuenta, no obstante, que no cualquier función elemental 
tiene derivadas en todos los puntos de su dominio. Un ejemplo de función elemental 
diferenciable no en todos los puntos, es la función Ixl = Vx2; ella, como sabemos, 
no tiene derivada en el punto x = O (véase el p. 9.2). 
de dzd 


Pecos. . Respóndase las preguntas: ¿Es posible demostrar la fórmula ZÉ = Z 


cuando dy » O, multiplicando y dividiendo simplemente SÉ por dy? ¿Se puede o no de- 
montas a fórmula - nto + O dividiendo el numerador y el denominador de la 


a Pa 
fracción. an 
po 
5. Aclárese si la función 
s a cl cundo 0%, 
3 
sa o cuando x=0 
será continua en el punto y = 0. ¿Tendrá derivada en este punto? ¿Tendrá en él derivadas 
unilaterales? 


9.3, FUNCIONES HIPERBÓLICAS Y SUS DERIVADAS 
Definición 5. Las funciones (e* + e7%)/2 y (e* — e7%)/25e llaman respectiva- 
mente coseno hiperbólico y seno hiperbólico y se denotan por ch x y sh x: 


-x er 
LLO a E — aa. 
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Es válida la fórmula 


h?r- shêx = 1. 6.30) 
Bn efecto, 
ren? r-en" 
že sh = s = 
ehe = mtr o (E) (ES 
Ar 2 e) n], 
También es válida la fórmula 
sh2e = 2shxchxi 
en realidad, 5 
A e d e ai 


g g 7 

Estas fórmulas recuerdan las relaciones entre el seno y el coseno usuales (circula- 

res, como a veces los llaman), Para sh x y ch x se tiene otra serie de relaciones, análo- 

gas a las fórmulas correspondientes para sen x y cosx. Con esto se explica el nombre 

de las funciones shx y chx. El epiteto “"hiperbólico" está relacionado con el hecho 
de que las fórmulas 


x=acht, y =asbt 9.31) 
definen paramétricamente una hipérbola, de forma semejante a como las fórmulas 
Xx =acost, y =asent 0.32) 


definen paramétricamente una circunferencia, En realidad, si clevamos al cuadrado 
las igualdades (9.31), restamos una de otra y nos servimos de la fórmula (9.30), en- 
tonces obtendremos x? — y? = a?, es decir, la ecuación de una hipérbola equilátera. 
De forma semejante, de la ecuación (9.32) se deriva x? + y? = a?, es decir, la 
ecuación de una circunferencia. 
Haliemos las derivadas del seno y coseno hiperbólicos. 
Observando que (e=%)" = —e“*%, tenemos 


(chx)" = shx, (hx) = chx. 


Los cocientes ¿2% y ŠZ por analogia con los senos y cosenos usuales, respec- 


tivamente se llaman tangente hiperbólica y cotangente hiperbólica y se denotan por 
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Ejercicios. 7. Calcúlense las derivadas de las funciones th x y cth x. Constriyanse las grá- 
ficas delas funciones y = chx, y = shx,y = thxey = cthx. Hállense las derivadas de sus 
funciones inversas. Exprésense las funciones inversas indicadas y sus derivadas con logaritmos 
(a función inversa a chx se define con la condición complementaria de que sus valores sean 
no negativos). 

'Calcálense las derivadas de las siguientes funciones (en todos los puntos en los cuales esto 
es posible). 

By eo 


16.7 = ecos > 
Myara- + uas. 
yai. 

19.y = č. 


2. y = ixin txl, 
2. y = ini + VE A). 


Definición 1. Supongamos que la función f (x) está definida sobre el intervalo 
(a, b), tiene derivada f'(x) en cada punto x € (a, b) yx, € (a, b). Si para x = xo 
existe la derivada de la función f'(x), entonces eila se llama segunda dertvoda (o de- 
rivada de segundo orden) de la función f y se denota por f” (xg) 0, SO). 

De esta forma, /“(xp) = L'O) xu n 0 suprimiendo la notación del argumen- 
to, y” = (Y Y. Andlogamente se define la derivada y“ de cualquier orden 
si existe la derivada y'"— " de orden (n — 1) (aquí por derivada de 
Orden nulo se sobreentiende la propia función: y = y y por derivada de primer 
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LP + 00407000 
Ma) = 
a= m, > 


Señalemos que de la suposición de que la función f tiene en el punto xp derivada 
de orden n se deduce, por la definición de la última, que en cierto entorno dei punto 
xp, la función f tiene la derivada de orden n — 1 y por consiguiente, paran > 1, to- 
das las derivadas de orden inferior k < n — 1 (las cuales, además, son continuas en 
este entorno, por cuanto tienen derivada en todos sus puntos, véanse los teoremas 1 
y Zen el p. 9:2), en particular, la propia función está definida en cierto entorno del 
punto xg- 

"Todo lo dicho aquf se extiende de una forma natural a las asi llamadas derivadas 
unilaterales de orden superior, lo que el lector puede hacer por su cuenta sin gran 
trabajo. 

Definición 2. Una función se llama n veces continuamente diferenciable sobre 
un intervalo, si en todos los puntos de este intervalo tiene derivadas continuas hasta 
de orden n inclusive (n = 1,2,-..). 

En este caso, en cualquiera de los extremos del intervalo analizado, cuando este 
extremo pertenece al intervalo, por derivada, como es usual, entenderemos las 
correspondientes derivadas unilaterales. 

Para que la función sea n veces continuamente diferenciable sobre un intervalo, 
es suficiente que tenga sobre éste derivada continua de orden n. En realidad, según 
la definición, la existencia de la derivada de orden n sobre el intervalo analizado pre- 
supone la existencia sobre éste, de la derivada de orden n — 1, y por cuanto de la 
existencia de la derivada de orden n — 1, y por cuanto de la existencia de la deriva- 
da de cualquier función en un punto se deduce la continuidad de la función en este 
punto, entonces la derivada de orden n — 1 es continua sobre el intervalo dado. 
Análogamente, en el caso de n > 1 se demuestra la continuidad la derivada de or- 


tc a 


6 y0=6 02 y0=..=0. 
y? = a" In? a. En general, por induc- 
En particular, (e = e", n = 0, 1, 


Ly ay" 
ción es fácil establecer que y% = a* In" 
2, 


3. y = sen x. Calculando sucesivamente las derivadas obtenemos y” = cos x, 
y” = -sen x,y”) = —cos x, y® = sen x, en lo adelante las derivadas se repiten 
en el mismo orden. Para escribir el resultado obtenido con una sola fórmula, obser- 


vemos que cosa = sen (a + E), y por eso ym cosx = sen eF) 
y= os (i)m e+ 25). 0 


Por inducción (sen x)“ = sen G + nF) para cualavier n =1,2 


4. y = cos x. Observando que —sen a = cos (6 + F). de torma ansioga a 
ejemplo anterior obtendremos 2, 


Cosa)? = cos (x + a3). 
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10.2. DERIVADAS DE ÓRDENES SUPERIORES 
DE LA SUMA Y DEL PRODUCTO DE FUNCIONES 
Teorema 1. Supongamos que las funciones y, = f(x) € yz = f(x) tienen deri- 
vadas de n-ésimo orden en el punto xg; entonces las funciones y, + y, = fiQ) + 
+ fax) e 792 = SÒNA) también tienen derivadas de orden n en el punto Xo, 
ne Ar = PA, aon 


OD m Ayt CP + CaP DP + t yP a 
= y chy- (10.2) 


e 
donde, como es usual, C% denota el número de combinaciones de n elementos res- 
pecto a k (k =0,1,2,... » n- 

La fórmula (10.2) usualmente se lama fórmula de Leibniz *, simbólicamente 
puede ser escrita en la forma siguiente, que es cómoda para ser recordada 

IO + 
El índice {n} significa, que la expresion (y, + ya)!" se escribe de forma semejante al 
binomio de Newton, es decir en forma de suma con los mismos coeficientes que en 
la fórmula binomial, sólo que las potencias de las funciones y, € yz se sustituyen por 
sus derivadas del orden correspondiente (véase (10.2). 

Las fórmulas (10.1) y (10.2) se demuestran por inducción. Para n = 1, es decir, 
para las derivadas de primer orden, fueron demostradas en el p. 9.5. Supongamos 
ahora que estas fórmulas son válidas para las derivadas de n-ésimo orden, De- 
mostremos su validez para las derivadas de orden n + 1. 

En el caso de la suma de functiones tenemos: 


AAA O AI = Of AY = 
Or. 
La fórmula (10.2) queda demostrada, 
En el caso del producto de functiones los cálculos son algo más complejos: 


bator E ofa = 


de 


= E oppta ypt 


E È opat 


enpa E oppta F o. 


“i ro 


4 G. Leibniz (1664 — 1761), filósofo y matemático alemán. 
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Aqui hemos utilizado el hecho de que C? = Cf = 1. Ahora, cambiemos el índice 
de la sumación en la segunda suma, haciendo k= p — 1; entonces el nuevo Índice 
de la sumación p variará desde 1 hasta n. Después de esto en las sumas obtenidas 
unamos dos a dos los sumandos que contienen derivadas del mismo orden. Deno- 
tando el índice general de la sumación por p, tendremos 


CA E NA, 


De apuí, notando que C2 + CZ-? = 2, PyqueC?, y = C3$] = 1, obten- 
dremos 


TIO E IIA 


ES as 


= E RAN 


rro 

Corolarto. Si c es una constante e y = f (x) es una función que tiene derivada de 
n-ésimo orden en el punto xo, entonces la función cf (x) también tiene derivada de 
orden n cuando x = xy, además 

(yin, (10.3) 

En realidad, si en la fórmula (10.2) hacemos y, = €, y} = y, entonces obtene- 
mos la fórmula (10.3). Por otra parte, se deduce de una forma completamente evi- 
dente si se aplica n veces la fórmula (9.19) a la función cy. 

Analicemos un ejemplo. Sea y = x? sen x. Hallemos con ayuda de la fórmula de 
Leibniz la derivada y 0; 


(os 00 a x? sen (x+ 103) + 10-337 sen (+97) + 


F) + 10-90 asen (.+15)- 


= =x? sen x + 30x? cos x + 270x sen x — 720 cos x. 


+ 10-9- 3xsen (x+ 


10.3. DERIVADAS DE ÓRDENES SUPERIORES DE LAS FUNCIONES COMPUESTAS, 
DE LAS FUNCIONES INVERSAS Y DE LAS FUNCIONES DADAS 
EN FORMA PARAMÉTRICA 


Supongamos que la función y = y(x) tiene segunda derivada en el punto xp, y 
2 = 2()) tiene segunda derivada en el punto yy = y(x). Entonces la función com- 
puesta z Ly(x)] tiene para x = xp segunda derivada, además 


% En efecto, si se fija uno de los n + 1 elementos que componen las combinaciones de p 
elementos, entonces el número de combinaciones en las cuales intervino este elemento fijado 
será igual a C2 ~ ', y el número de combinaciones de las que no intervino será igual a C7, por 


estoc? ,, = CP“? + C2. 


208 $ 10. Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 
AA gIa (10.4) 
En efecto, por cuanto existen las derivadas y (xp) y z” (yọ), entonces existen 
también y (xp) y z'o). Por consiguiente, las funciones y (x) y 7») son continuas. 
en los puntos xy € yo, respectivamente. Por esto, en cierto entorno del punto xy está 
definida la función compuesta z = z[y(x)]. Diferenciándola y omitiendo para 
simplificar la notación del argumento, tenemos zy = z; y; diferenciando otra vez 
respecto a x obtendremos 
A IA A + y: 
De forma análoga se calculan, en las suposiciones correspondientes, las deriva- 
das de orden superior de la función compuesta. Este método permite también de- 
mostrar la existencia y hallar las derivadas de orden superior de una functión inver- 
sa 


Sea la función y = y(x) continua y estrictamente monótona en cierto entorno 
del punto xy (compárese con el p. 9.6) y supongamos que cuando x = xy existen las 
derivadas y e y”, y además y '(%p) + 0; entonces la función inversa x = x(y) tiene 
segunda derivada en el punto yy = y(xp) y además puede ser expresada por los va- 
lores de las derivadas y" e y” de la función y(x) cuando x = xo. 

En realidad, omitiendo, como anteriormente las notaciones del argumento, por 
el teorema 3 del $ 9 (véase el p. 9.6), tenemos x; = 1/y¿. Calculando la derivada 
respecto a y de ambas partes e aplicando en la parte derecha la regla de diferen- 
ciación de una función compuesta obtenemos 


SEDD 
5-02 


De forma análoga en las suposiciones correspondientes, se calculan las derivadas 
de orden superior para la función inversa. 

De forma semejante se puede proceder en el caso de la tal llamada definición pa- 
úramétrica de una función. 

Definición 3. Sean x = x(1) e y = y(1) funciones definidas en cierto entorno 
del punto toy una de ellas, por ejemplo, x = x(t) continua y estrictamente monóto- 
na en el entorno indicado; entonces existe la función inversa a x(1), la función 
t = t(x) y en cierto entorno del punto xy = XLtp) tiene sentido la composición 
yU (x)). Esta función y de x se llama función definida paramétricamente por las fór- 
mulas x = x(t), y = 30). 

Deduzcamos las fórmulas para la diferenciación de las funciones definidas para- 
métricamente. 

Si las funciones x(1) e y(1) tienen derivadas en el punto toy se x' (tg * O), en- 
tonces la función y(t(x)) definida paramétricamente también tiene derivada en el 
punto xy = x(tp) y además b 

y. 
xi (to) 

En realidad, por la regla de diferenciación de la función compuesta tenemos 

(omitiendo la notación del argumento) 


neriti 10.5 


(10.5) 
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y 


FIG. 46 
por la regla de diferenciación de la función inversa 
(10.7) 


De las fórmulas (10.6) y (10.7) se deduce la fórmula (10.5). Si además existen x; (to) 
e yi; (lo), entonces existe también y (xo). además 


=O= &) - E) a A, 
Análogamente se calculan /as derivadas de orden superior de las funciones dadas en 
Jorma poramétrico. 

Analicemos en calidad de ejemplo de función dada en forma paramétrica 


x=alt -= sent), y=a(l— cost), (a*0,-<1r< +). (10.8) 


Su gráfica se llama cicloide (fig. 46). Sea, para mayor exactitud, a > 0; entonces la 
función x(£) = a(r — sen £) crece estrictamente monótona. En realidad, sea 


a 
At > 0, entonces, notando que 0 < sen ŽE < ÊL , tenemos 


xU + At) — x(t) = afât — [sen (f + At) — sen tj} = 


Al At Ar 
e CAPRI a 
ol»: 2cos (+ 7 satt] > ofa 1 7 o, 


lo que significa el crecimiento estrictamente monótono de la función x(1). Por esto 
existe la función inversa univoca £ = £ (x). 


A continuación, x; = a(l — cos £) = 2a sei > 0, y/ = a sen t, y xy se 
e 3> 0 i 


anula sólo los puntos del tipo = 2kx,k = 0, +1, +2, ... . Poresto, sif + 2kr, 
entonces por la regla de diferenciación de una función definida paramétricamente 


tenemos a dan p 
q os 
> aia A 
2 
p £ Oya Do 1 e 
vn 5) +) Gaia ana 


4a sentí 
d 
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Ejercicio 1. Demuéstrese que el cicloide (10.3) es la trayectoria de un punto de una crcun- 
ferencia de radio a que rueda sin deslizamiento por el eje delas x. 


19.4. DIFERENCIALES DE ÓRDENES SUPERIORES 
En el presente punto, para mayor comodidad, a veces, en lugar del simbolo de 
diferenciación d escribiremos la letra 5, es decir, en lugar de dy, dx escribiremos 5y, 
Ax. 
Sea la función y = f (x) diferenciable sobre cierto intervalo (a, b). Como es co- 
nocido, su diferencial. dy = Wax, 


que se llama también su primera diferencial, depende de dos variables: x y dx. Sea 
S’) a su vez diferenciable en cierto punto xg € (a, b). Entonces la diferencial en 
este punto de la función dy analizada como una función sólo de x (es decir, para 
cierto dx dado), si para su notación utilizamos el simbolo ô, tiene la forma 


Slidy) = S (ddr m UDAN Iy .. y 5x = S(xphdxbx. 


Definición 4. El valor de la diferencial 5(dy ), es decir, de la diferencial de la pri- 
mera diferencial en cierto punto xy cuando dx = àx, se llama segunda diferencial de 
la función f en este punto y se denota por d*y, es decir, 

dy = far 10.9) 


(por dx? y en general por dx", n e N, se denota (dx)”, respectivamente, por (dxY" y 
no por d(x"). 

Observemos que en virtud de esta definición d?x = O ya que en el cálculo de las 
diferenciales consideramos el incremento dx = Ax constante. 

De forma semejante, en el caso cuando la derivada de (n — 1)-«simo orden 
y ("=D es diferenciable en el punto xy o lo que es equivalente, cuando para x = xp 
existe la derivada de n-ésimo y“), se define la diferencial de n-ésimo orden d” y de 
la función y = f(x) en el punto xp como la diferencial de la diferencial de 
(n — 1)-ésimo orden d*” ! y en la cual está tomada ôx = dx: 

dy = MAn- Y de 
Mostremos que es válida la fórmula 
d'y = ya nm ,2, 0. (10.10) 


Su demostración la realizaremos por inducción. Para n = 1 y n = 2 está de- 
mostrada. Sea esta fórmula válida para las diferenciales de orden n = 1: 


dy = DA 


Entonces, por la definición dada anteriormente, para el cálculo de la diferencial de 
n-ésimo orden d%y es necesario calcular inicialmente la diferencial (la denotare- 
mos por el simbolo 3) de d”~ 


5d" ly) = O Da 1) = y Dat = 1) ax e y Mia, 
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y luego poniendo ôx = 
dy = UA” YV aea de Ma O 

De la fórmula (10.10) se deduce que 


(10.11) 


Señalemos algunas propiedades de las diferenciales de orden superior 
19. drO, + ya) = dy + dy. 
29. d”(cy) = cd” y, c es una constante. 


d'on) = Y Chdy? dy o utilizando 


o 
la escritura simbólica, — ¿my yy) = (dy, + dy, 
donde la expresión (dy, + dy)" se escribe según la fórmula del binomio de New- 


ton, es decir, es una suma del tipo E Cid" ty aty: 
quier función u se considera que d°u = uOdx™ = u. 

Estas propiedades se deducen directamente de las fórmulas correspondientes pa- 
ra las derivadas de n-ésimo orden (véase (10.1), (10.2), (10.3) y (10.10). 

OBSERVACIÓN IMPORTANTE. Las fórmulas (10.10) y (10.11) son válidas en general 
paran > 1 (a diferencia del caso n = 1) si y sólo si x es una variable independiente. 
En el caso de las diferenciales de orden superior respecto a variables dependientes, 
todo es más complejo. 

Supongamosz = z(y). y = y(x), que tiene sentido la composición z{»(x)) y las 
funciones 2() e y(x) son dos veces diferenciables. Entonces 

dz = z;dy, 

diferenciando otra vez y no recurriendo, para mayor sencillez, al simbolo ô, es decir, 
considerando la notación d (dz) equivalente a la notación 4(d2)1 4, = gy (asi se proce- 
de siempre en la práctica), además aqui por 5(dz) se entiende la diferencial respecto 
a x de la función dz = 2,(9)dy = zy [Myy (x)dx, obtenemos 

d?z = didz) = d(z;dy) = diz; )dy + z;d(dy) = zdy? + 3 dy 010.12) 
(hemos escrito dz; = 2/,dy a base de las fórmulas (9.26), es decir, utilizando la in- 
variancia de la primera diferencial). 

Comparando las fórmulas (10.9) y (10.12) vemos que se diferencian en el segun- 
do término y ya que en general d?y + O, entonces son diferentes sustancialmente, 
Dividiendo ambos miembros de la igualdad (10.12) por dx? obtenemos la fórmula 
de la segunda derivada para una funci 


además, para cual- 


que fue obtenida por nosotros anteriormente (véase (10.4)) por otro camino. 


ne 
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De forma semejante, pueden ser calculadas las diferenciales y las derivadas de 
orden superior de una función compuesta. 


Ejercicios, Calcúlense las derivadas y diferenciales: 


2.) para la función y = YX. 8.d* y para la función y = 
3,4% para la funcion > 
> 9. yz para la función x = 2 = 1%, 
MEF" E aos e 
4.7% para la función Se i a 
Et 7000. 
wrd 11. y; €, para la función 
$. yM para la función y = sen?x. X=) ~ a sen y- 
6. y") para la función y = x ch x. 12. y¿ ex¿ para la función 
7. d” y para la función y = x'e”, rayo. 


$ 11. TEOREMAS SOBRE EL VALOR MEDIO 
PARA LAS FUNCIONES DIFERENCIABLES 


de signo deter- 
minado, entonces f(x) se lama función que tiene para x = xp derivada en el sentido 
amplio. 

Teorema 1 (de Fermat *). Sea la función f definida en cierto entorno del punto 
xp y que toma en este punto su valor máximo o su valor mínimo. Entonces, si para 
X = xp existe la derivada en el sentido amplio, ella es igual a cero. 

DEMOSTRACIÓN, Sea la función Y definida en el entorno U (xp) del punto xp y to- 
ma para mayor definición, si x = xp, su valor máximo, es decir, para todos los 
x € U(xp) se cumple la desigualdad (f(x) < fixo). Entonces, six < xg, tenemos 


LaS ¿y 


x=x 


an 
y six > xp, entonces 


012 


Si existe la derivada en el sentido amplio, es decir, si existe el límite, finito o infi- 
nito, de signo determinado 
L - $09) 


O r 


entonces, pasando al limite cuando x — xp — Oen la desigualdad (11.1), obtenemos 
F"(xp) > 0; análogamente de la desigualdad (11.2) cuando x — xp + O encontra- 


+) P. Fermat (1601 — 1665), matemático francés. 
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y 


FIO. 47 FIG. 48 


mos /'(xp) < 0. Estas desigualdades se cumplen simultáneamente sólo cuando 
SU) =0.0 

“Ea interpretación geométrica del teorema de Fermat consiste en que di para 
x = xpla función f toma su valor máximo o mínimo sobre cierto entorno del punto 
x, entonces la tangente a la gráfica de la función en el punto (xp,./(Xp)) es paralela al 
eje Ox (fig. 47). 

OBSERVACIÓN. Si la función f toma su valor máximo o mínimo para xy = x en 
comparación con sus valores en los puntos que se encuentran a un lado del punto 
Xo, y tiene en xy derivada (unilateral), entonces esta derivada puede no igualarse a 
cero. Así por ejemplo, la función f(x) = x, analizada sobre el segmento [0, 1], to- 
ma para x = 0, su valor mínimo y para x = 1 su valor máximo, sin embargo, tanto 
en un punto como en el otro la derivada es igual a la unidad (véase la fig. 48). 


11.2. TEOREMAS DE ROLLE, LAGRANGE 
Y CAUCHY SOBRE LOS VALORES MEDIOS 


Teorema 2. (de Rolle *). Sea la función f 

1) continua sobre el segmento la, b]; 

2) tenga en cada punto del intervalo (a, b) derivada finita o infinita, de signo de- 
terminado; 

3) tome valores iguales en los extremos del segmento, es decir, fa) = f(b); 

entonces existe al menos un punto E, a < E < b, tal que f’) = 0. 

DEMOSTRACIÓN, Ya sabemos que una función, continua sobre segmento, toma 
sus valores máximo y mínimo en ciertos puntos de este segmento (véase el p. 6.1). 
Sea M = máx f(x), m = mín f(x); entonces para todos los x € [a, b} se cumple la 
desigualdad m < f(x) < M. 

Sim = M, entonces la función f es constante y, por lo tanto f” = O sobre la, 
b]. En calidad de punto £ en este caso se puede tomar cualquier punto del intervalo 
(a, b). 

Sim + M, entonces de la condición /(a) = /(b) se deduce que, al menos uno 
de los valores m o M no se alcanza en los extremos del segmento [a, b]. Sea M este 
valor, es decir, existe un punto £ e (a, b), tal que /($) = M, y por lo tanto, en este 


9 M. Rolle (1652 — 1719), matemático francés. 
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t 
FIO. 49 FIG. 50 


punto £ la función f alcanza su valor máximo también sobre el intervalo (a, b). Por 
esto del teorema de Fermat se deduce que f'E) = 0. O 

El teorema de Rolle geométricamente significa que en la gráfica de una función, 
continua sobre un segmento y diferenciable en él, que toma valores idénticos en sus 
extremos, existe un punto en el cual la tangente es paralela al eje de las abscisas (fig. 
49). 

Señalemos que todas las premisas del teorema de Rolle son esenciales. Para con- 
vencerse de esto, es suficiente mostrar los ejemplos de funciones, para los cuales se 
cumplieran dos de las tres condiciones del teorema, pero no se cumpliera la tercera y 
para las cuales no existiera el punto £ tal queJ(£) = O. (Durante esto, por la condi- 
ción 3, en la que se habla sobre los valores de la función en los puntos extremos del 
intervalo, se debe analizar solamente las funciones, definidas sobre los segmentos.) 

La función f(x), definida sobre el segmento ÇO, 1] e igual axsi0 $ x < 1,ya0 
six = 1, satisface las condiciones 2 y 3, pero no satisface la condición 1 (fig. $0). 

La función f(x) = lxt, x € [-1, 1], satisface las condiciones 1 y 3, pero no sa- 
tisface la condición 2 (fig. 51). 

Y por último, la función f(x) = x, x € [0, 1), satisface las condiciones 1 y 2, pe- 
ro no satisface la condición 3 (véase la fig. 48). 

Para todas estas funciones no existe un punto en el cual sus derivadas se hagan 
cero. 

Llamemos la atención al hecho de que, según las condiciones del teorema de 
Rolle, el segmento (a, b) puede contener puntos en los cuales la función tiene deri- 


vada infinita; es decir, en los cuales o bien lim $” = +o, o bien 


m2 = —«». Esta exigencia no se puede debilitar, sustituyéndola por la condi- 


FIG. 51 
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FIG. $2 


ción Jim ÂZ = æ. Por ejemplo, para la función f(x) = VFF, —1 < x < 1 (Mg. 


D, o eun pioka Men ol qanl a derivada de eta fonción so haga co- 
ro. Al mismo tiempo la función f(x) = Vx? satisface todas las condiciones del te- 
orema de Rolle sobre el segmento [~ 1, 1], a excepción de que en el punto x = 0 es- 
ta función no tiene ni derivada finita ni infinita de signo determinado. 


En efecto, para ete punto, Jim, 22 w o, además, este limite no cs infinito de 


signo determinado. 

Este ejemplo muestra la conveniencia de que en el p. 11.1 al concepto de deriva- 
da en el “sentido amplio”, junto con las derivadas finitas, se incorporaron sólo las 
derivadas infinitas de signo determinado. 

Señalemos que con la construcción de los ejemplos correspondientes (si, natural- 
mente, es factible), se comprueba habitualmente en matemática, la esencialidad de 
las condiciones de los teoremas demostrados. 

En el futuro no realizaremos la comprobación de la necesidad de las condiciones 
de los teoremas, dejándole al lector su realización a medida de sus propias necesida- 
des. 

Si la función /(x) satisface las condiciones del teorema de Rolie sobre el segmen- 
to [a, b], entonces la función F(x) = f(x) — f(a) es igual a cero en sus extremos y 
F'(x) = f'(x), en particular, estas derivadas se hacen iguales a cero simultánea- 
mente. Por esto, el teorema de Rolle es equivalente a la afirmación: si una función 
es continua sobre cierto segmento, se hace nula en sus extremos y es diferenciable en 
todos sus puntos internos, entonces existe un punto interno en el cual la derivada de 
la función se hace igual a cero. Dicho brevemente, 

entre dos ceros de una función diferenciable se encuentra siempre al menos un 
cero de su derivada. 


Ejercicios. 1. Demuéstrese que si la función f satisface las condiciones del teorema de 
Rolle sobre el segmento (a, b} y no es constante, entonces, en este segmento existen los puntos 
E, Y Es tales que f'E) > Oy S'E) < 0. 

1 Citese un ejemplo de función que sea continua sobre el segmento [a,b], que tenga de- 
rivada en cada punto del intervalo (a, b), pero que no tenga derivada (unilateral) en el punto 
a. 
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FIG. $3 


Teorema 3 (de Lagrange *). Si la función f se continua sobre el segmento (a, b] 

y en cada punto del intervalo (a, b) tiene derivada finita o infinita de signo determi- 
‘nado, entonces, en este intervalo existe al menos un punto E tal que 

S(b) — Fa) =f'NO — a). (13) 


Este teorema, evidentemente, es una generalización del teorema de Rolle. 
DEMOSTRACIÓN. Analicemos la función auxiliar 


Fix) = f(x) — Mx (11.4) 


y definamos el número A de forma tal que F(a) = F(b), es decir, que f(a) — 
— Ma = f(b) — Mb. Esto es equivalente a que 
à ARA 7 as 
Para la función F se cumplen todas las condiciones del teorema de Rolle. En 
efecto, la función f(x) es continua sobre el segmento [a, b], y la función Ax, al ser 
lineal, es continua sobre todo el eje numérico; por esto, también la función 
EGO = SU) — Aeserá continua sobre el segmento Lo, b]. La función f tiene en to- 
¿os los puntos del intervalo (a, b) derivada finita o infinita, y la función Ax derivada 
finita en todos los puntos del eje numérico, por esto, su diferencia, F(x) también 
tiene en todos los puntos del intervalo (a, b) derivada finita o infinita (véase la ob- 
servación en el p. 9.5). Finalmente, en los extremos del segmento [a, b) por la elec- 
ción de A (véase (11.5)) la función F alcanza valores idénticos. Por esto, existe al me- 
os un punto Es (a < Ẹ < D) tal que F”() = O. De (11.4) obtenemos F'(x) = 
ESA) = A, por esto f'E) — A = O. Sustituyendo aquí à de (11.3), obtenemos 


TE 


El sentido geométrico del teorema de Lagrange consiste en lo siguiente. Sean 
A(a, f (a)), B (b, f (b) los extremos de la gráfica de la función f, y AB la cuerda que 


une los puntos A y B (Gs. 53). Entonces la relación ZCL 400 oy 


23. L. Lagrange (1736 — 1813), matemático y mecánico francés. 
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gente del ángulo $ entre la cuerda AB y el eje Ox, es decir, 
£b) - fo) 
b-a 


y la derivada f (£), como es sabido (véase el p. 9.3), es igual a la tangente del Angulo 
a entre la tangente a la gráfica de la función f en el punto (E, f (E)) y el sentido positi- 
vo del eje Ox, es decir, f'(£) = tg a. Por esto, la igualdad (11.6) puede ser escrita en 


la forma. ERA: 


De esta forma, el teorema de Lagrange muestra que en el intervalo (a, b) debe 
encontrarse un punto £ (quizá, no único, véase la fig. 53, donde los puntos £* y £” 
satisfacen las condiciones del teorema), en el cual la tangente a la gráfica es paralela 
a la cuerda AB. 

El teorema de Lagrange encontrará una serie de aplicaciones importantes en el 
futuro. 

Demos otras formas, de notación de la fórmula (11.3). Sea a < Ẹ < b y 


188 


= 0, Entonces 


=0+Nb—a), 0<0<1. (1.7) 


Por el contrario, si £ se expresa por la fórmula (11.7), entonces, como es fácil 
ver, a < E < b. De esta forma, en la forma (11.7) pueden ser representados todos 
los puntos del intervalo (a, b) y solamente ellos. Por esto, la fórmula (11.3) puede 
ser escrita en la forma 


Sb) - fla) = f'la + 0b — ab — a), 0<0<1. (1.8) 


Hagamos ahora a = x, b — a = Ax, y por 1amto, b =x + Ax; entonces 
(11.8) toma la forma 


SO + ax) =a) = f'(x + 0ax)Ax, 0<0<1 a19) 


La fórmula (11.9), así como las fórmulas equivalentes (11.3) y (11.8), se Haman fór- 
mulas de los incrementos finitos de Lagrange, o sencillamente fórmula de los incre- 
mentos finitos, a diferencia de la igualdad aproximada 


Sæ + ax) = f(x) = f'A (11.10) 


la que se llama a veces fórmula de los incrementos infinitesimales. Esta expresa el 
hecho de que el primer miembro y el segundo miembro de la igualdad aproximada 
(11.10) son iguales entre sí para la función / diferenciable en el punto x “salvo infini- 
tésimos de orden superior al del incremento Ax cuando Ax — 0”. 

OBSERVACIÓN. La fórmula de Lagrange (11.3) puede ser representada en la for- 
ma 


Sa) - f(b) = Fla — b) 
donde a < b. De esta forma, es válida no sólo cuando a < b, sino también para 


a>b. 
Señalemos tres corolarios del teorema de Lagrange, útiles en el futuro. 
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Corolario 1. Sea la función f 

1) continua sobre un intervalo (funito o infinito), 

2) tiene derivada nula en todos los puntos de este intervalo, a excepción, puede 
ser, de un conjunto finito de éstos. E 

Entonces la función f es constante sobre el intervalo señalado. 

En efecto, supongamos que la función / satisface las condiciones enunciadas 
sobre el segmento A, x; € A, x} € 6, x, < x2. Numeremos en orden creciente a 
aquellos puintos del intervalo A, en los cuales la derivada f(x) o bien no existe, o 
bien existe pero no es igual a cero: f(x) # 0, y que se encuentran sobre el intervalo 
(xy, x2). Denotémoslos por a,, az, ... , 2,» Sobre cada uno de los segmentos [1 , 
ay), (2,07), ... » lak pr deh -++ ,(0,,X2] la función f es continua y en todos 
sus puntos interiores tiene derivada (nula) y, por lo tanto, satisface las condiciones 
del teorema de Lagrange. Según este teorema aplicable a cada uno de los segmentos 
señalados, tendremos 


Say) -J= ENa - x= 0, x,<E,<0), 
Say) — flay) = "E Na, — a) = 0, a, < Ez < 0, 


HoD- Sar DES ENa- 020 4 < EL (UA) 


10) 1601) ES ny Ma 05) = 0, 04 < En 1 < ar 


ya que f'E) = f'E) = ... = fEng 1) = 0. Sumando las igualdades (11.11), 
a 10) = f0) = 0, 


sns 10) = fd 


Por cuanto x, y x; eran puntos arbitrarios del segmento A analizado, esto signi- 
fica que la función f es constante sobre A. O 

El corolario | tiene una interpretación mecánica evidente: si la función y = f(x) 
es la ley del movimiento de un punto material por una recta, x es el tiempo, y es la 
distancia (con signo) desde el punto de referencia sobre la recta, entonces la condi- 
ción f'(x) = O para todos los x e (a, b), significa que la velocidad del punto anali- 
zado durante el intervalo de tiempo (a, 5) siempre es igual a cero, es decir, el punto 
no se mueve, pero entonces, durante este tiempo la posición del punto, y por tanto 
el camino recorrido por éste, no varían. Esto significa que la funcion f(x) es cons- 
tante sobre el intervalo (a, b). 

Corolario 2. Si las funciones f y g son continuas sobre un intervalo y en todos sus 
puntos, excepto un conjunto finito de éstos, tienen derivadas iguales 


SO =r 
entonces estas funciones se diferencian sobre el segmento analizado sólo en una 
E 10 = E) +, (11.12) 


c es una constante. 
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En efecto, la función F = f — g satisface las condiciones del corolario 1, es 
decir, F es continua sobre el intervalo dado y F” = 0 en todos sus puntos, excepto, 
puede ser, un conjunto finito de éstos. Por esto F = C, es decir, tiene lugar la igual- 
dad (11.12). O 

Corolarío 3. Sea la función y 

1) continua sobre el intervalo (a, b); 

2) dlferenciable en todas los puntos del intervalo (a, b), a excepción, puede ser, 
de cierto punto xy e (a, b); 

3) existe lim e (x); entonces existe también la derivada y" (xy), además 


P= lim 900. 
Go) = Jin e 
En efecto, sea lim p"(x) = A. Sia < x < Dyx # xpentonces por elteorema 


de Lagrange p(x) — = P"(ENx — xy) donde xix > Xp, Ec (o 
six aro O A eS Pe 
ex) — eo) 


PETA 


Para mayor exactitud, consideremos que x > xp. El punto £ = £(x) es una fun- 
ción de x y además, en general, una función multiforme. Elijamos arbitrariamente 
para cada x e (a, b) un valor cualquiera de £, entonces obtenemos una función 
univoca E(x) (como se dice, una rama univoca de la función multiforme). Ya que 
Xp < Elx) < x, entonces 


e. 


lim E(x) = xo- 
21 
Aplicando la regla del cambio de variables para los limites de las funciones 
(vénse el p. 4.8), obtenemos, que existe el límite 
0 A 


y por tanto, existe también el limite 


Esto significa que la derivada p"(xp) existe y es igual a A. O 


Ejercicio 3. Sen la función / continua sobre el intervalo (a, b) y diferenciable en todos los 

puntos de este intervalo, excepto, puede ser, cierto punto x, € (a, b). Supongamos que existen 
Nm „f'y, lim, 400, además, mo son iguales eme Demulsress que con eras su- 

PO 

Ftiones la derivada 7-00) no ext. 

En los teoremas de Rolle y Lagrange (asi también como en el teorema de 
Cauchy, que expondremos a continuación) se habla de la existencia de cierto punto 
E, a < E < b, que puede ser llamado “punto medio”, para el que se cumple una u 
otra de las igualdades. Con esto se explica el nombre de “teoremas sobre los valores 


20. $ 11, Teoremas sobre el valor medio 


medios” para este grupo de teoremas. Demostremos la última de las afirmaciones de 
este tipo que es necesaria para nosotros. 
Teorema 4 (de Cauchy). Sean las funciones f y g 
1) continuas sobre el segmento |a, b); 
2) tienen derivadas en cada punto del intervalo (a, b); 
3) g* + O en todos los puntos del intervalo (A, b). 
Entonces existe un punto E. a < Ẹ < b, tal que 
[0-10 7. aL) 
8b) - gia) 6) 


Señalemos que de las hipótesis del teorema se deduce que la fórmula (11.11) 
tiene sentido, es decir, g(a) # g(b). En efecto, sig(a) = g(b), entonces la función 
y satisfaría las condiciones del teorema de Rolle y, por lo tanto, se encontraría un 
punto ¢ tal queg (E) = 0,a < Ẹ < b, lo que estaría en contradicción con la condi- 
ción 3. 

DEMOSTRACIÓN, Analicemos la función auxiliar 


FU) = fa- Mod (1.14) 
donde el número A lo hemos elegido de forma tal que F(a) = F(b), es decir, que 
Jia) = Aga) = f(b) — Mgb). Para esto, es necesario tomar 


mas 


5i 
La función F satisface todas las condiciones del teorema de Rolle, por tanto, existe 
un punto E, a < E < b, tal que F'(Ẹ) = 0. Pero de (11.14) F'(x) = $00) — 
= M0). y por esto pr 


de donde se deduce que 
(11.16) 


Comparando (11.15) y (11.16), obtenemos la fórmula (11.13), usualmente lamada 
'Jórmula de los incrementos finitos de Cauchy. D 

Señalemos que la fórmula de los incrementos finitos de Lagrange es un caso par- 
ticular de la fórmula de los incrementos finitos de Cauchy, en el cual g(x) = x. 
Hemos dado demostraciones independientes de estas fórmulas, en primer lugar por 
el Important papel que desempeña la fórmula de Lagrange, en segundo lugar, para 
tener la posibilidad, utilizando una misma idea (la construcción de una función 
auxiliar, que satisfage las condiciones del teorema de Rolle), de aplicarla dos veces 
en las demostraciones, además, al inicio para mayor claridad, en un caso más sen- 
cillo. 

La fórmula de Cauchy (11.13), al igual que la fórmula de Lagrange (11.3), es 
válida no sólo si a < b, sino también para a > b. 


Ejercicio 4, Sea f(x) = xè sen $ para x + 03/00) = 0, Apliquémosle a esia función 
sobre el segmento (0, x) la fòrmula de Lagrange: 


12.1. Indeserminaciones de la forma 0/0 E 
1 
E 
donde 0 < £ < x. Reduzcamos ambos miembros de la igualdad en x cuando x + 0: 
i is 
asni = 2 seni = org 
Pasando aquí al límite cuando x — 0 (durante esto, evidentemente, 
1 
lim cos- 
mi 
ya que los otros dos sumandos, evidentemente, tienden hacia cero. Al mismo tiempo, el limite 
dea función cos + cuando el argumento tiende hacia cero, no existe, ¿Dónde esth el errort 
Problema 7 (de Darboux *?). Demúestrese que si una función es diferenciable sobre un 


segmento, entonces su derivada, al tomar dos valores cualesquiers, toma también cualquier 
valor intermedio. 


1 
Pen E = Qt seny = cos ey 


0) obtenemos 


$ 12. RESOLUCIÓN DE LAS INDETERMINACIONES 
POR LA REGLA DE L'HOSPITAL 


En muchos casos la búsqueda del límite de una función, dada analiticamente, 
cuando el argumento tiende hacia cierto punto (hacia un número o hacia uno de los 
infinitos œ, +o ô — œ), ejecutada sustituyendo formalmente el valor correspon- 
diente en vez del argumento en la fórmula, que representa la función analizada, 
leva a las expresiones de la forma 

2,200 00,00 09,0%00% 61% 

D 
Estas se llaman indeterminaciones, ya que por ellas no se puede juzgar si existe o no 
el límite señalado, sin hablar ya sobre la determinación de su valor, si éste existe. En 
este caso, el cálculo del limite se llama también “resolución de las indeterminacio- 
nes”. 

Junto con el método fundamental del cálculo de los límites de las funciones -el 
método de selección de su parte principal- existen otros métodos de búsqueda de los 
límites. Algunos de estos, que tienen la denominación general de regla de 
L'Hospital *9, los expondremos en este párrafo. 


12.1. INDETERMINACIONES DE LA FORMA 0/0 


Teorema 1. Sean las funciones f(x) y g(x) definidas sobre el segmento la, b) 
tales que: 

1) f(a) = gla) = 0; 

2) existen las derivadas (por la derecha) f'(a) y g (a), ademas g(a) + 0. 

Entonces existe el limite 


1 G. Darboux (1872 — 1917), matemático francés. 
44 L'HospitalG. (1661 — 1704), matemático francés. 
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1w rw 


OS 
DEMOSTRACIÓN. Apliquemos el método de selección de la parte principal. Por la 
condición 2 tenemos (véase el p. 9.2). 
S) = fla) + f (0 Xx — a) + o(x— 
g(x) = g(a) + g'(aXx — a) + o(x — a). 
De aquí, por la condición 1, obtendremos que 
S&) = f'(aXx — a) + 0(x— a), g(x) = 8 (aMx — a) + olx — a), 


y por esto 


En el teorema 1 se ha supuesto la existencia de las derivadas en el punto a, De- 
'mostremos ahora un teorema próximo por su contenido al anterior, en el cual, sin 
embargo, nose supondrá la existencia delas derivadas (0) y 4*(0. 

Teorema 2. Sean las funciones f(x) y g(x): 
1) diferenciables en el intervalo ( 
2) Mm /0)= lim 8%) = 0; 


DU $ O para todos los x e (a, 0); 


4) existe el límite Mm, Le fnno o nin, iguala +œ 6-0. 


LO Le) 
~= lím 
0) A 
DEMOSTRACIÓN. Por las condiciones del teorema, las funciones f y g, no están 
definidas en el punto a; definámoslas haciendo f(a) = g(a) = 0. Ahora f y g son 
continuas en el punto a y satisfacen las condiciones del teorema de Cauchy sobre el 
valor medio (véase el p. 11.2) sobre cualquier segmento (a, x], donde a < x < b. 
Por esto, para cada x, a < x < b, existe un £ = £(x) e (a, x), tal que 
10 S0-10 10 es 
zw 0-0) rO 
además lim ¿0 e 


Poreso, exist 


= k, entonces de la regla del cambio de variable 


para los límites de funciones, se deduce que también existe el, lim Pe 
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Ahora de (12.1) obtenemos 
SN 


Aro g() a~ 


tanto en el caso del limite lateral izquierdo, como en el caso bilateral. 


380) + O para todos los x > c; 
M existe el Imite 1m LO, finito o infinito, iguala +00 a. 
PA a Hake 
L) mn LA. 
AO tte gO 
DEMOSTRACIÓN. Sin perder generalidad podemos considerar que c > 0 (si 
€ < 0, en calidad de nuevo valor de c tomaremos, por ejemplo, e = 1). 


Bjecutemos el cambio de variable x =+. Las funcions 1) = (7) y 


Y =f están definidas sobre el intervalo (0, 1/c); si x — +0», entonces 
1 — +0 y Viceversa. Sobre el intervalo (0, 17c) existen las derivadas 


’ [Ni j ¿yA 
e= -f Or y V= -g Or 
donde con virgulilla están indicadas las derivadas de las funciones f y g respecto al 
to inicial. 
De lo dicho y de las condiciones del teorema se deduce que las funciones (1) y 
Wt) satisfacen sobre el intervalo (0, 1/c) las condiciones 1, 2 y 3 del teorema 2. 
£ 


Mostremos además, que de la existencia del limite lim LD 
mos por k, se deduce la existencia de limite Ji, 2-10 y su igualdad a k, cs decir, 


que se cumple también la condición 4 del teorema 2. En efecto, utilizando las expre- 
siones obtenidas para las derivadas y"(£) y Y"(£), hallamos 


Oo LLO a tin L k 


lim, 
oya) O. +0) 


Ahora, del teorema 2, aplicado a las funciones p(1) y MI) se dedoss que 
£) 


mg aae AO „AUO n I 
PONT 


An 
- y O 


Este teorema sigue siendo válido si se hace la transformación correspondiente, 
para x — =o, 


12.2. INDETERMINACIONES DE LA FORMA 00/00 


1) diferenciabies 
2 Um Jo) = e, lim s) = 


DET + 0 sobre (a, DY. 
4) existe el límite finito o infinito, igual a +œ ó —œ 


ro) 
im + 3 
A aza 
Entonces existe también el límite 
Wa 
me 860) 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos al principio que el limite (12,2) es finito; designé- 
moslo por k: $ 
m LD 
PART 
Mostremos que también 


Para ésto, elijamos los puntos xy y x tales que a < x < xy < b. Entonces, sobre el 
segmento Lx) las funciones / y g van a satisfacer las condiciones del teorema de 
Cauchy. Por esto, según este teorema existe un punto Ẹ e (x, xp) tal que 


10-169 LO. 
OE) rO 


(Es evidente que el punto £ depende de la elección de los puntos x y Xg, es decir, 
E = Ex, xp)). Hallemos de esta fórmula la relación f(x)/g(x). Transcribiéndola en 


1-16) 
COM 
1-29 
Le) 
Como quiera que se escoja para un xy dado el punto tal que se cumpla la de- 
sigualdad a < E = E(x, xp) < xp, por la condición 4) del teorema tendremos 
LO _ 
o (e 
y para un xy dado, por la condición 2) del teorema obtenemos 
1- 269) 
FIN 
1-20 
s 
Sin embargo, en la parte derecha de la fórmula (12.3) no se puede utilizar sen- 
cillamente el teorema sobre cl límite del producto de funciones, ya que los limites de 
los factores que allí aparecen se toman en diferentes condiciones: en un caso, el pun- 
to xptiende hacia el punto a, y en el otro el punto xy es fijo, y hacia el punto a tiende 
el punto x. No obstante, cualquiera que sea e > O, siempre se puede escoger x tal 
que la relación /(£)/8 (£) sea tan cercana al número k para todos los £ € (a, xp), y 


(12.3) 


Um 


i 
173) 

después escoger 5 > 0, tal que la relación ———. 
Tte 


sea tan cercana a 1 para todos 


va 
los x e (a, a + 6), que como resultado para todos los x señalados se cumplirá la de- 
sigualdad 


Hablando con propiedad, el teorema está demostrado para el caso de un límite 
finito (12.2 y en ene lugar podemos poner ei signo. D 
Para completar la exposición haremos algunas aclaraciones sobre las distintas 
ctapas de la demostración, las que además, pueden ser fácilmente realizadas inde- 
e por aquellos que hayan asimilado suficientemente bien el material 
explicado con anterioridad, 

Ante todo, se ha realizado la división por / (x) y por g(x). Para fundamenta eto, 
es necesario demostrar que para los valores correspondientes son válidas las de- 
sigualdades f(x) + O, g(x) + O. Naturalmente, estas desigualdades no tienen lugar, 
en general, para una elección cualquiera de los puntos x € (a, b), pero son válidas 
para todos los x suficientemente cercanos al punto a. En efecto, por la condición 2) 


155179 
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del teorema existe un $, > O tal que para todos los x € (a, a + 3,) se cumplen las 
desigualdades If(x)I > 0, Ig(x)I > 0. Por esto, si escogemos x) tal que 
a < xp <a+ó,, entonces x también satisfará esta desigualdad, es decir, 
a < x < a + 5,, y porlo tanto, la división por f(x) y por g(x) será a ciencia cierta 


Después se realizó la división por 1 — f(x,)//(x). Esto también es posible para 
todos los x suficientemente cercanos al punto a. En efecto, por la condición 
lim So) = c existe en ô, tal que para todos los x, que satisfacen las condiciones 


a< x< a+ dy, es válida la desigualdad 1/(x)! > IS), y por esto, la de- 
sigalad 1 — LED a 0, Durante esto, escogemos 6, tal que 6 < dy, esto 
siempre es posible. 

De esta forma, la fórmula (12.3) es válida para todos los x y x tales que 


a<x< x< a + by 
Más adelante, para un e > O dado por la existencia del limite finito 


im LO. 
amero g E) 


se encuentra un ô, > O, tal que para todos los x € 
dad 


+ 0) se cumple la desigual- 


012.4) 


en este caso, escogemos ôyademås de forma tal que ô, < 5, la elección de xy la so- 
metemos a la condición a < xp < a + ôy. 
Hagamos ahora, 
“r 
“DM. 12.5) 
e x<t<x (12.5 
El punto £ y por esto la función a, dependen de los puntos x, y x, sin embargo, du- 
rante la elección que hemos hecho, es decir, cuando 
a<x<x<ató, 
tendremos a < E < a + 8, y por lo tanto, en virtud de la desigualdad (12.4) se 
cumplirá la desigualdad e 
lay <3- 029 


(2.7 


Es evidente que por la condición 2) del teorema tenemos 
lim a(x) = 0. 012.8) 
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De (12.3), (12.5) y (12.7) se deduce que 
s 


PT EDO t Dak t a + Et aO (12.9) 
Escojamos ahora ô,, 0 < 3, < 8y, tal que para a < x < a + 8, se cumpla la 
(KI + la, Dla) <$ (12.10) 


para lo cual según (12.6) es suficiente que se cumpla la desigualdad 


e 
lal < ra 


Esto es posible en virtud de (12.8). 
De las desigualdades (12.6) y (12.10) se deduce que para todos los x, que satisfa- 
cen la condición a < x < a + 3, se cumple la desigualdad 


la, + (k + Jay o0l < lait (Ikl + la Ilag) <$ + 3 =e, 


y por esto, de (12.9) se deduce que e - | < ccuandoa < x < a +0, Esto 
senil cc dd mte jp 
sw) 


Así se aclaran, en el "lenguaje de las desigualdades”, las afirmaciones hechas an- 
teriormente sobre la elección de los valores de x, y x suficientemente cercanos al 
punto a, que aseguran la cercanía necesaria de la relación f(x)/g(x) al número k. 

Analicemos ahora el caso del limite infinito. 

LU) = +æ, Entonces, en cierto entorno del punto a tenemos 
ro 


S) + 0 ( por que?) y Mm 


=k. 


= 0. Por esto, por lo demostrado anterior- 


lim 
eo gO) 
Pero es necesario demostrar una afirmación más fuerte, o sea, que el límite es 


iguala + o. Mosremos esto. Ya que, por la suposición, Z — + os cuando 


x — a + O, entonces existe un », > 0, tal que para todos los x que satisfacen la 
condición a < x < a + y, tendremos 
Lo 
2) 
Más adelante, fijemos Xp» a < Xp < a + 14, ya que tendremos que utilizar otra 
vez la fórmula (12.3). 
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Por último, escojamos 77, 0 < 1, < xy — a, tal que para todos los x € (a, 
a + m) tenga lugar la desigualdad 1/6-)1 > 1/61, ioi > 18Gx)!, a conse 
cuencia 


de lo cual 
1-20, o. (2.11) 


Entonces, para todos A A 
cumplen las desigualdades (32.11), la desigualdad 

ro 

rO 

y es válida la fórmula (12.3). De ella se deduce que para todos los x señalados 

10 


>0 donde x< E= E0) < xp 


Dela afirmación demostrada anteriormente lim 2%) = œ se deduce ahora 


aito Eb) 
im 10 
aeto gO) 
De forma análoga se analiza el caso 
LO 
ato) 


El teorema 4 junto con su demostración sigue vigente cuando se hacen las 
transformaciones , y cuando x 0 — 0, x = +œ yx — =, así como. 
en el caso de los límites bilaterales, 

Se puede mostrar, que cuando se cumplen las condiciones 1, 2 y 3 que forman 
parte de cualquiera de los teoremas 2, 3 ô 4, no puede existir el límite 
(4 a o sin la existencia de uno de los dos “limites infinitos de signo de- 


PAS Lu) 
- +00 lim - 
E t tore 


=l =ax=! y lim 
May hoer ER o e 


obtenemos 
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Esto significa que cuando x — +œ la función In x crece más lentamente 
que cualquier exponente positivo de la variable x. 

A veces la regla de L'Hospital se debe aplicar varias veces. 

2. Hallemos lim E; donde n e un número natural y a > 1. Tenemos: 


Lo im LO tim 
A 


n= lim e 02.12) 


XIX p A en) 
o (e Fena) 
ya que el limite a 
lim CL LAA ) ~ cosx 
(x + sen x)’ x= 1 + cosx 
no existe. 


En realidad, tomando la sucesión x", = 2ra = +œ yxp = T + Zen — 409 
cuando n — 0», obtenemos 


Al mismo tiempo, la indeterminación dada de la forma © puede ser resuelta de for- 
ma elemental 7 


ES 
x- snx x 

im A im — a. 

E «= =, Sax 


1+ 


x 


Ejercicio 1, Sean f(x) = x? sen $, p00) = sen x. Há lim 22 y dempénrese que 


.-0 g(x) 
en este caso la regla de L'Hospital no es aplicable. 


4. Puede ocurrir que la utilización de la regla de L'Hospital no simplifique el 
problema de determinación del limite de la función. Por ejemplo, aplicando la 


regla de L'Hospital para el cálculo del limite lim ITA tendremos 
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E Ln 
ee dl a -m $ 

es decir, se obtovo el inte do Ja fracción inversa al dada, es decir, el problema 

permaneció invariable. Conjuntamente con esto, el límite dado se halla fácilmente 

porel mátodo elemenat: 


Ar” y 
F 


5. Las indeterminaciones 0°, œ° ó 1” se pueden resolver, tomando previamente 
el logaritmo de las funciones correspondientes, Por ejemplo, para hallar lim, x*, es 


conveniente hallar el límite 1 
Wh xinz= lim LE im E — lim x= 0 
PS A T no 
x A 


Por esto, en virtud de la continuidad de la función exponencial 
lim lim e La 


Las indeterminaciones de las formas O - œ y œ — œ se deben reducir a las for- 
mas 0/0 6 œ/œ, En este caso, como siempre, durante la aplicación de la regla de 
L'Hospital, en el cálculo se recomienda simplificar las expresiones obtenidas. Acla- 
remos esto en un ejemplo. Du 

1 sen?x — x? cos' 

G-a) = mrar. Señalemos que 
sen? x — x? cos?x _ senx + xcosx sen x — xcosx 

ps snx X sen x f: 
El límite del primer factor de la parte derecha se halla directamente: 


lim LOA EXCO im (14 cosx) = 2, 
senx 


ES bad 
y el límite del segundo, aplicando la regla de L'Hospital: 

sen x — x cosx xsenx 1 1 
toy 22 = lim = im sl, 
A E Er 


3. Im finz, e >o. 
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$ 13. FÓRMULA DE TAYLOR 


13.1. DEDUCCIÓN DE LA FÓRMULA DE TAYLOR 


Si la función y = f(x) tiene en el punto xy derivada, entonces el incremento de 
esta función puede representarse en la forma 


Ay = Aax + o(Ax), Ax— 0, 
donde x= x — xo Ay = Ti = Jo do 0 SOYA = La) es decir foa = 
= Yo + A(x — xp) + olx — xp). Dicho de otra forma, existe la función lineal 
Py) = Yo + A(x = xo) 031) 


tal que J) = P (x) + olx — o), X= Xor 


además 
Pilo) = Yo =S) Pia) = A = f'o). 
Planteemos un problema más general. Supongamos que la función / tiene en el 


punto xon derivadas. Es necesario aclarar si existe un polinomio P,(x) de grado no 
mayor que n, tal que 


SO) = PLL) + ol) X= o (13.2) 
y 
LOO = PDS 0) = P po) S) = PA). (13.3 
Buscaremos este polinomio, por analogía con la fórmula (13.1), en la forma 
P 0) = Ag + Ail = xo) + Aal = Xo)? + + AAA 20) 
Observando que Pa (xo) = Ap, de la primera condición (13.3), es decir, de 
Atxa) = Py (xo), tenemos Ay = f 0%). Luego, 
P(X) = Ay + ZAJO Xp) + a + A (A 20), 


de donde P”, (xy) = Ay, y ya que P’, defi Arta oie o pes: 
eia la nonda derivada 


Pz) =2>1-Aj4 +a- ES yo? 


De aquí y de la condición /”(x0) = P; (p) obtenemos A; = Z- Er 


222 y en general 


Por la propia construcción, para el polinomio 


PE So) + S N = xo) + o t 
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se cumplen todas las relaciones (13.3). Comprobemos si satisface la condición 
(13.2). 


Sea r(x) E $60) — Pto). 
De la condición (13.3) se deduce que 
rabo) =r po) = r= xp) = 0. 13.4) 


Por esto, aplicando n veces la regla de L'Hospital para descubrir la indeterminación 
rax) 
w- 

$ 12 y después el teorema 1 del mismo párrafo, obtenemos: 
A) e aata PD 

x= e = xo)" ro MX xo) T 2x0 MUx — xp) n! 
es decir, en efecto r,(x) = ol(x — xo)"), X — Xp» 

Asi queda demostrado el importante teorema siguiente. 

Teorema 1. Supongamos que la función f(x) definida sobre el intervalo (a, b) 
tiene en el punto xy € (a, b) derivadas hasta el orden n inclusive, Entonces, cuando 
x= 


. 0 
10=100) E w CESES Les O = xo) + oll = xo"), (13.5) 


cuando x — xy, y precisamente al principio n — 1 veces el teorema 2 del 


ó . N 
10= Y LE a + ol 291). 
Le 


Este teorema sigue siendo válido, junto con su demostración, también para la 
función f, definida sobre el segmento [a,b], cuando x € [a, b), si para xp = a y 
xp = b por derivadas se entienden las derivadas unilaterales correspondientes. 

La fórmula (13.5) se llama fórmula de Taylor *) de n-ésimo orden con el término 


residual en la forma de Peano. 
El polinomio j n 
P, 109 LE t- p t on O e a (13.6) 
se llama polinomio de Taylor de grado n, y la función 
1x) = S(x) — Prix) (9.7) 


término residual de orden n de la fórmula de Taylor. Como se muestra, el término 
residual r,(x) es un infinitésimo, cuando x — xp, de orden más alto que todos los 
términos del polinomio de Taylor (13.6). 

Mostremos otra forma de notación de la fórmula (13.5). Suponiendo 


xx =4x, Ay = fO + Ax) SU, 


9 Taylor (1685 — 1731), matemático inglés. 
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obtenemos 07 É g“ 


Si en la fórmula (13.5) xp = O, entonces se obtiene una forma parcial de la fór- 
mula de Taylor, llamada usualmente fórmula de Maclaurin * 


i7 
ED art + o(a), ar 0. (5.5) 


E KO] 
Jw= > == 


+o") x-0 (13.8) 


El teorema demostrado permite sustituir cualquier función que satisfaga las con- 
diciones de este teorema, en el entorno de cierto punto, por un polinomio salvo infi- 
nitésimos de orden más alto que los términos del polinomio. Este polinomio es el 
polinomio de Taylor. La magnitud del error está dada en este caso por el término re- 
sidual. 

La fórmula de Taylor con término residual en la forma de Peano da un método 
uniforme de selección de la parte principal de la función en un entorno de un punto 
dado. En esta circunstancia están fundamentadas las múltiples y distintas aplica- 
ciones de la fórmula (13.5), en diferentes cuestiones del análisis. 

Señalemos un corolario útil del teorema 1. 

Corolario. Sea lo función f (x) definida sobre el intervalo (a, b) y supongamos 
que tiene en el punto x derivadas hasia de orden n + 1 inclusive. Entonces cuendo 
x= xo 


2 jay 
swo: Y Lea e xp) 00t, (19) 
o 
En efecto, según el teorema | cuando x — xy 
aea yan 
10= Y E a a or ap, (43.10) 
o E 
y ya que 
ru 


Ny (x = xp) + E ol — xo)" +1) = O — xo)" 90) para x= xo, 


entonces, de la fórmula (13.10) se deduce directamente la fórmula (13.9). O 
Demuéstrese que si la función f(x). en cierto entorno del punto x, 
tiene derivada de orden n, entonces, cualesquiera que sean el punto x de este entorno y la fun- 
ción Y(1), que es continua sobre el segmento con extremos en los puntos x, y x y tiene derivada 
no nula en el interior de este segmento, se halla un punto £, que se encuchira entre x, y x, tal 
o e Mo el 05) da Hal de Tata UB sl 
fórm 
Ho- i OD y 
vo a-y 


nas D- neta.. 


* C. Maclaurin (1698 — 1746), matemático escocés. 
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Obténganse de aqui las formas siguientes de notación del término residual: 


y aplíquese a las funciónes w y Y el teorema de Cauchy sobre el valor medio. Para deducir el 
término residual en la forma Schlómilch — Roche hágase Y(1) = (x — 1, 


13.2. EL POLINOMIO DE TAYLOR COMO EL POLINOMIO 
DE MEJOR APROXIMACIÓN DE UNA FUNCIÓN 
EN UN ENTORNO DEL PUNTO DADO 


Señalemos previamente que, evidentemente, todo polinomio 


P= E apt (3,11) 


do 


puede ser representado, para cualquier xp, en la forma 


Pp) = E Ax). (13.12) 


En realidad, es suficiente en (13.11) poner x = xy + A y desarrollar la parte de- 

recha según las potencias de /; entonces 
P (x) = Ay + Ah +... + Ayh", donde h= x- xo, 
es decir, obtuvimos la fórmula (13.12). 

Supongamos ahora que para la función f, que tiene en el punto x derivada de 
orden m, existe el polinomio P(x) de grado no mayor que n, tal que para cierto 
m > n se cumple la igualdad 

SO) - P (x) = olf = xo)"), x xo, 03.13) 


* O. Schlomilch (1823 — 1901), matemático alemán. E. Roche (1820 — 1883), astróno- 
mo y matemático francés. 
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y por lo tanto, ya que para m > n tiene lugar la relación 
oll — xp)" = o (xx), xx 


(recordemos, que semejantes fórmulas se leen sólo de izquierda a derecha) y la 
igualdad 


FO) — P 0) = ol — xo)"). x= Xo- (43.14) 


Por lo dicho anteriormente, el polinomio P, (x) se puede representar en la forma 
(13,12), y entonces sus coeficientes Ag, A. » - -» Ay, 5€ hallan, como fue demostra- 
do en el p. 13.1, por la fórmula 


LA 
Ase Ol ma 


Esto significa que el polinimio P, (x) es el polinomio de Taylor (de grado no ma- 
yor que n), de la función f. 

De esta forma, ningún polinomio de grado menor o igual a n, diferente del poli- 
nomio de Taylor, puede aproximar a la función dada con una exactitud o((x — 
— xp)"), cuando x — xy, y por lo tanto, con una exactitud mayor o((x — xp)”), 
m > n,x — xp. Dicho de otra forma, el polinomio de Taylor es el único polinomio, 
que posee la propiedad (13.14), todos los polinomios restantes del mismo grado 
“aproximan peor” a la función f cuando x — xy. Precisamente en este sentido se di- 
ce que el polinomio de Taylor es el polinomio de mejor aproximación de la función 
dada en un entorno del punto xy cuando x — Xy 

La unicidad de la representación de la función en la forma (13.13) puede ser uti- 
lizada a veces para su desarrollo según la fórmula de Taylor. Precisamente, si es po- 
sible obtener de alguna forma indirecta la representación (13.13), entonces, por el 
teorema 2 se puede afirmar que ésta es el desarrollo según la fórmula de Taylor 
(13.5), es decir, que los coeficientes del polinomio hallado se expresan por la fórmu- 
la (13.14). 

Asi, por ejemplo, la relación (13.12) representa el desarrollo del polinomio 
(13.11) según la fórmula de Taylor, además en este caso r, (x) ™ O, por esto, por la 
unicidad del polinomio que satisface la condición (13.14), los coeficientes del poli- 
nomio (13.12) tienen la forma 


De esta forma 


En particular, durante el desarrollo del polinomio de grado n según la fórmula de 
“Taylor el resto de orden n es idénticamente igual a cero. 

Supongamos que se exige desarrollar según la fórmula de Taylor la función 
Fx) = 1/(1 — x) en un entorno del punto xy = 0. Observando que 1/(1 — x) no 
es otra cosa que la suma de la progresión geométrica infinita 


lex lll, 


26 $ 13. Fórmula de Taylor 


ar 


y suponiendo r.(x) = "+ + "+? g Ixl < 1, obtenemos 


Sl ro, 


donde r,(x) = O(x"* !) y, por tanto, 1,(x) = o(x") cuando x — 0. De esta for- 
ma, la representación 


=l4+x+..+10+00)= D x+o0(), x-0, 
1=x ES 


es el desarrollo de la función 1/(1 — x), según la fórmula de Taylor en un entorno 
de cero. 


13.3. EJEMPLOS DE DESARROLLO SEGÚN LA FÓRMULA DE TAYLOR 

1. f(x) = sen x. La función sen x tiene derivadas de todos los órdenes. Halle- 

para clla la fórmula de Taylor cuando xy = 0, es decir, la fórmula de 

lactaurin (13.8). Fue demostrado (véase el p. 10.1), que (sen x)0" = sen (x + 

+ m2), por esto 
1 o para m=2k, 

LO = ent k=0,1,2... (03.15 

(DÉ paa m=2k +1, 


y por la fórmula (13.5), 


A 4 ogari) 
a an j 
cuando x — 0, n = O, 1, 2, . . ., o más breve, 
A e mta 
mrep eir t ) cuando x= 0. 


Hemos escrito aquí el término residual en la forma 0(x?*2), y no en la forma 
o(x?" +1) ya que el término del polinomio de Taylor, siguiente al último sumando 
escrito, en virtud de (13.15) es igual a cero. 
2. f(x) = cos x. Como es conocido (véase el p. 10.1), [M(x) = cos (e. 
mx 


+ TE) y por eso, 
o paa m=2k+1, 

IMO = os TE k=0,1,2, 
ENE para m= 2k, 
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E E sa 1 
gatet iat 


cuando x — 0, n = 0, 1, 2, . . ., 0, más breve, 


a pi 
= s ati sš; 
cos x PA Pa ) cuando x= 0. 

1,2... 


3. f(x) = e”. Ya que (e) = e*, entonces 00) = 1,n = 0, 1, . . „ porto 
tanto, 


esitti + (13.16) 


cuando x — 0, n =0,1,2,... 


e= E L sou") cuando x- o 
Kto k! 


De aquí, sustituyendo x por —x, obtenemos 


del E, E oe cuando x=0,n=0,1,2,... (13.17) 
a E Sumando y restando (13.16) y 
(13.17), tendremos paa 
LE aah 
Teri 


En +00’) cuando x 


s 0, 

- Tai ELET En 

Por la unicidad de la representación de la función en la forma señalada (véase el 
p. 13.2) las relaciones obtenidas son las fórmulas de Taylor para las funciones sh x y 
chx. 

5. f(x) = (1 + x)%, a es cierto múmero dado. Ya que f(x) = ala — 
= D...(a — n + I1 + x)%7*, entonces 

JNO = ala — Do. (an + 1) 

y, por lo tanto, 


areir ars CDa, TED, 


ala AD oe) 
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cuando x= 0, n = 0, 1, 2,- . .. Ó, más breve, 
ala 


TEED A4 ok) 


cuando x= 0, 1=1 2... 


Utsi Y 


i 


kt 


6. f(x) = In (1 + x). Es fácil ver que 
1 
POEMA, 0049? 


1 + x)7*, k = 1,2, ..... Por esto 
y ya que f (0) = 0, entonces 


y sn general f(x) = (~ 17k — 1 
SPO = (DURA Dtk = 1,2, 


2 
matos- ž tO 4 o) 
7 


cuando x — 0, = 1,2,..., O, más breve, 


matrys Y eni a o) cuando x= 0, x= 1,2... 


OBSERVACIÓN 1. Por el corolario del teorema 1, las fórmulas obtenidas se pueden 
escribir, utilizando el simbolo O (O grande), de la forma siguiente: 


sen x = L CEt y oga), 


ary 
x% 
osre D (-9 + oat), 
È ear sl 
sp +» 
e. tor 
ms) 
Esc dd 
-É + oean = 0,1 Za us 
A ala- 1) +0 
1 > +1 
ataare Y e at + o0"+)), 


na +x) = Y, Eye or, 


m=1,2,..., cuando x= xy. 
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Tal notacion de la fórmula de Taylor en algunas cuestiones resulta más cómoda 
que su notación con el símbolo o (o pequeña). 

OBSERVACIÓN 2. De los desarrollos de las funciones elementales, obtenidos por la 
fórmula de Taylor en el entorno de cero, es posible con ayuda de un cambio de 
riable lineal, obtener su desarrollo en un entorno de cualquier punto perteneciente a 
su dominio. 

Por ejemplo, desarrollemos por este método, según la fórmula de Taylor con tér- 
mino residual en la forma de Peano, la función f(x) = Vx en un entorno del punto 
xo = 1. Haciendo x = 1 + £ y aplicando la fórmula (13.19), obtenemos 


Veas 


e (-2)0+ + 


2) G-n) toena 


et E PA 
14706-D- 0 Pg + 
(-1Y1 4-9... (Sn — 6) 
+ ms 2 


cuando x — 1 (0, lo que es lo mismo, cuando £ — 0), Este es el desarrollo buscado. 

OBSERVACIÓN 3. Combinando los desarrollos de las funciones, señalados ante- 
riormente, se puede seleccionar la parte principal (véase el p. 8.4) de las diferentes 
funciones elementales en los entornos de tales puntos que cuando el argumento tien- 
de hacia ellos la función tiende a cero o al infinito, estos casos se encuentran con 
mayor frecuencia, 

En calidad de ejemplo seleccionemos la parte principal de la función ctg x cuan- 
dox ~ O hasta el orden OQ). 


= 17 + ol% 1), 


2 a 
- + 000] a 
A -2+ ow) +2 00+ o- 5 + ow) = 


p" 
EE EE x-0. 
z 

-Aul foerpis vltcódos os dstcilos por le Scala es Talar de coseno del 


seno y del binomio (1 + u)" cuando a = —1yu=-= $+ 0%), x = 0. 
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13.4. CÁLCULO DE LÍMITES CON AYUDA DE LA FÓRMULA 
DE TAYLOR (MÉTODO DE SELECCIÓN 
DE LA PARTE PRINCIPAL) 

La fórmula de Taylor da una regla muy sencilla y muy general para seleccionar 
la parte principal de una función. Como resultado, este método de cálculo de los 
límites de las funciones con ayuda de la selección de la parte principal adquiere un 
carácter algorítmico acabado. 

Analicemos primeramente el caso de las indeterminaciones de la forma £. Su- 


pongamos se exige hallar el límite lim 2 10) „donde lim f(x) = lim g(x) = 0. 
0 20), 120 ao 


En este caso, se recomienda desarrollar según la fórmula de Taylor las funciones / y 
en un entorno del punto xy (si, naturalmente, esto es posible), limitándose en este 
desarrollo sólo a los primeros términos diferentes de cero, es decir, tomar el de- 
sarrollo en la forma 

JE) = alx — af + ox xo) a o, 

20) = bix = x)" + ole x") b + O, 


entonces 
im L0 im LEA + ol- 


Po g) rmb TA Ole ION") A 


2 2 ai 
Aa Em 
> sin<m 


Con frecuencia resulta cómiodo para el desarrollo de las funciones / y g según la 
fórmula de Taylor utilizar el grupo de desarrollos de las funciones elementales, ob- 
tenido en el p. 13.13. Para esto se debe, en el caso de xy + O ejecutar previamente el 
cambio de variables / = x — xp; entonces x — xy corresponderá at — 0. El caso de 


x — œ con el cambio de variable x = = se reduce al caso £ — 0. 

Si se tiene Ia indeterminación de la forma , es decir, aue > 
donde lim f(x) = Um g(x) = «2, entonces es fácil reducirla al caso analizado S 

As 
san LO) 1260) 

mediante la transformación — = . 

j 20)” 110) 

De forma semejante al cálculo de los límites, con ayuda de la regla de L'Hospi- 


tal, aplicando el método de selección de la parte principal para resolver las inde- 
terminaciones de la forma O - co y œ — 0» se les debe transformar a las indetermi- 


naciones dela forma: - Por último, para resolver las indeterminaciones de la forma 
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0°, œ° y 1” por el método señalado, es necesario tomar, previamente, el logaritmo. 
de las funciones analizadas. 
Analicemos en ejemplos, cómo se aplica la fórmula de Taylor para el cálculo de 
los límites de las funciones. Supongamos que se exige hallar 
MESE, 
ar 
Observando que (véase el p. 13.3) 
E a 


m Dr mr EE 
e + ot), e 1 ES rio. 


3 
x 3 
menx = x = q, + o0), 


3 » 
BA + o) en 
= lim = lim 
o) 0076 
Analicemos la indeterminación de la forma œ — 


je ,P 

MS E-E+ 000] 

im (4-— a E a E 
*-o ES r xx + 00] 


e tim 34H 00%) py 3H 00) 1 
DARA A A y 


a2 


sx 
En calidad de último ejemplo calculemos el limite lim ==) es decir, re- 


ox 
solvamos la indeterminación de la forma 1”. Según la regla general, hallamos el 
limite del logaritmo de la expresión, que se encuentra bajo el signo del limite: 


mito. 
imli n im x am POHOD y 260. 0, 
r a Maea m- 
Por lo tanto, v Ly nx 
mm Lts 
m (52) LA ny 
mi 
Ejercicios., Hállense los limits: 
e E 
3. lin A a 
Er E 


16--6179 


4e? ma +) 


arctg x — sen x 
cos (ue) — cos (ue?) + 20 
> % 


E 


$ 14, INVESTIGACIÓN DEL COMPORTAMIENTO 
DE LAS FUNCIONES 


14.1. CRITERIO DE MONOTONÍA DE LAS FUNCIONES 


Teorema 1. Para que una función f diferenciable sobre el intervalo (a, b) crezca 

(decrezca) sobre este intervalo, es necesario y suficiente que su derivada en todos los 

ma E éste sea no negativa, f'(x) > 0 (no positiva, respectivamente, 
i) < 0. 

Si en todos los puntos de (a, b) la derivada es positiva: f'(x) < O (respectiva- 
mente negativa: f'(x) < 0), entonces la función f crece estrictamente (decrece 
estrictamente) sobre el intervalo analizado. 

NECESIDAD. Si la función f crece (decrece) sobre (a, b), entonces para cualquier 
punto xp (a, 5) cuando Ax > Otenemos Ay = (xp + Ax) — f(x) > NAY < 


<0. Por eso $Z 2530 È < o) pasando al límite cuando Ax — 0, obtenemos 


Fu) > or. <0. 

SUFJCIENCIA. Sea a < x) < x < b. Entonces, según la fórmula de Lagrange (véase 
dp. 11.22/(x)) —/(x,) =f E0- xy) dondex, <E<x, Ya que x) = Xx > 
> 0, entonces cuando f(x) > O sobre (a, b) (de donde se deduce que en particu- 
lar, f'E) > 0) tendremos f(23) > f(,), s decir, la función / crece. Análogamen- 
te, Cuando/'(x) < Osobre (a, b) tenemos f(E) < 0, y por lo tanto, f(x) € S (x1), 
es decir, la función f decrece. 

Siy (x) > Osobre (a, b), entonces S(£) > 0 y por esto, f(x) > f(x), es de- 
cir, la función f crece estrictamente. Sea ahora f”(x) < O sobre (a, b); entonces 
FE) < 0, porlo tanto, f(x,) < f(x), es decir, la función f decrece estrictamente. O 

Señalemos que las S (x) > 03460 < Ono son necesarias par el 
crecimiento estricto, respectivamente decrecimiento estricto de la función diferen- 
ciable sobre un intervalo, lo que muestran los ejemplos de las funciones /,(x) = x? 
y Í,(x) = —x?. La primera de ellas crece estrictamente, y la segunda decrece estricta- 
mente sobre toa0 el eje numérico, pero para x = O sus derivadas se hacen mulas. 


sigue siendo válida, si además, en un número finito de puntos la derivada se anula. 


14.2. Determinación de los valores máximos y mínimos w 


Por ejemplo, 

si la función es continua sobre cierto intervalo y tiene en todos los puntos deriva- 
da positiva (negativa), excepto, puede ser, en un número finito de puntos, en los 
cuales la derivada se hace nula o no existe, entonces la función crece estrictamente 
(respectivamente, decrece estrictamente) sobre el intervalo analizado. 

Esto se deduce directamente del teorema 1: es suficiente aplicarlo sucesivamente 
a todos los intervalos, en los que se divide el intervalo dado por el conjunto finito de 
puntos señalados. 

Ejemplo. Investiguemos la función 


EZ cuando 0<x <$, 
102 
1 cuando x= 0. 


La función fes diferenciable (y, por lo tanto, continua) sobre el semmentofo, a 


Una revisión especial la requiere sólo la existencia de la derivada en el punto x = Ô. 
Aplicando, por ejemplo, dos veces la regla de L'Hospital, obtenemos 


UE 
im 769-40 TEA 
ES A 


Esto también significa que existe f'(0) = 0. 
Para todos los x + O tenemos 
swe G 
x 

Osca, x < tg x,si0 < x < x/2 (véase la demostración del lema 1 en el p. 8.1). Por 
tanto, la función / decrece estrictamente sobre el segmento (0, 1/2], y por esto 
400) > f(x) > SU), es decir, 
2_senx 


qe E 


<1 cuando 0Ex<j- (14.1) 


14.2. DETERMINACIÓN DE LOS VALORES MÁXIMOS Y MÍNIMOS 
DE LA FUNCIÓN 


Definición 1. Sea la función f definida en cierto entorno del punto xy. Entonces 
xose llama punto de máximo (punto de mínimo, respectivamente) de la función f, si 
existe un 8 > 0 tal que para todos los Ax que satisfacen la condición láx| < 5, se 
cumple la desigualdad f(x) + ax) < f(xg) (respectivamente f(x) + Ax) > 
> 100). 
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Si existe un 5 > 0, tal que para todos los Ax + 0, tales que lAxI < ô, se 
cumple la desigualdad f(x, + Ax) < Sp) (respectivamente f(x) + Ax) > 
> f(X), entonces x se llama punto de máximo estricto (respectivamente, mínimo 
estricto). 

Los puntos de máximo y mínimo (estrictos) se llaman puntos de extremo (estric- 
10). 

Para los puntos xy de extremo estricto de la función f, y sólo para ellos, el incre- 
mento AS = f(% + Ax) — f(x) no cambia de signo cuando el argumento pasa 
por xp, es decir, cuando cambia el signo de Ax. Precisamente Af < O para todos los 
puntos de máximo estricto y Af > 0 en el caso de mínimo estricto independiente- 
mente del signo del suficientemente pequeño Ax + O. 

Teorema 2 (condiciones necesarias del extremo). Supongamos que x es un pun- 
to de extremo de la función f, definida en cierto entorno del punto xy. Entonces o 
bien la derivada f(x) no existe, o bien f (xp) = O. 

En efecto, si x, es un punto de extremo para la f:nción f, entonces se encuentra 
un entorno U (xo, ô), tal que el valor de la función en el punto xy será el mayor o el 
menor en este entorno. Por esto, si en el punto xy existe la derivada, entonces ella, 
por el teorema de Fermat (véase el p. 11.1), es igual a cero. 

Señalemos que la condición f(x) = O no es, para las funciones diferenciables 
cuando x = xp, una condición suficiente para la presencia de extremo, como esto 
muestra el ejemplo de la función f(x) = x’, la que para x = O tiene derivada igual 
a cero, pero para la cual x = 0 no es un punto de extremo. 


Ejercicio 1 (condiciones suficientes de extremo). Sea la función / definida sobre el inter- 
valo (a,b) y continua en el punto x, a (a, b). Demuéstrese que si crece (estrictamente) sobre 
el intervalo (o, x,) y decrece (estrictamente) sobre (x, b), entonces x, es un punto de máximo 
(estricto); si la función / decrece (estrictamente) sobre (a, x,) y crece (estrictamente) sobre (xy, 
D), entonces x es un punto de mínimo (estricto). 

Teorema 3 (condiciones suficientes de extremo estricto). Sea la función f dife- 
renciable en cierto entorno del punto xp, excepto, puede ser, en el propio punto 
xp € (a, b), en el cual ella es, sin embargo, continua. Si la derivada f(x) cambia de 
signo cuando pasa por x, (esto significa, que existe un número & > O tal que los va- 
lores de la derivada f tienen un mismo signo en todo (xy — $, xp) y Signo contrario 
para todos los x € (Xg, Xo + 5)), entonces xy es un punto de extremo estricto. 

En este caso, si para xy — 5 < x < xpse cumple la desigualdad. f'(x) > Oy pa- 
rax, + ò > x > xp la desigualdad f'(x) < O, entonces x es un punto de máximo 
estricto; si para xy — $ < x < xy se cumple la desigualdad f'(x) < 0 y para 
xo + 3 > x > xp la desigualdad f(x) > 0, entonces xy es un punto de mínimo 
estricto (fig. 54). 

DEMOSTRACIÓN. Analicemos el caso f(x) > 0 para x < xp y f'(x) < O para 
x > xo donde x pertenece al entorno del punto x, señalado en las condiciones del 
teorema. Por el teorema de Lagrange (véase el p. 11.2) 


Bf = S) — Sp) = SUENA — Xp). 
DONDE £ se encuentra en el intervalo con extremos xp y x. 


Si x < xp, entonces x — xy < O y SE > O, ya que x < Ẹ < xo Six > Xg, 
entonces x — xy < Oy f'E) > 0, ya que en este caso xp < Ẹ < x. De esta forma, 
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siempre AS < 0, es decir, el punto x, es un punto de máximo estricto. Análogamen- 
te se analiza el segundo caso. O 

Del p. 14.1 se deduce que si la función tiene en todos los puntos de cierto entor- 
no reducido de un punto dado xọ derivada de un mismo signo, y en el propio punto 
xp la derivada o bien es igual a cero o bien no existe, sin embargo, la función es con- 
tinua, es decir, si la derivada de una función continua “no cambia de signo” cuando 
pasa por el punto xọ, entonces este punto a ciencia cierta no es un punto de extremo 
dela función analizada (más aún, la función en el entorno señalado crece o decrece 
estrictamente, en dependencia de que la derivada en los puntos x + xọ sea positiva o 
negativa). 

Uniendo esta afirmación con el teorema 3, demostrado anteriormente, obiene- 
mos el resultado siguiente. 

Si la función f(x), definida en cierto entorno del punto xg, continua cuando 
x = xo, tiene en todos los puntos del entorno analizado, excepto, puede ser, del 
punto xy, derivada, y esta derivada por cada lado de xy conserva signo constante 
(por lo tanto, se puede hablar sobre la conservación o del cambio del signo de la de- 
rivada cuando pasa por xy), entonces, para que la función alcance su extremo cuan- 
dox = xy, es necesario y suficiente que la derivada cambie de signo cuando pa- 
sa por el punto xg. 

Se debe, sin embargo, prestar atención al hecho de que el caso aqui analizado, es 
decir, el caso cuando se puede hablar en el sentido señalado sobre el cambio de sig- 
no de la derivada cuando pasa por el punto xp, no agotan las situaciones posibles 
(incluso para las funciones diferenciables en todos los puntos): puede suceder, que 
en entornos unilaterales, tan pequeños como se quiera, del punto xy la derivada de 
la función cambie de signo. En este caso, hay que utilizar otros métodos investigan- 
do las funciones para el extremo cuando x = Xp. 

Por esto, en la clase de todas las funciones diferenciables, el teorema 3 da sólo 
las condiciones suficientes de extremo estricto. 


Problema 9. Constrúyase un ejemplo de función, que sea diferenciable sobre un interva- 
lo, alcanza en cierto punto x un extremo estricto, y su derivada en cualquier entorno del pun- 
to'x, (tanto por la izquierda, como por la derecha de ella) toma valores positivos y negativos 
(de ¿sta forma, demuéstrese, que la condición de cambio de signo de la derivada en el punto 
dado es suficiente para la presencia de un extremo estricto, pero al mismo tiempo no es nece- 
saria). 

Introduzcamos otro concepto que utilizaremos en el futuro. 
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Definición 2. Sea la función f definida en cierto entorno del punto xp. Llamare- 
mos a xo punto de crecimiento (decrecimiento) del la función f, si existe un 8 > 0, 
tal que cuando x, — $ < x < xy se cumple la desigualdad f(x) < fx) (respecti- 
vamente fix) > 0), Y Xo < x < Xy + ô la desigualdad f(x) > f(x) 
(respectivamente fx) < FG). 

De esta forma, los puntos de crecimiento y decrecimiento de la función / se ca- 
racterizan por que durante el paso por ellos el incremento A/ cambia de signo, más 
preciso, de “—" a “+” en el punto de crecimiento y de “+” a "—" en el punto de 
decrecimiento (fig. 55). 

No se debe pensar que si la función está definida sobre el intervalo, entonces 
cualquier punto de este intervalo es o bien un punto de extremo de la función, o bien 
un punto de crecimiento, o bien un punto de decrecimiento: pueden existir puntos, 
que no pertenezcan a ninguno de los tipos señalados. Por ejemplo, el punto x = O 
para la función 

sent cuando x #0, 
à O cundo x=0 MA 


no es ni punto de extremo, ni punto de crecimiento, ni punto de decrecimiento. 
La derivada de la función (14.2) es igual (véase el ejemplo 8 en el p. 9.7) 


2xsenl—cosL cuando x 90, (14,3) 
Ls e 
x o cuando x= 0. aas) 


De esta forma, la función (14.2) es diferenciable sobre todo el eje numérico. 
Cuando x = 0 su derivada tiene discontinuidad de segundo género, ya que 


lim 2r senl = 0 asa 
a; 


y el segundo sumando en el segundo miembro de la igualdad (14.37), es decir, 
cos] no tiene limite cuando x — O. Además de csto, este sumando, variando en 
cualquier entorno unilateral del punto x = O desde — I hasta +1, cambia de signo 


infinitas veces. De aquí, a base de las fórmulas (14.3") y (14.3"”) y (14.4) se deduce 
que la derivada de la función (14.2) en cualquier entorno unilateral del cero, tan pe- 
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queno como se quiera, también cambia de signo. El carácter general del comporta- 
eno del función (14 2) el representado en la. 6. 

Enunciemos ahora las condiciones suficientes para la presencia de extremos 
estrictos, así como también de los puntos de crecimiento y decrecimiento fundamen- 
tadas en la utilización de las derivadas de órdenes 

Teorema 4, . Supongamos que en el punto para la Jnció existen ls deriva- 
das hasta de orden n > 1 inclusive, 

SU) =0 para i sn n-i, JO) #0. 04,5 


Entonces, sin = 2k,k =1,2,...,es decir, pirate entonces la fun- 
ción f tiene en el punto xy un extremo estricto, más preciso, un maximo cuando 
SW (xp) < 0 y un mínimo cuando f)(x) > 0. Sin = 2k + 1,k=0,1,..., 
es decir, n es un número impar, entonces la función f no tiene en el punto xy extre- 
mos; en este caso, xy es un punto de +n 
-í a rd crecimiento cuando ¿+ xy) > 0 y de 

Hagámosle a la demostración del teorema una pequeña observación. 

Si A(x) = o(a(x)) cuando x — xy, entonces existe un 3 > 0, tal que cuando 
Ix = x! < ô, x 2 xy, es válida la 


1B) < lao)! (14.6) 


A. Bix) = ella), aan 


donde lim, e(x) = O y, por lo tanto, existe un 5 tal que cuando |x — xp! < ò, 
x * xp, se cumple la desigualdad 
lot <3 (14.5) 


De (14.7) y (14.8) se deduce (14.6). 
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DEMOSTRACIÓN. Ante todo observemos que ya que f tiene en el punto xy deriva- 
da de orden n > 1, entonces (según la definición de derivada) la derivada de orden 
n — 1 dela función analizada, está definida en cierto entorno del punto x,. Por es- 
to, la propia función f también está definida, en todo caso, en el mismo entorno del 
punto xp. 

lic di Tisho ariana ra a Aa at 
punto x. En virtud de (13.5) y la condición (14.5) tendremos 


7 
Af = fiot 00-109 29 ar + alx), (14.9) 


donde ax” E (axy", 
= olx"), Ax—0, 
y, por lo tanto (véase el p. 8.2), 


m 
aw (a), ax- o. 
Por esto, por la Observación hecha, existe un 3 > O, tal que cuando 1Ax! < ô, 
Ax Ro, 
> 
taco < [208 avr], 
alm 


De aquí se deduce que cuando lAx| < 5, Ax # O, el signo del segundo miembro de 
ln igualdad (14.9), y por lo tanto, el signo de A coincide con el signo del primer su- 
bro. 


+ « »» entonces en (14.9) Ax se eleva a una potencia par, por 
eno ei signo de AY s0 dependa da eno ds Ax 09 por lo lato spes un punto 
de extremo estricto, ndersa un punto de máximo estricto cundo / Ciee) < O len 
este caso Af < 0) y mínimo estricto cuando /UAX(xp) > O (en este caso Af > 0). 

Sin = 2k + l, k = 0, 1, 2, . . ., entonces Ax se eleva a una potencia impar, 
por esto, el signo de Af cambia junto con la variación del signo de Ax, y, por lo tan- 
ED, xo 0 as un punto de extremo. Si Ax cambia de signo de "a ©», entonces 
caundo f@t+ (xp) > Oel incremento A/ cambia el signo de “—” y, porlo 
tanto, sun punto de crecimiento dela funció. Y cuando Ò + Da) < 0 el 
incremento Af cambia de signo de “+” a “—”, y, por lo tanto, x es un punto de 
decrecimiento de la función f. O 

Del teorema demostrado se derivan, en particular, cuando n = 1 y n = 2 dos 


1, Si f'(x} > O, entonces xp es un punto de crecimiento de la función; si 
S(x) < O, entonces x, es un punto de decrecimiento de la función. 

2. SIS (xo) = 0, y S (xp) # O, entonces cuando f”(xp) < 0, Xo es un punto de 
mínimo estricto, y cuando f” (xg) < O, es un punto de máximo estricto de la fun- 
ción (fig. $7). 

El corolario 1 sigue siendo válido para las derivadas infinitas: si f'(x) = +œ 
(respectivamente f'(x) = — œ), entonces xy es un punto de crecimiento (respecti- 
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vamente de decrecimiento) de la función. En realidad, si por ejemplo, 
S'O) = +0», entonces para cualquier e > 0, y, en particular, para £ = 1 existe 
un > O, tal que para todos los Ax, que satisfacen la condición lAx! < 8, tiene hi- 


sar la desigualdad 22 > 1. Por esto cuando 0 < Ax < tenemos ây > âx > 0 


y cuando —5 < Ax < 0, análogamente Ay < Ax < 0, es decir, xg es un punto de 
crecimiento. De forma semejante se analiza el caso f (xp) = — %. 

Señalemos que del primer corolario otra vez se deriva el teorema de Fermat (véase 
elteorema 1 del p. 11.1). En efecto, si la función f (x) está definida en cierto entorno 
del punto xy y tiene en este punto un extremo, entonces la derivada en xp no puede 
ser ni positiva, ni negativa, ya que en caso contrario la función o bien crecería, o 
bien decrecería en este punto. Por lo tanto, la derivada en xp, o no existe, o si existe, 
necesariamente es nula, 

Observemos también que del teorema 4 se deduce directamente el criterio si- 
guiente de presencia de puntos extremos. 

Supongamos que para la función f en el punto x, existen las derivadas hasta de 
orden n > 1, inclusive, además 

SW0%)=0, k=1,2,.... 2-1, J%0%)*0 
Entonces, para que cuando x = xy la función alcance un extremo, es necesario y su- 
ciente que n sea un número par. 

“Todas las reglas obtenidas son válidas sólo en el caso cuando la función / está 
definida en cierto entorno del punto xp. Sin embargo, sobre los extremos de la fun- 
ción se puede hablar no sólo en este caso: sea f una función definida sobre cierto 
conjunto númerico E; llamaremos a xy € E punto de máximo (mínimo) *, si existe 
und > 0, tal quesix € Ey lx — xp! < ô, entonces f(x) < f(X) (respectivamente 
f(x) > S(%)). De una forma semejante se definen en este caso los conceptos de må- 
ximo estricto y de mínimo estricto, se debe solamente cambiar los signos de las desi- 
gualdades no estrictas por los de las desigualdades estrictas y exigir además que 
x A xp 
Por ejemplo, si la función / está definida sobre el intervalo semiabierto (a, 6), 
entonces el punto a en el sentido señalado puede ser extremal. Señalemos, sin em- 
bargo, que la derivada (por la derecha) en este punto, en general, no está obligada a 
convertirse en cero. Así, la función y = x, analizada sobre el segmento [0, 1), tiene 
minimo estricto cuandox = O y maximo estricto cuando x = 1, sin embargo, en es- 
tos puntos, como sobre todo el segmento [0, 1), y” = 1. 


Sería correcto agregar local, pero no vamos a complicar la terminología. 


250 $ 14. Investigación del comportamiento de las funciones 


La aclaración de la circunstancia de si la función tiene o no extremos en los 
extremos del intervalo, perteneciente a su dominio (a estos extremos los llamaremos 
extremales), exige una investigación especial. 


Ejercicio 2. Sea la función f definida sobre el segmento |a, b] y tiene derivadas cuando 
x= ay x = b. Demvéstrese que si f", (a) > O (respectivamente /”_ (b) < O, entonces el 
punto x = a (respectivamente x = b) es un punto de minimo estricto, y si/” , (a) < 0 (res- 
pectivamente / (b) > 0), entonces x = a (respectivamente x = b) es un punto de máximo 
enrico. 


Los teoremas establecidos por nosotros descansan en la base de un método, que 
permite resolver uniformemente infinidad de problemas matemáticos, fisicos y téc- 
nicos, en los cuales se buscan los valores extremos de alguna magnitud. 
Supongamos, por ejemplo, que se exige determinar el valor máximo de la fun- 
ción f sobre el segmento [a, b]. Puede suceder, que esto sea posible realizar de una 
forma suficientemente sencilla por algún método, partiendo de un tipo concreto de 
función. Si no se ve cómo se puede hacer esto, entonces se deben hallar todos sus 
puntos críticos, que se encuentren sobre (a, b) (el punto, en el cual la función está 
definida, y su derivada o bien es nula, o bien no existe, usualmente se lama punto 
crítico de esta función). Después, de estos valores de x es necesario, partiendo de lo 
dicho, separar aquellos en los cuales es posible un máximo (se puede a ciencia cierta 
desechar los puntos que satisfacen las condiciones suficientes para la presencia de 
un mínimo). Después de esto, es suficiente comparar entre sí, por la magnitud, los 
valores de la función en los puntos obtenidos y los números /(2) y /(b); el mayor de 
estos números será el valor máximo de la función sobre el segmento [a, b). Este 
problema puede resolverse en principio, a ciencia cierta, si el conjunto de los puntos 
criticos es finito. 

Si la función está definida sobre el intervalo semiabierto (finito o infinito), por 
ejemplo, sobre el intervalo semiabierto de la forma (0, b), el problema sobre la de- 
terminación de su valor máximo sobre este intervalo semiabierto exige investiga- 
ciones auxiliares, hallando el conjunto de los puntos señalados anteriormente, es ne- 
cesario estudiar el comportamiento de la función cuando x — b — 0. De forma 
análoga se resuelven los problemas de:determinación de los valores mínimos de la 
función. 


Sin embargo, no se debe pensar, que el método expuesto permite hallar los pun- 
tos de extremo de la función dada con el grado de exactitud necesario. Esto no es 
asi; ya que si utilizamos este método, es necesario ante todo, saber resolver la 
ecuación f(x) = O con el grado de exactitud dado, lo que resulta otro problema 
matemático. Como éste se resuelve con ayuda del cálculo diferencial, en aquellos ca- 
sos cuando la solución exacta de la ecuación no se da en una forma explícita, se 
mostrará más adelante (véase el tomo 2, $ 60). 

Ejemplo. Dos puntos se mueven con velocidades constantes y, y vz por dos rec- 
tas, que forman un ángulo recto, en el sentido del vértice de este ángulo, del cual al 
inicio del movimiento el primer punto se encontrabá a una distancia a y el segundo a 
una distancia b. ¿En qué momento después del inicio del movimiento la distancia 
entre los puntos será mínima? 
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Sea p = p(t) la distancia entre los puntos en el momento r después del inicio del 

movimiento, que consideraremos comenzado cuando £ = 0. Entonces 

Po = (a = vt? + (ho vy. 
La función p(1), evidentemente, alcanza el minimo para el mismo valor £, para el 
cual alcanza el minimo la función y = p*(1). 

Físicamente es evidente que la distancia p(£) debe alcanzar un mínimo (los cuer- 
pos comienzan a acercarse) y a ciencia cierta no hay máximo, ya que p(1) — +o 
cuando £ — +œ. En virtud de la condición necesaria de extremo esto puede ser sólo 
enun punto en el cual y" = Oy yaque y” = —2v,(a = »,1) — 2v(b = vat) en- 
tonces de la condición y” = O obtenemos una solución única 

av, + by, 


kiai a7 


que da respuesta a la pregunta planteada. 


14.3. CONVEXIDAD Y PUNTOS DE INFLEXIÓN 

Sea la función definida sobre el intervalo (a, b) y sena < x} < x} < b. Trace- 
mos una recta por los puntos A (x; (x,)) y B (x3, f (x2)), que están sobre la gráfica 
de la función f. Su ecuación será 
LOA = x) + 4006 

pery 

Denotemos el segundo miembro de esta ecuación por /(x), entonces abreviada- 

mente se escribe de la forma 


»= 10 


Es evidente que /(x,) = /(x,), 1(x3) = f0). 

Definición 3. La función f se llama convexa hacia las y positivas (convexa hacia 
las y negativas) sobre el intervalo (a, b) si cualesquiera que sean los puntos x; y Xz, 
e < x, < x, < b, para cualquier punto x, del intervalo (x,, xy), se cumple la desi- 


PP. 106) <S (14.0) 


tivamente 
e. 16%) > So). asan 

Jeomėtricamente esto significa que cualquier punto de la cuerda AB (es decir, 
Jetsegmento de la recta y = /(x) con extremos en los puntos A y B)está no por en- 
cima (no por abajo) del punto de la gráfica de la función f correspondiente al mis 
mo valor del argumento (fig. 58). 

Definición 4. Sí en lugar de (14.10) y (14.11) se cumplen las desigualdades estric- 
tas I(x) < F(%9) y respectivamente I(x) > f (x) para cualesquiera x, x, y x tales 
que a < x, < Xo < xz < b, entonces la función f se llama estrictamente convexa 
hacia las y positivas (estrictamente convexa hacia las y negativas) sobre el intervalo 
(a, b). 
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E 
Conan aca tig pss Comexiand hacia les y negativas 
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En este caso cualquier punto de la cuerda AB, excluyendo sus extremos se en- 
cuentra por abajo (por encima) del punto correspondiente de la gráfica de la fun- 


Definición 5. Cualquier intervalo, sobre el cual la función es (estrictamente) con- 
vexa hacia las y positivas, respectivamente hacia las y negativas, se llama inter- 
valo de convexidad (estricta) hacia las y positivas, respectivamente hacia las y nega- 
tivas, de esta función. 

Teorema $ (condición suficiente de la convexidad estricta). Sea la función f dos 
veces diferenciable sobre el intervalo (a, b). Entonces, si f° < O sobre (a, b), la 
Junción f es estrictamente convexa hacia las y positivas y sif” > Osobre (a, b), en- 
tonces la función f es estrictamente convexa hacia las y negativas sobre este interva- 
lo, 


` DEMOSTRACIÓN. Sea a < x, < x < x, < b, Entonces 
SOHO — ASADO) pkt 


160)-100= 16) 
n= 2-x% 
m L) — SON — 3) — 1/60) -a 2) 
2-". 


Aplicando el teorema de Lagrange (véase el p. 11.2) obtenemos 


lo - so) = ZOO 2) — SDE 2) 8 


n- 
a 0 -rOl — Mx — x1) 
n=% 
donde x < Ẹ < x < 1 < 3- 
de nuevo el teorema de Lagrange: 
1609-10) 9 LOMO epen 
n- 


De aquí se ve que si f” < 0 sobre (a, b), por consiguiente, en particular, 
1”) < 0, entonces I(x) < f(x), es decir, la función f es convexa estrictamente 
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FIG. 59 


hacia las y positivas; si f“ > Osobre (a, b), entonces /(x) > f(x), es decir, la fun- 
ción f es convexa hacia las y negativas, O 

La condición del signo constante de la segunda derivada, siendo suficiente para 
la convexidad estricta (hacia las y positivas o negativas) no es al mismo tiempo nece- 
saria. Así, la función y = x“ es estrictamente convexa hacia las y negativas sobre to- 
da la recta numérica, no obstante, su segunda derivada y” = 12x? se anula para 
x=0 

Señalemos que si la función / es (estrictamente) convexa hacia las y positivas en 
eLintervalo o, b), entonces a función es (estrictamente) convexa hacia Js y nega- 
sas sobre este intervalo y viceversa, y por cuanto £ (60) = E I9, en 
tonces, por ejemplo, la condición suficiente de convexidad estricta hacia las y positi- 
vas dada en el teorema $ se deduce de la condición suficiente de convexidad estricta 
de la función hacia las y negativas contenida en este mismo teorema. 


Ejercicios 3. Demuéstrese que para la función 


xun! cuando x» 0, 
x 


IOS] o endo xmo 
elpuntox = Ono pertenece a ningún intervalo de convexidad hacia las y positivas o negativas 
y no es extremo de ninguno de estos intervalos. 

4, Demuéstrese que la función y = x“ es convexa estrictamente hacia las y negativas 
sobre todo el eje numérico. 

Vemos que la convexidad hacia las y positivas o negativas de una función f de- 
pende del signo de la segunda derivada. Resulta que la ubicación de la gráfica de 
una función dos veces diferenciable con respecto a la tangente, también, en determi- 
nado sentido, está relacionada con el signo de la segunda derivada. 

Teorema 6. Supongamos que la función f, en todo el intervalo (a, b), tiene se- 
gunda derivada positiva (negativa): f”(x) > O (respectivamente, f”(x) < 0), 
x e(a, b) °. Entonces cualquiera que sea el punto xy € (a, b), todos los puntos 


9 De aquí se deduce que la función f es estrictamente convexa hacia las y negativas (posi- 
tivas) sobre (a, b). 
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(x, f(x), x e (a, b), de la gráfica de la función f están por arriba (respectivamente por 
abajo) de la tangente trazada a ella en el punto (x, f (x) (naturalmente, el propio 
Punto, que se encuentra sobre la tangente indicada, es una excepción * (fig. 59). 

En efecto, la ecuación de la tangente a la gráfica de la función Y en el punto (xp. 
SO) será 


Y =S NA — xo) + Sio) 
Denotemos el segundo miembro de esta ecuación por L (x). Entonces, aplicando 
el teorema de Lagrange a la diferencia f(x) — f(x) obtendremos 
J% =- Lx) = U) — SO) — Sola — xo) = 
= SUENA — 9) — SoN — o) = LE) — SR) — x0), 
dondea < xy < b,a < x < b y el punto E está entre x y xp. 
otra vez el teorema de Lagrange, pero ya al incremento de la deriva- 
da, obtendremos 
SO) LG) = SE — xo) — xo) 
donde el punto y está entre E y xp. 
x xp tenemos (È — x9Xx — xo) > O ya que el punto E siempre está 
entre xy 3: por consiguiente, sempre está por el mismo lado de x, que el punto x. 
"or consecuencia, el signo de la diferencia /(x) — L(x) coincide, cuando 
x Y a. con dl signo do -4 (1). Por esto, si sobre el intervalo (a, b) la segunda deri- 
vada es positiva (por consiguiente es positiva en el punto y), entonces para todas las 
x e (a, b) menos para el punto x = x se cumple la desigualdad /(x) — L (x) < 0; 
si sobre el intervalo (a, b) la segunda es negativa: entonces para los puntos 
indicados es válida la desigualdad f(x) — L(x) < 0. O 
Aclaremos este teorema partiendo de consideraciones algo diferentes. Sila fun- 


puede 
cipal de la función f en forma de polinomio de Taylor de segundo orden 
10210941000 LO mp +0 —x >, x- x 


y por consiguiente la gráfica de la función f” “en el entorno del punto xy se compor- 
ta casi como una parábola". A j 


y =w) +S oa = xo) + EER a- t, 


la cual, cuando su coeficiente dex, es decir 799) es positivo, es convexa hacia las 


9 Si la función f además está definida y tiene derivada unilateral en el extremo a 6 b del 
intervalo, entonces la propiedad indicada, como se ve en la demostración que se dará más ade- 
lante, se cumple también para la tangente en el punto (a, /(2)) (respectivamente, co el punto. 
so). 
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FIG. 60 FIG. 61 


y negativas y está por arriba de cualquier tangente, en particular, por arriba de la 
tangente en el punto (Xp, J(%o)) (esta recta es también la tangente a 1a gráfica de la 
función f), y cuando el coeficiente indicado es negativo, es convexa hacia las y positi- 
vas y está por abajo de cualquiera de sus tangentes. 

De nuevo vemos qué conveniente es, en el estudio de una función en el entorno 
de un punto dado, separar con ayuda de la fórmula de Taylor la parte principal de la 
función en este punto. En el futuro, al resolver diversos problemas del análisis, de 
nuevo, repetidas veces tendremos la oportunidad de convencernos de las grandes 
posibilidades y de lo fructífero del método de la separación de la parte principal, 

Definición 6. Supongamos que la función f es diferenciable para x = xo y Su- 
pongamos que y = L (x)es la ecuación de la tangente a la gráfica de la función f en 
el punto (xo, f (xo). Si la diferencia f(x) — L(x) cambia de signo al pasar por el 
punto xy, entonces xy se llama punto de inflexión de la función. 

Más detallada y exactamente, esto significa que existe un 3-entorno U(xp, 6) del 
punto xy tal que sobre cada uno de los intervalos (xp — 3, xo) y (Xo. Xy + 5) la dife- 
rencia f(x) — L(x) conserva el signo constante contrario a su signo sobre el otro in- 
tervalo. 

'Geométricamente esto significa que la gráfica de la función / pasa en el punto 
(xo. f (%0)) de un lado (de la recta inclinada) de la tangente en este punto al otro lado 
(véase la fig. 60). 

Si xy es un punto de inflexión de la función, entonces el punto (xp, /(Xp)) se la- 
ma punto de inflexión de la gráfica de la función f. 


Ejemplos. 1. f(x) = x°, f”(x) = 6x. Evidentemente en este caso f(x) < 0 
para x < Oy f”(x) > Opara x > 0. Por esto, sobre el intervalo infinito (— œ, 0), 


la función f(x) = x’ es convexa estrictamente hacia las y positivas; sobre el interva- 
lo (0, + œ) es convexa estrictamente hacia las y negativas y el punto x = Des al mis- 
mo tiempo extremo de intervalos de convexidad hacia las y positivas y negativas. Es- 
te punto es también un punto de inflexión por cuanto la ecuación de la tangente en él 
será y = Oy parax < Otiene lugar la desigualdad f(x) < Oy parax > Oalcontra- 
rio f(x) > 0. 

2. f(x) = Vx”; la gráfica de esta función (fig. 61) se llama parábola semicibi- 


ca. Aquí f(x) = = VE Polo que para todos 105x + Oes válida la desigual- 
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dad f”(x) < 0. Por consiguiente, los intervalos (—<», 0) y (0, +œ) son intervalos 
de convexidad estricta hacia las y positivas. Conjuntamente con esto, para cualquier 
10 

LLO a fa > 02100) 
por lo que el punto x = Ono pertenece a ningún intervalo de convexidad hacia las y 
positivas (esta función no tiene intervalo de convexidad hacia las y negativas). 

La gráfica de la función f(x) = Vx7 en el punto (0, 0) tiene tangente vertical y 
sus ramas para las cuales x > 0 yx < Oestán por lados diferentes de ella. No obs- 
tante, x = Ono es un punto de inflexión, por cuanto en virtud de la verticalidad de 
Ja tangente en este punto su ecuación no se puede escribir en la forma y = L (x) y, 
por consiguiente, x = O no satisface las condiciones de la definición 6. 

Dicho en sentido figurado, la gráfica de la parábola semicúbica no hace infle- 
xión al pasar por la tangente en el punto (0, 0), sino que “regresa hacia atrás por 
lo que los puntos de este tipo se llaman puntos de rerroceso. 

Teorema 7 (condición necesaria de la existencia de un punto de inflexión). Su- 
pongamos que la función f tiene para x = xy segunda derivada continua. Entonces, 
si el punto xa es un punto de inflexión de la función f, f(x) = 0. 

En efecto, si tuviera lugar la desigualdad /”(xp) > 0 (respectivamente, 
Xo) < 0), entonces, por la continuidad de la segunda derivada para x = xy, se 
encontraría un entorno U(x) de este punto en el cual se cumpliría la condición 
Lx) > O (respectivamente, f(x) < 0) y, por consiguiente, por el teorema 6, pa- 
ra todos los x € U (x), x + xp, la gráfica de la función f estaría por arriba (por aba- 
Jo) de la tangente trazada a ella en el punto xy, lo cual contradiría que xy es un punto 
de inflexión. O 

OBSERVACIÓN. De forma semejante a como todos los puntos de extremo de una 
función pertenecen al conjunto de los puntos en los cuales la derivada o bien es igual 
Acero o bien no existe, así mismo todos los puntos de inflexión de una función (dos 
veces continuamente diferenciable, menos podría ser para un número finito de valo- 
res de la variable independiente) entran en el conjunto de los puntos en los cuales la 
segunda derivada O bien es igual a cero, o bien no existe. 

Teorema 8 (primera condición suficiente de la existencia de un punto de infle- 
xl60). SÍ una función f diferenciable en el punto x, es dos veces diferenciable en al- 
gún entorno reducido Úlx,, 8) de este punto y la segunda derivada f” de la función 
$ cambia de signo al pasar el argumento por x, (es decir, o bien f(x) < O cuando 
xp 8 < x < xoyS"(x) > O cuando xo < xX < xy + 8,0 bien f(x) > O cuan- 
do xy — ô < x < Xo y f™(x) < O cuando xy < x < xp + 5), entonces x, es un 
punto de inflexión de la función f. 

En realidad, representemos, como se hizo anteriormente, la ecuación de la tan- 
gente y = f (Xp Mx — xo) + f(x) en la forma y = L (x). En la demostración del 
teorema 6 fue mostrado que 

S) = L(x) = SNE — Nx — xo), 


donde los puntos x y E están por un mismo lado de xp, por lo que cuando x + xọ te- 
nemos (£ — xp Nx — xp) > 0 y, por consiguiente, 
sign ix) — LN = sign f”). 
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7 
FIG, 62 


El punto y está entre £ y xp, es decir, por el mismo lado de xy que el punto x. De 
signo 


Teorema 9 (segunda condición suficiente para la presencia de un punto de infle- 
sión). Sea f(x) = 0y f(x) + O, entonces xy es un punto de inflexión. 
DEMOSTRACIÓN. Por la fórmula de Taylor, en virtud de la condición /“(x) = 0 
tenemos S 
LOSA ES A= ro) a ot + ol — 19), 
y por cuanto L(x) m f(xp) + f(x, Xx — xp), entonces 


So) = Lie = E a xP + ol 29). 


De aquí se deduce (véase la observación sobre los infinitėsimos ante la demostra- 
ción del teorema 4 de este párrafo), que el signo de la diferencia f(x) — L (x) cam- 
bia cuando cambia el signo de x — xy. Esto significa que xy es un punto de infle- 
xión, O 

Ejemplo. Analicemos la función f(x) = e~? y hallemos sus puntos de infle- 


xión, Tenemos $0) = 202, 


A 4 eh a se- Jo = «(e + 4) &- 3) 


De aquí se ve que la segunda derivada de la función f se anula en los puntos 
x= g Y al pasar por llos cambia su signo. Por consiguiente, por el teorema 8, 
estos puntos son puntos de inflexión de la función f (fig. 62). 

Problema 10. Demuéstrese que si la función f es continua sobre el intervalo (a, b) y si pa- 
ra cualesquiera puntos x, Y x,. 0 < x, < x, < b, se cumple la desigualdad 

moar "r ata) 
entonces (a, b) es un intervalo de convexidad hacia las y positivas para la función /. 


176179 


258, $ 14. Investigación del comportamiento de las funciones 


Problema 11. Demuéstrese la afirmación que sigue a continuación. Para que una función 
diferencable sea convexa hacia Ias y positivas (negativas) sobre cierto intervalo, es necesario y 
suficiente que su derivada decrezca (crezca) sobre él. Para que una función diferenciable sea 
«strictamente convexa hacia las y positivas (negativas) sobre cierto intervalo es suficiente que 
su derivada decrezca (crezca) estrictamente sobre él. 


14.4. ASÍNTOTAS 

Definición 7. Supongamos que la función f(x) está definida para todos losx > a 
Vespectivamente, para todos los x < a). Si existen los números k y | tales que 
S(x) — kx = I= 0(1) cuando x — + (respectivamente, cuando x — — œ), en- 
tonces la recta 

+1 (14.12) 
se llama asintota de la gráfica de la función f (x) cuando x — + œ (respectivamente, 
cuando x — = œ). 

La existencia de una asintota de la gráfica de una función significa que cuando 
x — +œ (6 x — —0») la función se comporta “casi como una función lineal”, es 
decir, se diferencia de una función lineal en un infinitésimo. 

Hallemos, por ejemplo, la asíntota de la gráfica de la función 


JE 
y = 2%22 Dividiendo el numerador por el denominador según la regla de 
la división de polinomios obtendremos rra Ya que 


= o(1) cuando x — +œ, entonces la recta y = x — 4 es la asintota de la 


x+1 
gráfica de la función dada tanto cuando x — +œ como cuando x — =o. 
Analicemos el sentido geométrico de la asintota. Sea M = (x,/(x)) un punto de 
la gráfica de la función f, Mọes la proyección de este punto sobre el eje Ox, AB es la 
asintota (14.12); 0, el entre la asíntota y el sentido positivo del eje Ox, 


0 +=; MP, la perpendicular bajada desde el punto M sobre la asintota AB; Q, el 


2 
punto de intersección de la recta MM, con la asintota AB (fig. 63). Entonces 
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MM, = f(x), QMp = kx + l, MQ = MM) — QM = f(x) — (lx + 1), MP = 
= MQ cos 0. De esta forma, MP se diferencia de MQ sólo en el factor cos 0 dife- 
rente de cero, por lo que las condiciones MQ — Oy MP — Ocuandox — +o (res- 
pectivamente, cuando x + —œ) son equivalentes, es decir, si lim MQ = 0, en- 
tonces lim MP = Oy viceversa. aion 


De aquí se deduce que la asintota puede ser definida como la recta, la distancia 
hasta la cual desde la gráfica de la función, es decir, el segmento MP, tiede a cero 
cuando el punto M = (x, /(x)) “tiende al infinito permaneciendo en la gráfica” 
(cundo x — +% ôx — — o, respectivamente). 

Indiquemos ahora el método general de la búsquede de la asintota (14.12), es de- 
cir, el método de definición de los coeficintes k y / en la ecuación (14.12). Analizare- 
mos para mayor exactitud sólo el caso x — +o (cuando x — — œ el razonamiento 
se lleva a cabo análogamente). Supongamos que la gráfica de la función / tiene una 
asintota (14.12) cuando x — +c. Entonces por definición 


10) =kx+1+00). (14.13) 
Dividamos ambas partes de la igualdad (14.10) por x y pasemos al límite cuando 

x — +œ, Entonces 10 _ 
lim = (14.14) 

Pear 
Utilizando el valor k hallado, obtendremos de (14.13) para la determinación de / 

la fórmula 

I= lim Y0)- kx). (14.15) 


La afirmación inversa también es válida: si existen los números k y / tales que se 
cumple la condición (14.15), entonces la recta y = kx + / es asíntota de la gráfica 
de la función /(x). En realidad, de (14.15) tenemos 


mM L) — (kx + N = 0, 


es decir, la recta y = kx + I efectivamente satisface la definición de asintota, dicho 
de otro modo, cumple la condición (14.13). 

De esta forma, las fórmulas (14,14) y (14.15) reducen el problema de la bús- 
queda de las asintotas (14.12) al cálculo de límites de un tipo determinado. Más aún, 
mostramos que si existe la representación de la función f en la forma (14.13), enton- 
ces k y I se expresan por las fórmulas (14.14) y (14.15). Por consiguiente, si existe la 
representación (14.13), entonces es única. 

Hallemos por esta regla la asintota de la gráfica de la función f(x) = 
= 222 hallada por nosotros anteriormente por otro método: 
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FIG. 64 


es decir, como era de esperar, obtuvimos la misma ecuación de la asintota 
y= x — 4tanto para x — +œ como para x — = o. 
La ecuación de cualquier recta no paralela al eje Oy puede ser escrita en la forma 
(04.12). Es natural extender la definición de asintota a las rectas paralelas al eje Oy. 
Definición 8. Supongamos que la función f esiá definida en cierto entorno del 
punto xy (puede ser unilateral) y supongamos que se cumpla al menos una de las si- 
guientes condiciones 


im sose 6 lim f0=e. 14.16) 
1-0 a 
Entonces la recta x = xp (fig. 64) se llama asintota vertical de la gráfica de la fun- 


ción f (a diferencia de la asintota del tipo (14.12) la cual se llama inclinada). 
En el caso de asintota vertical, como en el caso de inclinada, la distancia MP = 
= x — xp entre el punto M y la recta x = xp tiende a cero si el punto M(x, f (x)) 
tiende al infinito por la gráfica, es decir, cuando x — xy — 06x — xp + 0. 
Para hallar las asíntotas verticales de la gráfica de una función / es necesario 
hallar los valores x para los cuales se cumple una o ambas condiciones (14.16). Por 


i Ż-w-2 A 
ejemplo, la función y = 222 tiene una asintota vertical x = — 1. En ge- 
neral, si $00) = Pe es una función racional ((P(x) y Q(x) son polinomios), 


Qla) = 0, Plxp) + O, entonces la recta x = x es una asintota de la gráfica de la 
función f(x). 


14.5. CONSTRUCCIÓN DE GRÁFICAS DE FUNCIONES 

El estudio de una función dada y la construcción de su gráfica con ayuda del 
Aparato analítico desarrollado es racional llevarlo a cabo en el siguiente orden. 

1. Determinar el dominio de existencia de la función, la región de continuidad y 
los puntos de discontinuidad. 

2. Hallar las asíntotas. 

3. Trazar aproximadamente, a grandes rasgos, la gráfica de la función. 

4. Calcular la primera y si es necesario la segunda derivada (con frecuencia sin 
derivadas de orden superior se llega a la solución). 
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5. Hallar los puntos en los cuales la primera derivada y la segunda no existen o 
son iguales a cero. 

6. Componer la tabla de variación del signo de la primera y segunda derivadas. 
Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, convexidad hacia las y 
positivas o negativas de la función, hallar los puntos de extremo (entre ellos los ter- 
'minales) y los puntos de inflexión. 

7. Finalmente trazar la gráfica. 

Además, a medida que sea mayor la exactitud que queramos alcanzar en la gráfi- 
ca, en general, es necesario hallas más puntos sobre ella, Generalmente es conve- 
niente hallar (puede ser con una exactitud determinada) los puntos de intersección 
de la gráfica con los ejes de coordenadas y los puntos correspondientes a los extre- 
mos de la función; otros puntos se hallan a medida de las necesidades. 

En el caso en que las expresiones de la segunda derivada sean muy voluminosas, 
a veces se hace necesario reducirse al análisis de las propiedades de la gráfica que se 
pueden estudiar sólo con ayuda de la primera derivada. 


Ejemplo 1. Construyamos la gráfica de la función f(x) = 


Esta función está definida y es continua para todos los x + — 1. Como ya sabe- 
mos (véase el p. 14.4) tiene asíntotas y =x-4 y —1, y además 
im 7/0) = so . Fue señalado también que f(x) = 


= x = 4 + LG por loque f(x) > x — 4cuandox > — 1 a gráfica dela fun- 
7 


ción se encuentra por arriba de la asintota) y f(x) < x — 4cuandox < —1 (la grá- 
fica se encuentra por abajo de la asintota). 

La gráfica de la función f(x) interseca el eje Ox en los puntos en los cuales 
x? — 3x — 2 = 0, es decir, cuando xy, x} = (3 + V17)/2 6 aproximadamente en 
los puntos x, = 3,5, xz = 0,5. La gráfica interseca el eje Oy en el punto y = —2. 
Esto permite trazas la gráfica de la función f (x) en la forma indicada en la fig. 65. 

El estudio posterior tiene el fin de hallar los extremos, los puntos de inflexión y 
los intervalos de convexidad hacia las y negativas o positivas de la gráfica de la fun- 
ción, Para esto hallemos y" e y”: 


Ż-x- 
x+1 


a ARE 4 
PA Ey 


= Ocuandox = —1 — VŽ = —2,4yx = —1 + VĪ ~ 0,4. 
las derivadas y” e y” no existen. 

Compongamos la tabla de variación del signo de la primera y segunda derivadas 
en dependencia de la variación del argumento, incluyendo en ella los puntos 
criticos: 


E 


EET =1 EEJ 
y| >+ e |- No existe = e |> 
r|- - - No existe + + + 
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FIG. 6s 
De esta tabla se ve que la función f(x) tiene en el punto x = —1 + VŽ un 
minimo estricto y en el puntox = —1 — VŽ un máximo estricto; cuando x < — 1 


la función es convexa estrictamente hacia las y positivas y cuando x > — 1 es conve- 
xa estrictamente hacia las y negativas. No hay puntos de inflexión, ya que cuando 
x = —1 la función es discontinua. 

Hemos hallado el carácter general del comportamiento de la función. Para cons- 
truir la gráfica más exactamente es necesario hallar una serie de puntos de la gráfica 
como se señaló anteriormente. 

En el futuro, para mayor brevedad, a las tablas semejantes a la tabla dada más 
arriba las llamaremos tablas del comportamiento de las funciones y a veces señalare- 
mos en ellas inmediatamente los puntos de extremo, los puntos de inflexión y los in- 
tervalos de convexidad. 

Ejemplo 2. Construyamos la gráfica de la función f(x) = (x + 1PVX?. 

El dominio de esta función es el conjunto de todos los números reales y además 
es continua en cada punto, por lo que no tiene asintotas verticales. Ya que 
1a 

x 
se deduce que no hay también asintotas inclinadas. 

Para la construcción de la gráfica a grandes rasgos observemos que: 

1) f(x) se anula en los puntos x = —1 y x = 0; 

DS> Ocuandox > —1, x + 0; 

3)f < Ocuandox < — 1; 

9 Am_/0)= += y im /0)= 
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El aspecto aproximado de la gráfica de la función que se puede trazar sobre la 
base de estas observaciones se representa en la fig. 66. 
Realicemos ahora una investigación más detallada de la función con ayuda de 
las derivadas. Hallemos y” e y”: 
APO AA 144x? + 16x — 1) 
y 3V PR Ea a 


De aquí se ve que y" = 0 cuando x = —1 y x = 2/11; y” = 0 cuando 
x= —1 y también cuando 44x? + 16x — 1 = 0, es decir, aproximadamente cuan- 


dox, = -9/2 y x, = 1/22. Cuando x = 0 las derivadas y” e y” no existen, 
Compongamos Ía tabla del comportamiento de la función. 
[Intervalos de Intervalos de 
[convexidad y pun- monotonía y pun- y” y x 
|tos de inflexión tos del extremo 
[Convexidad hacia $ EE 
aer + o, 
[puntos de in- 
p o o a 
Gomma bacia crecimiento + + rx» 
Punto de in- a de 
š + 

[Convexidad 
a a y 
positivas Máximo - o 

Decrecimiento ~ a 

Minimo No existe No existe o, 
[Convexidad hacta 
Pegam mae - + 0%) 
iaje Crecimiento o + x 

hacia 

Ooavesides + + 0 +2) 
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FIG. 66 FIG. 67 


Ahora se puede trazar la gráfica de la función y = (x + 19437 más exacta- 
mente. Su aspecto está representado en la fig. 67. Como se ve, la investigación con 
ayuda de las derivadas permitió precisar sustancialmente el aspecto de la gráfica 
(Compázense las igs- 66 y 67). 

aparato desarrollado permite construir las gráficas de las funciones dadas pa- 
a y localmente: x = x(1), y = y(1). Aquí no se supone que el par de fun- 
does x(1) y = y(t) determina univocamente una función del tipo y = y(x) 
6x = x(»). Por gráfica de una función dada paramétricamente se sobreentiende la 
unión de las gráficas de todas las funciones del tipo y = f(x) y x = g(y) dadas por 


las fórmulas x = x(1), y = »(1). 

Hagamos algunas observaciones preliminares. Para hallar las asíntotas paralelas 
al eje Oy es necesario hallar tales valores £, * para los cuales existe el límite finito 
lim X(f) = aò, lim x(t) = ay (0), respectivamente lim, y (1) es 
a. mo rro oo 
ima +06 e. 

Si tales valores 1, existen, entonces 


x=a (14.17) 

será la ecuación de la asintota buscada. 
Es foma antioga, la Ddnqueda de jas states paralelas al ajo Gx oa redoco a ta 
tales valores / para los cuales existen el limite finito 

pe Habs, CA ad a a 
+o 6 —es. Si resulta que tales valores eisten, entonces 

»=b (14.18) 

es la ecuación de la asíntota buscada. 


Por último, para la búsqueda de las asíntotas no paralelas ni al eje Ox, ni al eje 
Oy, es necesario hallar tales valores ty para los cuales los límites lim, _x(1) y 


Aquí y en el futuro 1, s un número o uno de los infinitos +œ 6 =œ. 
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lim, A0(, lim x()y, lim ,y(0) 500 iguales a +œ 6 =o, y existe el 


oo 
it x9) i x9) 
límite finito lim =k +0 lim —=k). 
to, Im, ZOD k e O(respocivamente,, lim „ZC = K). Si para este 
valor, además existe el límite aie, e, LO — kx(1)) = I (respectivamente, 


Men IU) = KUO) = 1), entonces la reta 


=+ (14,19) 


es asíntota de la gráfica de la función analizada. 
Aquí siempre fọ puede ser tanto finito como infinito. 


Ejercicio 3. Dedúzcanse las ecuaciones de las asíntotas (14.17), (14.18) y (14,19), partien- 
do de que se llama asintota la recta tal que la distancia desde el punto (x((), y (7)) de la gráfica 
dela función, dada paramétricamente: x = x(1), y = (1), hasta ella tiende a cero cuando el 

infinito, permaneciendo sobre la gráfica de la función, es decir, cuando 

U + YO — œ, cuando 1 = f + 0614 = 0. 


En el trazado preliminar de la gráfica de una función dada paramétricamente, a 
menudo es útil construir inicialmente por separado las gráficas de las funciones 
x= xli) ey = yl). 

Para la determinación de los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una 
función dada paramétricamente, para hallar sus extremos, los puntos de inflexión y 
también los intervalos de convexidad hacia las y positivas o negativas, es necesario 
utilizar las expresiones de las derivadas y”, € y por las derivadas x, Y; » "p, Xy- 
Es necesario tener en cuenta que las ecuaciones = x(1), y = »(1), en general, no 
definen univocamente una función del tipo y = y(x), así que en el estudio de la grá- 
fica de la función es necesario siempre seguir con atención que “rama” de la gráfica 
se analiza. A veces es más útil analizar, por el contrario, ala x como función de la y. 

Ejemplo 3. Construyamos la gráfica de la función 

za +I at 
ao Ter 


La representación paramétrica tiene sentido para todos los £ menos / = +1. Las 
asíntotas paralelas al eje Ox se obtienen para f = 1 y / = +, sus ecuaciones son 
respectivamente y = 1/2 e La asintota paralela al eje Oy se obtiene para 
1 = —1; su ecuación es x = 1/4. En el caso dado no hay asintotas inclinadas. 

Para la construcción de la gráfica a grandes rasgos es útil formar la tabla de va- 
riación de los signos de las variables x e y en dependencia de la variación de £; en ella 
pueden ser incluidos algunos valores característicos de x e y. Así en el caso dado es 
útil la tabla siguiente. 


(14.20) 
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Ahora construyamos la gráfica (fig. 68). Para mayor claridad, en la gráfica está 
señalado, cómo las ramas de la gráfica corresponden a m variación del parámetro. 
Más adelante, 
. 1 


¿PEUGES " 
O 


por esto 
-OHPUU 
x=. k 

a a- y 
En el caso dado es mejor analizar x como función de y, y no al contrario, ya que 
de la gráfica dibujada se ve que es natural esperar que x se define univocamente co- 


mo función de y, y e 1/2e y # 1. 
De (14.21) se ve quex; = Ocuando 1 = —1 y cuando | + 24 — 1? = 0, es de- 


0 


1) 


cir, cuando 1 = 1 + VÍ Y 1 = 1 — VŽ. Al valor £ = — 1 no le corresponde ningún 
punto de la gráfica y para £ = 1 + VZ y 1 = 1 — VŽ, tenemos respectivamente 
142 _ y2 1-y2 Ya 


¡e A a a T 


'Compongamos ahora la tabla de variación del signo de la derivada x”,, esta 
tabla permite hallar los puntos de extremo. 


t -o -=1 1-2 1 1+v2 +o 
» 1 e in 12 yan 1 
xy -0 - 0 +4 + 0 - 
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De la tabla se ve que en el punto y = V2/21a función x = x(y) tiene máximo, 
en el punto y = —Y2/2 mínimo y es estrictamente monótona sobre los intervalós 


CICESE 


Es necesario prestar atención a que tomando y como variable independiente y x 
como la dependiente, es decir, tomando el eje Oy como el primer eje de coordena- 
das y el eje Ox como el segundo, obtuvimos un sistema de coordenadas orientado en 
sentido contrario al sistema de coordenadas analizado por nosotros todo el tiempo, 
en el cual el primer eje es Ox y el segundo Oy. Al lector le será útil convencerse de 
que los criterios demostrados por nosotros más arriba, por ejemplo, para la existen- 
cia de los extremos y los puntos de inflexión, geométricamente no están relaciona- 
dos con una u otra orientación de los ejes de coordenadas. 
Para el analisis de la convexidad y de los puntos de inflexión de la función x(») 
A o gi Mo) 
po NAS a ` 
La derivada xy; es igual a cero cuando / = — 1 y para aquellos £ para los cuales 
KOLERE TEA 
Observando que P(1) = 3(1 — 1)? > O y además P” = 0 sólo en un punto, 


t ="L vemos que P (£) crece monótonamente sobre todo el eje real (¿por qué?). Por 
consiguiente existe un único fg tal que P(() = 0. Además P(0) =3>0 y 


PD. -4 < 0 de donde =1 < g < 0. SI yo = 2,» entonces evidente- 


mente — 0 < y < O (por supuesto se puede obtener una estimación más exacta para 
“y escogiendo Y, y 1, más cercanos y tales que P(⁄,) < 0, P(h) > 0). Formemos 

ala tabla de variación de la derivada x;; y determinemos con su ayuda los inter- 
Valos de convexidad hacia las y positivas y negativas y también los puntos de infle- 
xión: 


TA CADA g DT +e 
, 1 Qt) œ e 0) A D 
y + - o + m - 
eriste 
Intervalos Convexi- Convexi- Convexi- Convesi- 
de conve- dad ha- dad ha- dad ha- dad ha- 
idad cia las cia las cia las cia las 
y nega- y posi- y nega- 3 posi- 
tivas tivas tivas 
Puntos de Punto Puno Pun- 
inflexión y de dis- de dis- 10 de 
Puntos de conti- conti- dis 
discon- nuidad nuidad com- 
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FIG. 69 


La gráfica de la función (14.20) queda estudiada. 
Ejemplo 4. Construyamos la gráfica de la función 
A 


j 
mrm ra gag 

En el caso dado no hay asintotas paralelas a los ejes coordenados; ya que x — o» 
œ cuando f — — l, entonces es posible que exista una asintota inclinada. Pa- 


ra hallarla calculemos los límites correspondientes: 


+ ` 
IFA, Arti 3 


Construyamos aproximadamente las gráficas de las funciones x(1) e y(1). Para 
esto hallaremos previamente las derivadas: 
1-20 m- 


Tro Sara se 


La derivada x, se anula para £ = 1/VZ cambiando el signo de “+” a" 
lo que éste es un punto de máximo; la derivada y“, se anula para f = O, cambiando 
el signo de “—” a “+” (quiere decir que éste es un punto de mínimo) y para 
t = 1/V2 cambiando el signo de “+” a “—” (por consiguiente éste también es un 
punto de máximo). De estas observaciones se deduce que las gráficas de las fun- 
ciones x(1) e y(1) tienen el aspecto representado en la fig. 69. 

Por estas gráficas, conociendo la ecuación de la asíntota se puede hallar aproxi- 
madamente la gráfica de la función (14.22) que buscamos. La gráfica tiene el aspec- 
to representado en la fig. 70. 
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FIG. 70 


El análisis de la derivada y”, permite precisar las dimensiones del “lazo” forma- 
do por la gráfica. De (14.23) tenemos y”, = e Ahora veamos que: 
D»; = Oparas = Oyr = V3, es decir, la tangente a la gráfica es paralela aleje Ox 


en los puntos (0; 0) y (V373; Vá/3); 2) y", = œ para t = m= = æ, es decir, la 


tangente es paralela al eje Oy en los puntos (V3/3, VZ/3) y (0; 0). De esta forma al 
punto (0; 0) (que como se dice es un punto múltiple de la gráfica) le corresponden 
dos valores del parámetro, £ = O y £ = cs, si sólo definimos complementariamente 
las funciones (14.22) haciendo x(%) = 0, y(0») = 0. En este punto dos partes de la 
gráfica tienen respectivamente los ejes coordenados como sus tangentes. 
La gráfica de la función (14.22) se llama folio de Descartes *. De la fórmula 
(14,22) no es dificil obtener su expresión implícita 
ey 0. 


Ejercicios, Constrúyanse las gráficas de las siguientes funciones: 


ey, 
RENT Y. 
= sen? x + cos? 
Es 
xò 
10y = 


2 
Dama y 
Dixie ya Ue 


eri 
mre 
15. y? — x?y? — x? = O. Indicación: exprèsense x e y por £ considerando y = tx. 


© R. Descartes (1596 — 1650), filósofo, matemático, fisico y fisiólogo francés. 
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$ 15. FUNCIÓN VECTORIAL 


15.1. CONCEPTO DE LÍMITE Y CONTINUIDAD. 
PARA UNA FUNCIÓN VECTORIAL 


Definición 1. Si a cada valor 1 e E, donde E es cierto conjunto de números, le 
corresponde un determinado vector r = r(1) del espacio tridimensional, entonces 
diremos que sobre E está definida una función vectorial r(1). 

En esta definición, en dependencia de los problemas analizados, por los valores 
de r(£) se puede entender tanto vectores libres como vectores con extremos fijos en 
un mismo punto (los tal llamados radio-vectores). 

Si en el espacio está dado un sistema de coordenadas rectangular, entonces, co- 
mo es bien conocido, a cada vector le corresponden tres números reales ordena- 
dos, sus coordenadas, y viceversa, a cada tres nimeros reales ordenados les corres- 
ponde un vector, para el cual estos números son sus coordenadas. Por esto, el dar 
una función vectorial es equivalente a dar tres funciones escalares (numéricas) x(£), 
JC), 21) que son sus coordenadas: 


HO = (10,0, 210). 


Si para todos los £ € E tenemos z(1) =0, entonces la función vectorial r(1) se 
llama bidimensional. En este caso se escribe 


rt) = (0, y) 


La longitud de cualquier vector p se denota por [p!. Supondremos que son co- 
nocidas las principales propiedades algebraicas de los vectores, el concepto de pro- 
ducto escalar y vectorial y también las propiedades de estos productos. El producto 
escalar de los vectores a y D se denota por ab o (a, b) y el producto vectorial por 
ax bo l[a, b]. 

Introduzcamos los conceptos de límite, continuidad, derivada y diferencial para 
las funciones vectoriales. 

Definición 2. Supongamos que la función vectorial r(t) está definida en cierto 
entorno reducido del punto 1, y a es cierto vector, Llamaremos al vector a límite de 
la función r(1) cuando 1 = t y escribiremos a = lim (i) (o r(0) = a cuando 


t — fp) si para cualquier & > O existe $ = 5(c) > O tal que para todos los t que 
satisfacen la condición |t — t4! < è, 1 + tọ. se cumple la desigualdad (fig. 71) 


Ur() = al < è 
Es evidente que (compárese con el lema del p. 4.9) 
lim r()=a, a5.) 
si y sólo si o 
m Ir(1)- al = 0. (15.2) 


Sir(1) = OO = (a, 4), ay) entonces para que a = EN rlt) 
es necesario y suficiente que 
dersan, m0 = a, lim (0 = 0). as.3 


15.1. Límite y continuidad de una función vectorial m 


no.n 
En realidad 

(0 - al = V a F D a F RO aT. 15.4) 

Por esto, I(r) — al > Ix(1) — a,l. De aquí se deduce que la condición 


tenemos que Ir(t) — al — Ocuando lin 

Señalemos algunas propiedades de los limites de las funciones vectoriales. 

1°. Si lim r(1) = a, entonces lim Ir(/! = Ual. Esto se deduce directamente 
de la desigualdad Ir! — lal < Ir— al. 

2°. lim (7,0) + 10) = Men n (0 + Jim ra. 

3%. Mim fr n A(O) jim r40) CO) es una función escalar). 

4e. lm rOn = Jim nU) lim ro. 

5°. lm nC) x (D= im no x on rfO. 

En las propiedades 2° — 5° todas las funciones analizadas están definidas en 
cierto entorno del punto fg menos, podría ser, el propio punto fg y se supone que to- 
dos los límites que aparecen en los segundos miembros de las igualdades existen; en- 
tonces se afirma que también existen los límites que están en los primeros miembros 
y en este caso son válidas las igualdades escritas. 

“Todas estas propledades se demuestran de forma análoga a como demostramos 
las afirmaciones semejantes que aparecieron anteriormente (véanse los p. 4.9 y 
5.10). Demostremos, por ejemplo, la propiedad $°. Previamente observemos que 
para cualesquiera vectores p y g 

lex ql = ipltgl sen p9 < ipligl. 115.5) 

Por esto, si p = PU) y q = g4) y además Jim 1PU)I = Oy g(r) es una 

función acotada, entonces de (15.5) tenemos (véase el p. 4.9) 


Ma px ql = 0- 15.5) 
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Sea ahora lim (1) = a, lim 7.(0) = b. Hagamos af) = (0) — a, AU) = 
= n (t) — b, entonces según (15.2) 
dim lati) = Jim 18001 = 


(15.7) 
y 
ELO = (a+ (0) x 16 + 801 = 

=axb+ax pit) + a(t) x b+ alt) x BU) 
donde en virtud de (15.9) lim la x (OI = lim laf) x bI = lim lat) X 
x 8)! = Oy yaque jj i 
la x BL) + alt) X b + 0) X B0) < 

< la x Bl + lalt) x bt + lalt) X AC), 

ania læ x P(t) + a(t) x d + a(t) x Btt) = 0. Esto, según (15.2) sig- 


aisits Jn nO x rN =a x bO 
Señalemos que las propiedades 1° — 3° de los límites de las funciones vecto- 
riales pueden ser obtenidas, naturalmente, con ayuda de las fórmulas (15.3) de las 
propiedades correspondientes de las funciones escalares si se pasa a la escritura en 
escalares y vectoriales. 


Definición 3. Una función vectorial r = r(t) definida en cierto entorno del pun- 
to (¿e llama continua en tọsi lim r(1) = r (1o). 


De la equivalencia de las condiciones (15.1) y (15.3) se deduce que para que la 
función vectorial r(1) = (x(1), y(1), z(1)) definida en cierto entorno del punto fg 
sea continua en este punto es necesario y suficiente que para £ = fọ sean continuas 
las funciones x(0), »(1), 2(1). 

De las propiedades de los límites de las funciones vectoriales se deduce que la su- 
ma, los productos escalares y vectoriales de las funciones vectoriales y también el 
producto de funciones escalares por vectoriales serán continuos en algún punto si en 
este punto son continuos todos los sumandos y los factores, respectivamente. 


1.2. DERIVADA Y DIFERENCIAL DE UNA 
FUNCIÓN VECTORIAL 


Definición 4. Supongamos que la función vectorial r = r(1) está definida en 
cierto entorno del punto ty. Si existe el limite 
im ot 40 — rl) 

ano ar 
entonces se llama derivada de la función vectorial dada en ty se denota porr'(1p)6 
Flo) 


15.2, Derivada y diferencial de una función vectorial z 


De esta forma, la derivada de una función vectorial en un punto es un vector. 

Para que la función r(£) = (x(1), y (1), z(1)) definida en cierto entorno del pun- 
to 1, tenga derivada en 1, es necesario y suficiente que las funciones x(1), y(1) y z() 
tengan derivadas para £ = f y además en este caso 

PUO) = (o), Y Uod. ZUD Ir Ul = VED FY AA. 


Esto se deduce directamente de la equivalencia de los enfoques (15.1) y (15.3) de la 
definición de limite para la función vectorial: 


im Zot 20 14) 


armo 


it Ms AL) KO) ym Iot AN- I joy Zlot AN — rG 
armo ar tame EN tao ar 


Definición 5. La función vectorial r = r(1) definida en cierto entorno del punto 

y se llama diferenciable para t = tọ si su incremento Ar = r(t + At) — r(tọ) en 
el punto tes representable en la forma 

Ar=aa1+e(arar 05.8) 


donde lim, e(At) = 0, Además la función vectorial lineal * 

cial de la función r(t) en el punto tọ y se denota por dr = adt 

Ar=dr+ «Anat. 159) 

Es evidente que si la función vectorial es diferenciable para f = (q, entonces es 
continuo en este punto, 

Como en el caso de las funciones escalares, de la diferenciabilidad de una fun- 

ción se deduce la existencia de la derivada r'(1) y su igualdad al vector a. En reali- 
dad, de (15.8) tenemos 


t se llama diferen- 


dm = lim, la + (an) = a. 


Viceversa, si existe la derivada r (19) = mE , entonces suponiendo e(A() = 


- A = rl), obtenemos Ar = rlar + elarar donde lim, e(Ar) = 0. 
Quieré decir que (1) es diferenciable en el punto 14 y 
dr = r'a. 


* La función vectorial de argumento se llama lineal si tiene la forma ar + b, donde a y 
b son dos vectores cualesquiera dados, 


186179 
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Hagamos, por definición, dí = Ar para la variable independiente t, entonces 
(eliminando la notación del argumento fp) 


dard, r=2. 
d 


Sustituyendo la expresión obtenida para dr, en (15.9) obtenemos 
Ar = r'ar + Anat, 
Ar= rat + At), (15.10) 


donde a(41) = e(31)A1 = o(a) cuando Ar — 09 y a(0) = 0. 

Sea ahora 1 = 1(7). Si esta función es diferenciable en el punto 7o, 
Ar = r — To, entonces de (15.10) (denotando para mayor claridad r por 
duce que 


ó 


Ya que Ar — O cuando Ar — O, entonces como en el caso de una función numérica 
(véase el p. 9.7), poniendo c(0) = 0, obtendremos 


aði) _ ar 
a A 
por lo que la derivada r’, = Ma, Lee y rm De aquí, como en el 
«aso de las funciones escalares, se deduce la invariancia de la escritura de la diferen- 
cial de una función vectorial; tanto para la variable dependiente £ como para la va- 
riable independiente 7 tenemos 
dr=r'dt, de=r'dr. 

Demos las fórmulas de diferenciación de la función vectorial (el argumento, pa- 
ra simplificar las notaciones, se omite): 

L(+ = 44 ee 


fr) = fr + fr. 
DA AI 
XT) =P EN XT 


Aquí, todas las funciones analizadas están definidas en cierto entorno del punto 
1, y se supone que todas las derivadas que aparecen en el segundo miembro de cada 
igualdad existen para £ = se een e G penn y ls cl detras 
que aparecen en el primer miembro y además son válidas las igualdades eseritas. 

Todas estas fórmulas se demuestran análogamente a las fórmulas de diferen- 
ciación de las funciones escalares (véase el p. 9.5). Demostremos, por ejemplo, la 
fórmula 4. 


% Por analogía con el caso de las funciones escalares para la función vectorial a{/) se 
escribe a = o(5) cuando t — fp ali) = s(1)A(), donde lim e(r) = O. 


15.2. Derivada y diferencial de una función vectorial ms 
Utilizando las propiedades 1° — 5° de los límites de las funciones vectoriales 


O ON vay lim, Aot AL) X roto E RAOLA 
= pp, [EHn ngt an snup x 2000) - 


ao ar 
= ri C) X ralo) A 7 (19) A 1 (tp) 
Si la función vectorial (£) = (x(1), y (1), 241) está definida en cierto entorno 


del punto í, y tiene n derivadas en este punto, entonces para ella es válida la fórmula 


de Taylor s an 
ar= rg + aN- ru) E gy at olar"), 
a 


Esta fórmula se deduce directamente del desarrollo de las funciones coordenadas 
x(t), y (1) y z(1) por la fórmula de Taylor. 

Vemos que muchos hechos establecidos en la teoría de las funciones escalares, se 
transfieren al pie de la letra a las funciones vectoriales. No obstante, sería un error 
pensar que esto siempre es asi: por ejemplo, en determinado sentido, el análogo de 
la fórmula de los incrementos finitos no tiene lugar para Jas funciones vectoriales. 

En efecto, analicemos la función vectorial bidimensional 7(/) = (cos £, sen 1), 
05 15 2r. Por cuanto r(f) = (—senf, cost), entonces Ir“(1)l = 
m INT F oostt = 1 para cualquier 7 € 10,2]. Por consiguiente no existe tal 
punto £ e (0,2x] para el cual sea válida la igualdad análoga a la fórmula de los incre- 
mentos finitos de Lagrange para las funciones escalares 


rr) — r0) = 2er (E), 


ya que en el primer miembro aparece un vector nulo, por cuanto 7(2x) = r(0) y en 
el segundo uno no nulo. 

La afirmación siguiente es una variación de la fórmula de los incrementos finitos 
para las funciones vectoriales. 

Teorema 1. Supongamos que la función vectorial r(1) es continua sobre el seg- 
mento [a,b] y diferenciable en su interior. Entonces existe un punto E € (a, b) tal 


a. Ir(0) = ría)! < (9 aJir Dl. (15.11) 


DEMOSTRACIÓN. Si r(a) = (b), entonces la desigualdad (15.11) es válida para 
cunlquier elección del punto £ € (2, 2) ye que su primer miembro se anula 

Sea r(a) + r(b). Estimemos la longitud Ir(b)- r(a)l del vector 
R EN EO S de cuervo na dear pa var 
unidad en el sentido del vector x, obtendremos l1 = (x, e) ya que por la defini- 
ción del producto escalar (x, e) = Ix!lel cos xe, lel = 1, ze = 0, y por consi- 
guiente cos xe = 1. Por esto, si e es el vector unidad en el sentido del vector 
r(b) — ría) + O, entonces 


Ir(b) — ría)! = (r(b) — ría), e) = (r(b), e) — (r(a), e), 


ys $ 16. Longitud de curva 


es decir, se obtuvo la diferencia de los valores de una función numérica 
10=(0.0) 15.12) 

=n los extremos del segmento [a, b): 
Ir(b) —ría)l = f(b) — f(a). 15.13) 
De (15.12) se deduce que la función f(£) es continua sobre el segmento [a, b] y 
diferenciable en todos sus puntos interiores, ya que por la condición del teorema, la 


función (1) posee estas propiedades. Por esto, según la fórmula de los incrementos 
finitos de Lagrange, existe un punto £e(a, b) tal que f(b) — f(a) = 


= f(EXb — a). Pero en virtud de la regla de diferenciación del producto escalar 
tenemos E 
FD = re 
como consecuencia de lo cual 
Sb) -fia = (E) MD a), a< è <b. (15.14) 


Para dos vectores cualesquiera x e y, de la definición de producto escalar se de- 
duce la desigualdad 


Iæ, 9) = Lxllyllcos ay! < Ixllyh; 
en particular 
IE rOle = rO. 
Por consiguiente, de (15.4) obtenemos: 
Sb) — fla) < Ir (END - a), a< g <b. 


De esta desigualdad y de la fórmula (15.13) se deduce directamente la desigual- 
dad (15.11). O 


$ 16. LONGITUD DE CURVA 


16.1. CONCEPTO DE CURVA 
Analicemos las aplicaciones de los segmentos en el espacio tridimensional R?. 
ele/Bl leo seat y ACA) e aplicación ca, Sa desolación que po- 
a cada punto £ € [a, b} un punto r(1) del espacio R?, más 
breve, r: (ar 9] ~ R? 
Consideraremos que en el espacio R? está fijo un sistema de coordenadas. Bn es- 
e caso el dar un punto del espacio es equivalente a dar sus tres coordenadas. Deno- 
temos las coordenadas del punto r(£) por x(1), » (1), 2(1): 
T(E) = («0,7 (0, 260). 


Entonces, el dar la aplicación r(£) resulta ser equivalente a dar tres funciones numé- 
ricas x(O), y(0),2(0) llamadas funciones coordenadas de la aplicación r(1). 

La aplicación r(t) se llama continua sobre el segmento |a, b] si sobre este seg- 
mento son continuas todas sus funciones coordenadas. 


16.1. Concepto de curva m 


Para la aplicación r (£) denotaremos por r(£) la función vectorial para la cual las 
coordenadas del vector r(t) coinciden con las coordenadas del punto r(1), es decir, 
rE) = (x(t), y (0), 2(0)) y llamaremos a la aplicación r(1) y a la función vectorial 
r(t) correspondientes una a otra. 

Es evidente que la aplicación (£), a < £ < b es continua sobre el segmento (a, 
b] si y sólo si sobre este segmento es continua la función vectorial (1) correspon- 
diente. Efectivamente, sabemos que una función vectorial es continua sobre un seg” 
mento si y sólo si sobre él son continuas todas sus coordenadas (vease el p. 15.1). lo 
cual, por definición, es la condición de continuidad de la aplicación r(1) sobre un 
segmento. 

Ahora se puede enunciar la definición de curva. 

El conjunto I del espacio dado como la imagen continua de cierto segmento * 
se llama curva continua o simplemente curva. 

La aplicación continua indicada — denotgmosla de nuevo porr(1), a < í < b— 
del segmento [a, b] sobre el conjunto F C R? se llama representación de la curva T 
y se escribe 


T = {r)a < t < b). 


La variable t se llama parámetro de la curva T. 

De esta forma una curva no es simplemente un conjunto del espacio, sino un 
conjunto analizado como resultado de clerta aplicación continua de un segmento, 
Dicho de otro modo, una curva es un conjunto del espacio más una aplicación con- 
tinua del segmento sobre él. 

Por esto, un mismo conjunto, obtenido como la imagen de segmentos aplicados 
continuamente se analiza como curvas diferentes. 

Señalemos que la aplicación continua (r < 1 < bquees una representación 
de la curva T no se considera biunivoca: en un mismo punto de la curva I se pueden 
aplicar dos o más puntos del segment 

Los puntos de la curva F = (r(1);a < £ < b) en los cuales se aplica más de un 
punto del segmento (a, b] se llaman puntos múltiples de esta curva. 

Asi, si el punto M de la curva continua T es un punto múltiple de le última, en- 
tonces para la representación dada r(1), a < 1 < b, de esta curva T, existen al me- 
nos dos valores diferentes £, y t del parámetro, a < £, < b,a < f; < b tales que 
rin) = ria) = M. 

"1 punto ría) de la curva F = Ír(0); a < £ < b) se llama su origen y el punto 
r(b), su extremo. 

Definición 1. La curva I = [r(t);a < 1 < b) se llama curva cerrada o lo que es 
lo mismo contorno cerrado si su origen coincide con su extremo: ría) = r(b). 

Una curva cerrada que no tiene puntos múltiples menos el punto r(a) = r(b) y 
tal que r(t) + ría) = r(b) para a < t < b, se llama contorno cerrado simple. 

Diremos que el punto M = r(t) de la curva T = [r(1); a < 1 < b) tiende al 
punto Mp = 7 (fo) de esta curva si 1MMp! — O cuando £ — fp. 


©) Se llama imagen continua de un segmento la imagen de un segmento por unu aplica- 
ción continua del último. 
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Si la curva I está en cierto plano, entonces esta curva se llama plana. Si el plano 
indicado se escoge por plano coordenado xOy, entonces la representación de la cur- 
va tiene el aspecto 


xax) y=10, 2=0 
y la ecuación z = 0, si esto no nos puede llevar a confusiones, usualmente no se 
escribe. 

La gráfica de una función y = /(x) continua sobre cierto segmento [a, b] es una 
curva plana en nuestro sentido con la representación. 

=x, yafe) a<x<b 
(en este caso el parámetro £ = x). 

La aplicación r(£), a < 1 < b, que define la curva T para un sistema de coorde- 
nadas x, », z fijo en el espacio se puede definir también en la forma coordenada, es 
decir, dando las coordenadas del punto 7 (1): 

PAE) = IS 

En este caso las tres funciones x(1), y(1),z(1),a < 1 < b se llaman representa- 

ción coordenada de la curva T y se escribe 
T = xl), y), 2(0 a < £ < b). 

La aplicación r (7) se puede dar mediante la función vectorial correspondiente a 
ella r(1), a < 1 < b, donde, como siempre, r(1) es el radio vector con extremo en 
el punto r(£) *), En este caso la curva F = [r(1);a < 1 < b) se llama hodógrafo de 
la función vectorial r (r) y la propia función vectorial (£) esla representación vecto- 
rial de la curva T y se escribe 

T = [rua < t< b). 

La circunferencia es un ejemplo de curva. Tomemos para mayor precisión la cir- 
cunferencia de radio y con centro en el origen de coordenadas. Esta circunferencia 
se puede representar, por ejemplo, como la imagen continua del segmento (0, 2r) 
con ayuda de las funciones 
x=rc0st, y=rsent, 0515 2% (16.1) 


Es evidente que la circunferencia es un contorno cerrado simple, Un ejemplo de cur- 
va no cerrada es cualquier arco de circunferencia correspondiente, por ejemplo, a la 
variación del parámetro £ sobre el segmento [0, a], donde 0 < a < 2r. 
Señalemos que el conjunto de puntos de la curva 
x=rcost, y=rsent, 05154 16.2) 


coincide con el conjunto de puntos de la curva (16.1): en uno y otro caso es la cir- 
cunferencia x? + y? = 12 sobre el plano x, y. No obstante, ha sido obtenida, como 
resultado de aplicaciones diferentes: para la transformación (16.1), es decir, para la 
variación del parámetro £ desde O hasta 2 x esta circunferencia se recorre una vez y 
en la transformación (16.2), es decir, para la variación del parámetro / desde O hasta 
4 se recorre dos veces. Por esto (16.1) y (16.2) son curvas diferentes, 


9 Sino se ha acordado algo diferente, entonces siempre se supone que el origen del radio 
vector se encuentra en el origen de coordenadas. 
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De forma análoga se definen las formas especiales de curvas continuas, diferen- 
ciables (continuamente), dos veces (continuamente) diferenciables, etc, Definamos, 
por ejemplo, las curvas continuamente diferenciables. La aplicación r(1) = (x(1), 
Y(t), 2(1)) del segmento [a, b] en el espacio se llama continuamente diferenciable si 
todas las funciones x(1), y(1), z(£) son continuamente diferenciables sobre el seg- 
mento (a, b). 

La curva I = (r(1), a < 1 < D] se llama continuamente diferenciable si su 
representación r(£) es continuamente diferenciable sobre el segmento |a, b). 

Análogamente se definen las curvas diferenciables, dos veces diferenciables, dos 
veces continuamente diferenciables, etc. 

La definición de curva dada tiene en su base la representación física sobre la tra- 
yectoria (camino) de un punto material que se mueve en el espacio. Pero en tal tra- 
yectoria se pueden escoger parámetros diferentes, por ejemlo, el tiempo de movi- 
miento £, la longitud del espacio recorrido s o cualquier otro. Por esto la condición 
que consiste en que dos curvas con diferentes representaciones siempre se conside- 
ran diferentes, no es siempre cómoda. Tal acuerdo es natural para las curvas (16.1) 
y (16.2). No obstante, las dos representaciones de las curvas 


x=0081, y==sent, —r<1g0 e ye VTT, 


16x<L 


sería natural considerarlas representación de una misma curva: la semicircunferen- 
ax? +y? ly >O 

Estas consideraciones nos conducen a la idea de llevar a cabo cierta especifica- 
ción del concepto de curva: la unión de ciertas curvas diferentes en el sentido de la 
definición dada anteriormente en una curva. Hagamos esto. 

Diremos que las curvas P, = [r(1), a < 1 < b) y T3 = lof), a < 7 < $) son 
una misma curva sí existe una función continua y estrictamente creciente 7 = pl0, 
a < 1 < b, e(a) = a, e(b) = B o una función continua estrictamente decreciente 
7 = oli), a $ £ < b, v(a) = 8, e(b) = a, tal que para todos los £ € (a, b] tiene 
lugar r(1) = p(o). 

En el caso de las curvas (continuamente) diferenciables se supone que la función 
+: la, b] — fox, 8] es además (continuamente) diferenciable sobre [a, b) y tiene deri- 
vada que no se anula. La última condición garantiza la diferenciabilidad (continua) 
de la función inversa p~ 

Semejantes transformaciones del parámetro, es decir, tales que llevan a la misma 
curva en el sentido de la definición dada, se llaman trans/ormaciones admisibles del 
parámetro y todas las representaciones de una misma curva se llaman equivalentes 
entre sl. 

Más detalladamente el paso a otras representaciones de una curva dada se anali- 
zará en el punto siguiente. 


16.2*. CURVAS DADAS PARAMÉTRICAMENTE 

Para la construcción de una teoría estricta de curvas que admiten diferentes 
representaciones introduzcamos previamente el concepto de aplicaciones equivalen- 
tes de segmentos cn el espacio. 
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Definición 2, La aplicación continua r(t) del segmento [a, b] en el espacio se lla- 
ma equivalente a la aplicación continua p(s) del segmento |a, 8) en el mismo espacio 
si existe una función continua estrictamente monótona t = plr) (creciente o decre- 
ciente), tal que aplica el segmento [a, B) sobre el segmento (a, b] y para cada 7 € (a, 
Bl es válida la igualdad (fig. 72) 


riein) = ptr). (16.3) 


La función p(r) se lama aplicación realizadora de la equivalencia de las aplicaciones 
ro) y on. 

Si la aplicación continua (r), a < £ < b, del segmento [a, b) en el espacio es 
equivalente a la aplicación continua p(7), a < 7 < 8, del segmento la, 8) en el es- 
pacio, entonces se escribe r(1) ~ p(7). 

Es fácil convencerse de que cualquier aplicación continua de un segmento en el 
espacio es equivalente a sí misma: r(£) ~ r(£) (aquí la aplicación realizadora de la 
equivalencia es la función £ = r,a = a € 7 < $ = b). Esta propiedad se llama 
propiedad de reflexividad. Fácilmente se comprueba también que si r(f), 
a < 1 < b, yoli), a < 1 < B, son aplicaciones continuas de los segmentos [a, b] y 
Ta, B), respectivamente, en el espacio y sir(1) ~ p(7), entonces p(r) ~ r(1) es tam- 
bién la propiedad de simetría. Así mismo es fácil convencerse de que si 7,(1,), 
as j < tao < f S da, y rally), as < ty < by, son aplicaciones conti- 
nuas de los segmentos [a,, b,), La), bz] y Lap, by], respectivamente, en el espacio, 
cadril) NOICA =O e deduce querr(t) = rot) esla pro- 
piedad de transitividad. 


Si en algún conjunto de elementos está introducido un concepto de equivalencia 
indicadas 


(véase 161) En nuestro caso se obtienen clases disjuntas de aplicaciones de segmen- 
tos, continpas y equivalentes entre sl. 

Finalmente, observemos que si (1), a < £ < b, y pís), a < 7 < 8, son aplica- 
clones de segmentos en el espacio, continuas y equivalentes, entonces las imágenes 
dls seumentos la] y la) a el ospacio por ls rmsformaciones/(1) 7 26) 
coinciden, respectivamente. Esto se deriva inmediatamente de la condición (16.3). 

Pasemos ahora al concepto de curva, 

Definición 3. Cualquier conjunto I de aplicaciones r(t) de segmentos La, b] en 
el espacio, continuas y equivalentes (véase la definición 2) se llama curva dada paro- 
métricamente: 


T= r(0)a<1<b). 
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Cada una de las aplicaciones indicadas se llama representación de esta curva, 

La función vectorial (1) (r(£) es un radio vector con su extremo en el punto 
r(1)) por analogia con el p. 16.1 se llama representación vectorial de la curva Y defi- 
nida paramétricamente: 


T = (rl) a < £ < b). 


Si r(e) = (X(0), y(0), 2(1)), entonces el conjunto de funciones x(1),y(1), 2(0), 
a < 1 < b, se llama representación coordenada de la curva Y dada paramétrica- 
mente: 
P = (x(t), (1), (0; a < 1 < b). 


Es evidente que una curva dada paramétricamente se determiña univocamente 
por cada una de sus representaciones. Esto permite (lo cual es más cómodo), por 
ejemplo, en la escritura F = (r(1); a < £ < bj entender el segundo miembro de la 
igualdad no como el conjunto de todas las representaciones de la curva F, sino co- 
mo cierta representación r(£), a < £ < b, totalmente definida. En el futuro obrare- 
mos asi no sólo en el caso indicado sino también en los casos de representaciones 
tanto vectoriales como coordenadas. 
Ejemplo. Por nuestra definición, las curvas dadas paramétricamente 


x= cost, y =sent,0< 1 <2x, 


z x= cos, y = sen f, 0 < < 4r, 
como ya se señaló en el p. 16.1, son curvas diferentes aunque coinciden como con- 
juntos de puntos del plano: estos conjuntos representan la misma circunferencia 
x? + y? = 1. En el primer caso esta circunferencia “se recorre” una vez, en el se- 
Bundo, dos veces. 

Las representaciones 


x=cosh yasni -Fi 
A. yer- 0<7<2 


definen la misma curva, Efectivamente, la función 7 = 1 + sen r es continua, cre- 
ce monótonamente sobre el segmento [— 7/2, 1/2) y transforma una representación 
en otra. El conjunto de todos los puntos de la curva forman en este caso la semicir- 
cunferencia x? + y? = 1, x > 0. 

En la representación dada r(1), a < £ < b, para cierta curva continua y un va- 
lor fijo del parámetro £, por r(1) se denota naturalmente el punto de la curva cont 
Tua snalizada, en el cual se transforma el panto £ e [a, D) según la representación 

Definamos ahora qué se llama punto de una curva dada paramétricamente, es 
decir, de una curva definida como una clase de aplicaciones de segmentos, conti- 
nuas y equivalentes. 

Definición 4. Sean r(1), a < £ < b,y (7), a < 7 < B, dos representaciones de 
la curva T dada paramétricamente, y, la aplicación realizadora de su equivalencia 
(véase la definición 3) y seat = e(7), a < 7 < B,a < 1 < b (el valor 7 y por tanto 


x 
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el valor t están fijos) y por consiguiente r(t) = p(r). Denotemos este punto del es- 
pacio por P, es decir, P = r(t) = plz). Los pares (P, £) y (P, 7) se llaman equiva- 
Tentes. 

La equivalencia de los pares (P, 1) y (P, 7) la denotaremos con el simbolo (P, 


~ (P, 7). 

Es fácil comprobar que 

1) (P, 1) ~ (P, 

2) si (P, 1) ~ (P, 7), entonces (P, 1) ~ (P, 1); 


3) si (P, 11) ~ (P, t4) y (P, 12) ~ (P, t), entonces (P, 1) ~ (P, (5). 

Definición 5. Para la curva Y dada paramétricamente, el conjunto (P,1)|de todos 
los pares equivalentes (P está fijo) se llama punto de esta curva y el punto P del es- 
pacio, su portador. 

Cada punto ((P, 1) de la curva l = (r(1);a < £ < b) dada paramétricamente 
se determina univocamente por cada par (P, r) y por cuanto en este par P = r(t), 
entonces cada punto de la curva T se determina univocamente por el valor del pará- 
metro £ e [a, b] en cada representación. Por esto, para mayor brevedad, los pun- 
tos de las curvas dadas paramétricamente los denotaremos no con el simbolo [(P, £)) 
sino simplemente 7(1). Por lo dicho, esta notación tiene un sentido univoco. 

Definición 6, El conjunto de los portadores de todos los puntos de una curva T 
dada paramétricamente se llama portador de esta curva. 

El punto P del portador de la curva P, la cual es portador de por lo menos dos 
puntos diferentes de la curva, se llama punto múltiple del portador de la curva I. 

Como ya vimos en los ejemplos del p. 16.1 (véase (16.1) y (16.2)), curvas diferen- 
tes pueden tener un mismo portador, Observemos además que si r(£) «+ r(a) = 
= r(b), a < £ < b, en una representación de la curva, entonces esta condición se 
cumple en cualquier otra representación. Por consiguiente el concepto de contorno 
cerrado (véase la definición 1 en el p. 16.1) no depende de la elección de la represen- 
tación de la curva. 

Pasemos ahora a la definición de curvas de otras clases. El concepto de equiva- 
lencia de aplicaciones de un segmento en el espacio se puede introducir no sólo para 
las aplicaciones continuas, sino para otras aplicaciones. Esto da la posibilidad de 
definir clases especiales de curvas dadas paramétricamente: curvas dadas paramétri- 
camente n veces diferenciables y n veces continuamente diferenciables, n = 1, 
Dos 

Definamos, por ejemplo, el concepto de equivalencia para las aplicaciones de 
segmentos continuamente diferenciables y la curva continuamente diferenciable da- 
da paramétsicamente. 

Definición 7. Dos aplicaciones de segmentos en el espacio continuamente dife- 
renciables se llaman continuamente diferenciables y equivalentes si existe una fun- 
ción y realizadora de su equivalencia en el sentido de la definición 2, la cual tanto 
ella misma como su Inversa son continuamente diferenciables. 

Definición 8. Cualquier conjunto T de aplicaciones continuamente diferen- 
ciables y continuamente diferenciables equivalentes de segmentos en el espacio se 
llama curva continuamente diferenciable dada paramétricamente. 

En general una curva dada paramétricamente de una clase se define como el con- 
junto de las aplicaciones de segmentos en el espacio (llamadas sus representaciones) 
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equivalentes en algún sentido, y además la equivalencia satisface las condiciones de 
reflexividad, simetría y transitividad. Las aplicaciones de un segmento sobre otro 
que realizan esta equivalencia se llaman en este caso transformaciones admisibles 
del parámetro. 

Cada curva dada paramétricamente de cierta clase se define univocamente por. 
cualquiera de sus representaciones y para ella, por el mismo esquema dado anterior- 
mente se define el concepto de punto, portador del punto y portador de la curva. En 
el futuro, para simplificar, allí donde no puede llevarnos a confusiones, las curvas 
dadas paramétricamente y sus portadores (curvas continuas en el sentido del 
p. 16.1) se llamarán por un mismo término “curvas”. 


16.3. ORIENTACIÓN DE UNA CURVA. ARCO DE CURVA. 
SUMA DE CURVAS. REPRESENTACIÓN IMPLÍCITA DE CURVAS 


El orden de los números (por magnitud) sobre el segmento [a, b] con ayuda de 
una representación r(() de la curva dada T = [r(1); a < £ < b), naturalmente en- 
gendra el orden correspondiente de los puntos sobre la curva. El punto r(1”) €T se 
considera anterior al punto r(1”) e T o lo que es lo mismo, el punto r(1”) se consi- 
dera posterior al punto r(1") sia < 1” < 1” < b. Sieste mismo orden de los pun- 
tos se desea conservar en otras representaciones de la curva, entonces es necesario re- 
ducir la clase de transformaciones admisibles del parámetro, admitiendo sólo las 
transformaciones estrictamente crecientes del parámetro. 

Definición 9. La curva T definida por la clase de aplicaciones de segmentos en el 
espacio, continuas y equivalentes, para las cuales las transformaciones admisibles 
del parámetro son sólo funciones continuas estrictamente crecientes, se llama curva 
orientada. 

De esta forma, las funciones y realizadoras de la equivalencia de dos representa- 
ciones de la curva orientada dada satisfacen las condiciones de la definición 2 y ade- 
más son estrictamente crecientes, 

En lugar de la expresión “está dada una curva orientada” a veces se dice “en la 
curva está dada una orientación” (es decir, un orden de los puntos). 

Definición 10. Sea T = (r(1); a < £ < b) una curva orientada y sea t = (r) 
una función continua sobre el segmento |a, Bl, estrictamente decreciente y 
tia) =b, 18) = a. La curva definida por la representación r= r(t(7)), 
a < 7 < 8, se llama curva orientada en sentido opuesto a la curva T y se denota 
por —T. 

De forma semejante se definen las curvas orientadas y orientadas en sentido 
opuesto de otras clases (diferenciables, continuamente diferenciables, etc.). 

Sit = 1(1) es la aplicación del segmento [a, 6] sobre el segmento [a, b], indica- 
da en la definición 10, 1, € la, 8) y tg = £(ro), entonces los puntos (o) y r(A(70)) 
de la curva I y la curva Orientada en sentido opuesto —T, respectivamente, se a- 
man correspondientes uno a otro. Un punto de la curva T antecede a otro punto de 
esta curva si y sólo si el punto de la curva —T' correspondiente al primer punto es 
posterior al punto correspondiente al segundo. Con esto se justifica el término de 
“curva orientada en sentido opuesto”. 
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Si rU) 0<1<b, es una representaicón de la curva T, entonces 
r(a + b — 7), a < 7 < b es una represemaicón de la curva orientada en sentido 
opuesto —T ya que la función £ = a + b — 7,a < 7 < b, decrece estrictamente y 
aplica el segmento [a, b] sobre si mismo. 

Como conclusión enunciemos algunas definiciones más, útiles para el futuro. 

Supongamos que está dada la curva I = (r(£); a < £ < b). 

Definición 11. Sí [a”, 57 C la, b], entonces la curva I° = |r(1); 
a < 1 < b' se llama parte de la curva T (o su arco) y se escribe I” CP. 

Definición 12. Si rg € (a, b), T} = (r(0),a < £ < to). T2 = (rU), to < 1 < bh, 
entonces la curva T se llama suma de las curvas T', y Ty y se escribe T = T, U T. 

Análogamente se define la suma de un número finito de curvas. 

Definición 13. La suma de un número finito de curvas continuamente diferen- 
ciables se lama curva continuamente diferenciable a trozos. 

Definición 14. Sea T = [r(£); a < £ < b) una curva plana situada sobre el pla- 
nox, y. Si existe una función F(x, y) tal que las coordenadas de los puntos (x, y) de 
la curva T satisfacen la condición 

F(x,y) = 0, (16.9) 
entonces se dice que la ecuación (16.4) es la representación implícita de la curva T. 

Es necesario, no obstante, tener en cuenta que en general el conjunto de todos 
los puntos que satisfacen una ecuación del tipo (16.4) no es una curva en el sentido 
definido anteriormente incluso para las funciones F(x, y) suficientemente 
“buenas”. Por ejemplo, el conjunto de los puntos cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación (x? + y?’ Xx? +y? — 1) =0 representa en si la circunferencia 
x? + y? = 1 y el punto (0; 0). Se puede mostrar que este conjunto no es la imagen 
continua de un segmento. 

En el caso del espacio se pueden dar las curvas de forma implícita, pero ya con 
ayuda de un sistema de dos ecuaciones: 

F(x yz) =0, Fa(x, y, 2) = 0. 

Más detalladamente nos ocuparemos de este problema en el p. 41.3. 

Finalmente señalemos que una curva siempre es acotada, es decir, está en cierta 
esfera. Esto se deduce de que las funciones de la representación coordenada de la 
curva según el teorema de Bolzano — Weierstrass son acotadas en virtud de su con- 
tinuidad. Junto con esto, ya en la matemática elemental se encuentran curvas no 
acotadas. A tales curvas pertenecen por ejemplo, la recta, la parábola, la hipérbola, 
el sinusoide, la gráfica de tg x, etc. Para abarcar tales “curvas” se puede definir la 
clase de las asi llamadas curvas abiertas por el esquema desarrollado anteriormente 
en el cual como base se toma una aplicación continua de un intervalo y no de un seg- 
mento, como esto fue hecho antes. Las curvas abiertas, en particular, pueden ser no 
acotadas. El enunciado, detallado y exacto de todos estos conceptos se le deja hacer 
al lector a medida de sus necesidades. 


16.4, TANGENTE A LA CURVA. SENTIDO GEOMÉTRICO DE LA DERIVADA 
DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL 
Supongamos que está-dada la curva I = (r(£), a < £ < b) que la función vec- 
torial r(£) es diferenciable en el punto fọ e [a, b] y 7 (o) + O. Por cuanto en virtud 
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de la definición de diferenciabilidad 
Ar = rli + At) = rlt) =r"U)ar + olat), 410, 
entonces para todos los A£ + O suficientemente pequeños tiene lugar la desigualdad 
HU) + At) + ro). 


Efectivamente, en las suposiciones hechas r“(/g)A1 + O, por esto para todos los 
Ar + 0 suficientemente pequeños tendremos 


rat + olar) +0. 


La recta trazada por los puntos (fa) y r(tp + 41) se liama secante para la curva 
T, Denotémosla por /,, (fig. 73). Para todos los Af * O suficientemente pequeños, 
en virtud de la condición 7(%) * r(í, + âf) la secante la, está definida 
univocamente. Por cuanto el vector Ar = r(t + Af) — r(1p) es paralelo a esta se- 


cante, entonces el vector SZ , At + O, que se diferencia del vector Ar sôlo en el fac- 


tor escalar 1/44 también es paralelo a ella. 
Por condición, en el punto (y existe la derivada, es decir, el limite 
y 0 
dm Eru (16.5) 
Ya que todas las secantes pasan por un mismo punto (tọ) entonces la fórmula 
(16.5) geométricamente significa que las secantes /,,, cuando Af tiende a cero, tien- 
den a clerta posición límite, es decir, a una recta que pasa por este mismo punto 
(19) en el sentido del vector 7 (14). Esta recta, en virtud de la condición r (19) + O, 
definida univocamente. Ella se llama fangente a la curva T en el punto (fp). 
De esta forma, en virtud de la propia definición de tangente a la curva T en el 
punto r(%), la derivada r'(1,) de la función vectorial r(1) en el caso cuando 
(to) ++ O, es un vector paralelo a la tangente en el punto r (p). Si el origen del vec- 
tor y (fp) lo trasladamos a este punto, como se hace usualmente, entonces estará di- 
rigido por la tangente. 
En el caso analizado la diferencial dr(f) = r'(£9Jdf también está orientada por 
la tangente a la curva, ya que se diferencia de la derivada sólo en el factor escalar dr. 
El vector £ =r/lr'1,r” + O esel vector unidad orientado por la tangente. El vec- 
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tor Ar para Ar > Oestá orientado desde el punto de la curva con el menor valor del 
parámetro al punto con mayor valor del parámetro, por lo que se puede decir que el 
vector Ar para Af > O muestra el sentido en el cual el parámetro crece sobre la cur- 


va, es decir, como se dice, el sentido positivo sobre la curva. 


Ar > Otiene el mismo sentido que el vector Sr. Por cuanto lim, <= r'(), en- 


tonces es natural decir que el vector 7” (£) y por tanto el vector £, el cual se diferencia 
del vector 7'(1), podria ser en un factor numérico positivo 1/17"(£)1, también está 
orientado en el sentido de crecimiento del parámetro y que su orientación (sentido) 
corresponde a la orientación de la curva. El sentido del vector £ (o lo que es lo mis- 
mo, del vector r’) se llama sentido positivo de la tangente. 
La ecuación de la tangente a la curva T' en el punto r(t) para la cual 7’ (fg) + 0 
en escritura vectorial tiene la forma 
rar kr), -o<r<+o, 
donde r es el radio vector corriente de la tangente, En escritura por coordenadas la 
ecuación de la tangente en este caso tiene la forma 
x = xp) + xr 
7 = slt) + Y Ur, 
z= llo) + 2 Ur, 
-æ< r< +o, 


Eliminando la variable 7 obtenemos 
ELA PE- d. 
Xx) YU T 

Definición 15. Sea I una curva diferenciabie y r(t), a < 1 < b, su representa- 
ción vectorial. El punto de lu curva T en el cual r` + Ose llama punto no singular y 
el punto en el cual r” = 0, singular. 

Sir 7 (KUO), y(0, 260), emonces de ia igualdad 111 = VITA y TE 
(véase el p. el punto (x1) yU), 2(0) de la cura T no es singular si y 
codi tyas E> 0, ader d mens una de las derivadas x” 7 7 
z” no se convierte en cero. 

De acuerdo con lo demostrado anteriormente en cualquier punto no singular de 
la curva T existe la tangente. 

En la definición 15 sería formalmente más correcto hablar de un punto singular 
y no singular de la curva en una representación dada. Esto no fue hecho por cuanto 
el concepto de punto singular no depende de la elección de la representación de la 
curva. Esclarezcamos y demostremos esto. 

Las transformaciones admisibles del parámetro para las curvas diferenciables 
son las funciones £ = 1(s), que tanto ellas como sus inversas son funciones diferen- 
ciables estrictamente monótonas. Por esto, en virtud del teorema 3 del p. 9.6 sobre 
la derivada de la función inversa tenemos 1,7”, = 1. De aquí se deduce que para ca- 
da transformación admisible 1 = £(p), a <'r < 8, del parámetro de una curva di- 
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ferenciable, siempre 1'(7) + O, a < 7< 8. Por cuanto 
A 

entonces un punto no singular en una representación de la curva diferenciable será. 

al mismo tiempo no singular en cualquier otra representación. 

Definición 16. Una curva continuamente diferenciable sin puntos singulares se 
llama curva suave, 

Una curva representable como suma de un número finito de curvas suaves se lla- 
ma suave a trozos. 

Señalemos que si una curva plana tiene una representación explícita y = y(x) 6 
x = xU), entonces para ella el vector (x'(1), y "(1)) es siempre no nulo: en el primer 
caso es (1, y y en el segundo (x", 1). 

De forma análoga se define la tangente como la posición límite de la secante y de 
la curva T = (r(1), a < £ < b) en el punto (fo), 1, € la, b) en el caso cuando 
ros 0, pero existe cierto número natural n > 1 para el cual 7"(%) + O. 

todos los r®(1) = 0, k = 1, 2, . - „n — 1, y (1) + O, entonces de- 
sarrollando A7 por la fórmula de Taylor obtendremos 


Ar = r(t + At) — rll) = ` Piar" + olar), At = 0. 


Ar 
El vector 


está orientado paralelamente a la secante /, que pasa por los pun- 


ar” 
tos r(1p) y FClo + A1). De la igualdad escrita se deriva evidentemente que existe el 
limite 


ari 
=La k 
A 
Por esto en este caso la posición límite de la secante /,,, es decir, la tangente en el 
punto r(t) es la recta que pasa por el punto r(£p) paralelamente al vector Xt). 


16.5. LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA 
Antes de definir el concepto de longitud del arco de una curva introduzcamos el 
concepto de partición de un segmento, un concepto que repetidas veces se encontra- 
rá en el futuro. 
Definición 17. Para cualquier segmento |a, b), al sistema de sus puntos lj, 
f=0,1,2,...,n tales que 
at <4<...<4 <4<...<1,=b, 


lo llamaremos su partición y lo denotaremos por 7 = |, 
Supongamos que se dala curva T = (r((),a < 1 < b| y sear = (1)/ZGalguna 
partición del segmento [a, 5]. Pongamos 


jen 


ED irap- rty- pt 


isi 


o, 
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ri ritin) 
ría) pi 
3 ra 
HO. 74 


Evidentemente (fig. 74) o, es la longitud de la quebrada con vértices (a), (ty), . - 
+ = ++ (ln 1), (b), es decir, como se dice habitualmente, de la quebrada inscrita en 
lo curva, 

Cualquier quebrada, en particular la inscrita en la curva P = (r(0; 
a < 1 < bl, se puede analizar como una curva en el sentido de la definición dada 
anteriormente si damos su representación. Sea à una quebrada, es decir, el conjunto 
de puntos compuesto por un número fínito de segmentos con vértices en los puntos 
Mo, My - . ., M, (estos segmentos se llaman eslabones de la quebrada). Tomemos 
algún segmento (a, b] y cualquier partición de éste en n segmentos: 7 = {4} 7 0. 
Para mayor simplicidad siempre consideraremos que la representaicón de la quebra- 
da es una aplicación continau p(£) que transforma linealmente cada segmento 
L,- 1» fj] sobre el segmento M; ,M;, i = 1, 2, . . .. n; detal forma, si denotamos 
por p; el radio vector del punto M;, i = 0, 1, . . .. n, entonces la representaicón vec- 
torial de la quebrada tendrá la forma 


DA h-i i=. 


SiM; , + M,parai = 1,2, . ....n, entonces la quebrada se llama no degene- 
rada. 
Definición 18. La magnitud 


Se= supr, 
donde la cota superior se toma por todas las particiones r posibles del segmento (a, 
b] se llama longitud de la curva Y. 
SiSp < +œ, entonces la curva I se llama curva rectificable. 


Por esta definición la rectificabilidad de una curva y su longitud no dependen de 
la elección de la representación de la curva y siempre 


0<Sp< +0. 


Ejercicio 1. Demuésteese que una curva que sea una parte de una curva rectificable es 
también rectificable. 


Lema 2. Sea T = F, U Fy, entonces 
Sra Sr, + Sry- 16.6) 
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DEMOSTRACIÓN, Sea a < c < by 
P=(r(),a<1<b), T,= 110,0 €1<c), 
To = (rU) e < t< b). 
Sea r una partición del segmento [a, b] y r° una partición de este mismo segmento 
que coincide con 7 si el punto c entra en la partición r y que se obtiene de 7 agregán- 
dole el punto c si este punto no entra en la partición 7. La partición r* es la unión de 
las dos particiones de los segmentos (a, c} y [€, b) que denotaremos respectivamente 
TaY 14» es decir, 7° = 1, U 17. Evidentemente para las longitudes de las quebradas 
correspondientes a las particiones 1*, 1, y 1, es válida la igualdadro,. = 05, + ory- 
Sra: SUP 07, = Sr, por consiguiente 
9,2 € Sr, + Sry- 
En el paso de la partición r a la partición r* puede ocurrir que sólo un eslabón 
P(t y PC) se cambia por dos r(t Drle) y r(c)r(1;) y por cuanto Irit; Jr)! < 
< Trin rte) + Ir(c)r«Jl, entonces a, < consiguiente 


9 € Sr, + Sy 
Pero Sp = sup o, por lo que 
r Sp $ Sr, + Sry asn 
Demostremos ahora la desigualdad opuesta. Para particiones arbitrarias 1, Y Ta 
de los segmentos [a, c] y [c, b), respectivamente, y la partición 7* = 1, U Tẹ del 
segmento (a, b] tenemos 0,, + 0,, = 0,. € Sp. Deaquí, o, € Sp — orp, fijando 
la partición r, y pasando a la cota superior o,, para todos los 7, posibles obtenemos 
ln desigualdad Sr, < Sp — 07, y luego 
Sr, + On $ Sr- 
Tomando la cota superior del conjunto de números o, que se obtiene en todas 
las posibles particiones 7, tendremos: 
Sr, + Sr, $ Sp. O 
Señalemos que en el lema 2 no se supone que las curvas analizadas son rectifi- 
cables. 
Problema 12. Constróyase un ejemplo de curva no rextficable. 


Teorema 1. Si la curva T = [r(£), a < £ £ b) es continuamente diferenciable, 
entonces es rectificable y su lengitud Sņ satisface la desigualdad 


Ir(b) — ría)! < Sp < M(b— a), (16.9) 
donde 
M= máx Ir'(0)l. (16.10) 
1.0 


'Señalemos que en virtud de la continuidad de la derivada r’ (£) su valor absoluto 
17*(£)1 tambieá es continuo y por esto alcanza su valor máximo M sobre el segmen- 
to [a, b]. 


196179 
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DEMOSTRACIÓN. Tomemos cualquier partición 7 = (£,/= 3 del segmento (a, b). 
Entonces aplicando la desigualdad (15.11) obtendremos 


Ir(b) = r(a)l =1 $ rte) rtn D < 
Gi 


(16.11) 


< E I-ra S Y IO 


donde E,=(1,_,,1),1=1,2,.. 
Por cuanto a 

E IUD- rp) = o, 

Gi 

es la longitud de la quebrada inscrita en la curva T correspondiente a la partición 7 y 
para todos los /=1, 2, ...... n en virtud de (16.10) tiene lugar la desigualdad 
Ir'(£)1 < M, entonces. desigualdad (16.11) para cualquier partición r tendre- 
mos 


Ir(b)- ria)! <o, <M Y (1,1, 1) = Mb — 0). (16.12) 
M 


Pasando en esta desigualdad a la cota superior por y obtendremos la afirmación del 
teorema. O 

Teorema 2. Sea la curva I = [r(1) = (x(1), Y(t), 2(1); a < £ < b) conti- 
nuamente diferenciable. Entonces la longitud variable del arco s, calculada desde el 
origen r(a) de la curva T o respectivamente desde su extremo r (b), es una función 
continuamente diferenciable del parámetro t y creciente, respectivamente decrecien- 
te, y además 


GATA Fy” +a=|£), (16.13) 
respecitvamente 
de dr 
Lo Try T a <l . 
CEE | (16.14) 


DEMOSTRACIÓN. Sea s = s(1) la longitud del arco de la curva T desde el punto 
r(a) hasta el punto r(£). Supongamos que í € [a, b], 1, + Ar e [a, b] y As = 
= s(t + At) — s(1). Es evidente que la función s = S(1) crece sobre el segmento 
a, b], es decir, si âr > 0, entonces As > 0; si ât < O, entonces As < 0. Por esto 


siempre > o. 
Aplicando la desigualdad (16.9) a la parte de la curva F correspondiente al seg- 


mento [fo, fo + âr) para Ar > O (respectivamente al segmento [f + Af, fg] para 
At < 0) obtendremos 


rlt + At) — r(p)l < las! < Mhart; 
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O 0615) 


ar 


de donde 


donde M es el valor máximo del 17'(£)l sobre el segmento [fg 19 + A1) para 
At > Oo sobre el segmento [íg + Af, f] para Af < O. 

En virtud de la continuidad de la derivada r'(£) su valor absoluto |7’ (1)! tam- 
bién es continuo y por esto su valor máximo existe, es decir, se alcanza en cierto 
punto Ẹ = fọ + 081, 0 < 8 < 1, del segmento indicado. Por esto la desigualdad 
(16.15) se puede escribir en la forma 


ms = =r] > <ir +a, 0<0<1 
Pasando aquí al imite cuando A£ — 0 en el primer miembro de la desigualdad se- 
gún la definición de derivada y en el segundo según la continuidad de la derivada 
r' (t) en el punto 1 = fọ obtenemos Ur" (£o)!. Por consiguiente el límite mo 
existe y también es igual a 17'((p)!, es decir, existe la derivada s(t) y s’ (%4) = 
= Ir)! 

Si rC) = (xt0), C), 200), entonces 1" (0) = (°C), Y (0, 2'(0) y por esto 

so = rOl = OFF OPF Or. 


Si ahora o = o(1) es la longitud variable del arco calculada desde el extremo 
r(b) de la curva T entonces, evidentemente o = Sp — s de donde diferenciando es- 
ta igualdad por £ tendremos 

do ds 


dt de 


Corotario 1. Si el parámetro de una curva continuamente diferenciable es la lon- 
gitud variable del arco s, entonces 


A 

=jesl 16.1 
[Ea Š (16.16) 
Eso se deduce directamente de la formula | | = S cuando £ = s. 


OBSERVACIÓN. La fórmula (16.16) tiene un sentido geométrico simple. Esclarez- 
cámoslo. Supongamos que el parámetro de la curva continuamente diferenciable T 
es la longitud variable de arco s: T= [r(s); O < s< Sp). La magnitud 
larl = Ir(s + As) — r(s)l esigual a la longitud del segmento que une a los pun- 
tos r(s) y r(s + As). Este segmento se llama comúnmente cuerda que comprende el 
arco de la curva T con origen en el punto r(s) y extremo en el punto r(s + As). La 
longitud del arco indicado evidentemente es igual a lâs! (fig. 75). Por cuanto 
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ás 


Aseas) 


FIO. 75 


Esto significa que el límite de la relación de la longitud del arco a la longitud de 
la cuerda que la abarca es igual a uno cuando el arco se reduce al punto. En esto 
consiste el sentido geométrico de la fórmula (16.16). 

'Corolario 2. Para cualquier curva I continuamente diferenciable sin puntos sin- 
gulares, es decir, para cualquier curva suave existe la representación r = r(s) en la 
cual por el parámetro s está tomada la longitud variable del arco de la curva T. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la curva I = [r(1); a < 1 < b) conti- 
'nuamente diferenciable no tiene puntos singulares, es decir, £"(1) « O para todos 
los £ € [a, b]. En este caso la longitud variable del arco s = s(1) es una función 


estrictamente creciente y continuamente diferenciable ya qu E = Iri > 0ento- 


dos los puntos de [a, b]. Por esto existe la función inversa 1 = 1(s),0 € s < Sp la 
cual también crece estrictamente y tiene derivada continua que no se anula sobre el 
segmento (0, Sp], es decir, la función £ = £(s) es una transformación admisible del 
parámetro para las curvas continuamente diferenciables sin puntos singulares y la 
representación r = r(£(s)) es la representación buscada en la cual el papel de pará- 
metro lo juega la longitud variable del arco. O 


Esclarezcamos ahora el sentido geométrico de las coordenadas del vector $ » 
Denotemos por a, 8 y y los ángulos formados por el vector o lo que eslo mismo, 
por la tangente a la curva F = (r(s)] con los ejes Ox, Oy, y Oz, respectivamente. 
Entonces de a igualdad £ = 1, evidentemente, se deduce que las proyecciones del 
vector sobre los jes coordenados son iguales a los cosenos directores del vector 


Š oos a, cos A y cos y, respectivamente, es decir, 


de 
G (os a cos 8, c05 y). (16.17) 


Conjuntamente con esto para la función vectorial r(s) = (x(5), y(s), 2(5)) co- 
mo para cualquier función vectorial (véase el p. 15.2) tenemos 


(16.18) 


Comparando (16.17) y (16.18) obtenemos 
d 


ax de 
Sa Z zco, Ža cosy. 16.1 
osa Gm OB, geor (16.19) 


En calidad de ejemplo analicemos la curva llamada hélice. Esta curva está dada 
por la representación 


x=acost, y=asnt, z=bt, a+b 090, 0S1<T. 
Es evidente que la hélice es una curva diferenciable infinitas veces y ya que 
xi yr dama ab eo, 
entonces no tiene puntos singulares (fig. 76). Por consiguiente la longitud variable 


de su arco se puede Lomar como parámetro. 
Hallemos la representación correspondiente. De acuerdo con la fórmula (16.13) 


tenemos 
GARA FIT VE 
dt 1 s 
De aqui — = ——— :1(0) = O, entonces! = == - Por esto la 
CA Vii 
representación buscada tiene la forma 7 
20) 000 rs e Gun 


bs 
2) = garyat 05s< aF o. 


Ejercicio 2. Demuéstrese que para una curva rectíficable sin puntos múltiples, la longitud 
variable del arco es una función del parámetro continua y estrictamente monótona. 


16.6. CURVAS PLANAS 
Sea T = [r(1); e < £ < b) una curva plana continuamente diferenciable que 
está en el plano xOy, 
rt) = (0, y (0) 


y seas = s(t) la longitud variable del arco de la curva T’. Para su derivada, de las 
fórmulas (16.13) y (16.14) obtenemos 
y (1620) 


2- JE 
aquí el signo “+” se toma si la longitud del arco s(1) se calcula desde el punto de 
origen de la curva r(a) y el signo *=" si se calgula desde el punto extremo r (b). De 
la fórmula (16.20) para la diferencial del arco obtenemos la expresión 


ds? = dx? + dy. (16.21) 


Sea (x(t0), y(19)) un punto no singular, es decir, x (19) + y (19) > O, por 
ejemplo, x (fg) + O. Sea para mayor precisión x '(£p) > O, entonces en cierto en- 
torno del punto to tambieá x'(£) > 0 y quiere decir que la función x(1) crece estric- 
tamente en este entorno, por lo que existe la función inversa £ = f(x) continuamen- 
te diferenciable. Sustituyéndola en la representación de la curva T hallamos 


» = yi) = fa), 


es decir, en cierto entorno de un punto no singular una curva continuamente dife- 
renciable es la gráfica de una función / continuamente diferenciable; más exacta- 
mente, existe un entorno del punto fo y una función f continuamente diferenciable 
definida sobre cierto intervalo que contiene el punto xọ = x (fg) tales que la parte de 
la curva correspondiente a los valores del parámetro que pertenecen al entorno del 
punto t indicado, es la gráfica de la función /. 

En el caso cuando la curva T es la gráfica de una función y = f(x) conti- 
nuamente diferenciable, la fórmula (16.20) se convierte en la fórmula 


Š- 2 VT+ y” y por consiguiente ds = «VT F y Tax. 


Vemos el sentido geométrico de la fórmula (16.21) en el caso cuando T es la grá- 
fica de una función y = f(x), a < x < b, continuamente diferenciable y la longi- 
tud del arco de la curva se calcula desde el punto de origen de la curva (fig. 77). Sea 


xo la, b), xp + dx € [0, 1, Yo = 0). 
Mo = (žo. Yo), Yo + Ay = fUo + dx), M = (Xo + dx, yo + Ay), 
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FIG, 78 


MoN es la tangente en el punto Mp, PM = Ay cs el incremento de la función en el 
punto xp + dx, PN = dy es el incremento de la ordenada de la tangente en el punto 
Xo + dx. El triángulo MONP es rectángulo; por cuanto MP = dx, PN = dy en- 
tonces 
MoN? = MoP? + PN? = dx? + dy? = ds?, 
es decir, la longitud del segmento de tangente MoN es igual a ds. Dicho de otro mo- 
do, el incremento de la longitud de la tangente Vdx7 + dy? es igual a la parte prin- 
cipal ds del incremento de la longitud del arco As. 
Si ahora sobre la curva T'en calidad de parámetro es tomada la longitud variable 

del arcos: F = [r(s); 0 $ 5 < Sp), entonces por (16.19) 

de dy z 

Z s cosa, = cosp = snaa +8 


ds ds 2 


(16.22) 


donde (fig. 78) a es el ángulo formado por la tangente con el eje Ox, y 8 con el eje 
Oy. 

Señalemos que estas fórmulas pueden ser obtenidas con la aplicación al “trián- 
gulo curvo M¿MP (véase la fig. 77) de las fórmulas que expresan el seno y el coseno 
delos ángulos de un triángulo rectángulo común a través de sus catetos y su hipote- 
nusa, considerando los lados del “triángulo” indicado MMP iguales a dx, dy, ds, 
respectivamente, Semejante situación tiene lugar para las fórmulas espaciales 
(16.19). Tal método de obtención de las fórmulas (16.19) y (16.22) naturalmente no 
está fundamentado y no tiene fuerza de demostración, no obstante facilita la memo- 
rización de estas fórmulas. 


16.1. SENTIDO FÍSICO DE LA DERIVADA DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL. 

Supongamos que ahora la hodógrafa T de la función vectorial r(1) conti- 
'nuamente diferenciable es la trayectoria de un punto material que se mueve y el pa- 
rámetro , el tiempo de movimiento. Denotemos la longitud variable del arco medi- 
da desde cierto punto inicial (fg) por s = s(£). Sea £ > fo; haciendo As = s(t + 
+ At) — s(t) por (16.13) obtendremos 


[5- 
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es decir, la longitud del vector coincide con la magnitud de la velocidad en el 
punto analizado (véase el p. 9.3). y el propio vector S , como sabemos (véase el p. 
16.2), sá orientado por la tangente. EI vector sama en este caso velocidad del 
movimiento en el punto dado y se denota por 


a 


$ 17. CURVATURA DE UNA CURVA 


11.1. DOS LEMAS. COMPONENTES RADIAL Y TRANSVERSAL DE LA VELOCIDAD 


Demostremos dos lemas sobre las derivadas de una función vectorial muy útiles 
para el futuro, 

Lema 1. Supongamos que la función vectorial r (1) tiene derivada en el punto tg. 
Si la longitud del vector r(t) en un entorno del punto tg es constante, entonces el 
vector r’ (to) es ortogonal al vector r (tọ), es decir, 


rri) = O. (7.0 


DEMOSTRACIÓN. Según la condición existe un entorno del punto (y en el cual la 
longitud del vector y(£) es constante: Ir(1)! = e, donde ces una constante, Por cs- 
to, , Para todos los puntos del entorno indicado tenemos | r()1* = e? y por consi- 
guiente r*(1) = c*, Diferenciando ambos miembros de la igualdad en el punto fg 
obtendremos (véase el p. 15.2) 2r(19)r (to) = 0 de donde se deduce (17.1). O 

La interpretación física de este lema consiste en que un punto material que se 
mueve de forma tal que todo el tiempo se encuentra sobre la superficie de una esfe- 
ra, tiene una velocidad orientada por la tangente a esta esfera y por consiguiente 
perpendicular al radio vector. 

Supongamos que la función r(£) está definida en cierto entorno U((4) del punto 
o y supongamos que en este entorno r(£) + O (si la función vectorial r(£) es conti- 
nua en el punto fp, entonces la desigualdad a cero del radio vector (f) en un entor- 
no del punto tp suficientemente pequeño siempre se puede obtener moviendo el ori- 
gen de coordenadas). Seat = fy + At € U(1)) y sea p = p(1) el ángulo (represen- 
tado en radianes) entre los vectores r(to) yr(1), Ive! < x y además consideraremos 
que p(1) > Opara ât > Oy p < Opar Ar < 0. En el punto tg para el incremento 
Ay de la función y tenemos 

he e ro ei 
ya que olho) = 0; poo que pe ia o. 
Definición 1. La derivada 2200) se ama velocidad de rotación de la función 


vecsorist r (r) en el punto toy se demot por u = Klai FÁIN: 


de 
ee. 7. 
dr Wa 


17.1. Componentes radial y transversal de la velocidad m 


Observemos que si se escoge el sentido opuesto de medición de los ángulos, es 
decir, definimos el ángulo entre los vectores r(tp) y 7(£) como el ángulo y = =p, 
entonces, evidentemente, 


De esta forma, tanto en una como en la otra medición de los ángulos y entre los 
vectores r (fo) y r(t) siempre 


shin) = 


Lema 2. Supongamos que la función vectorial r(t) está definida en cierto entor- 
no del punto toy r(t) + O. Si en el punto tyexiste la derivada r” (tọ), entonces en es- 
te punto existe también la velocidad de rotación w = «(tgi r(1)) y además 


1 
= 1 KON (17.3) 
e Or 07.3) 


Corolario. Si como complemento a las condiciones del lema, la longitud del vec- 
tor r(t) es constante: \r(t)| = r, r es una constante, entonces 


POS 07.4) 


DEMOSTRACIÓN. En virtud de la existencia de la derivada r '(to) la función (7) es 
continua en el punto fg. De aquí y de la condición 7 (1g) + Ose deduce que para to- 
dos los A£ suficientemente pequeños se cumple la desigualdad r() + â) + 0 y 
por consiguiente está definido el ángulo Ap entre los vectores r (fo) y7 (fg + 41). De 
la continuidad de la función vectorial 7(£) en el punto fọ se deduce también * la 
continuidad en el punto fọ de la función p(1), es decir, 


lo,ss=0 
(como siempre Af = £ — fo, âp = elf) — ello) = p(t), ya que elfo) = 0). 
Para el cálculo de la derivada (17.2) sustituyamos el infinitésimo Ap por el infini- 


tésimo equivalente a él cuando ât — 0, sen Ap (véase el lema en el p. 8.2) el cual se 
puede hallar de la fórmula 


Ur(t9) X rto + Ar) = Irglto)! irlo + 41)! sen apl. 


Por el teorema 2 del p. 8.3 sobre la sustitución de los infinitésimos por sus equiva- 
lentes en el cálculo de los límites tenemos: 


A A Ae | a| sen Ap 
a Y als a 
G Ar(t9) x Flo + ADE M im VOXAN 7 5) 
aro Tele) Url + ANUAL) F g) aro Tari 


Esto se deduce, por ejemplo, de la igualdad cos y = CVO, 
TEQUrO! 
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Aqui de nuevo fue utilizada la continuidad de la función vectorial 7 (7) en el punto 
to: lim, r(t + A2) = rl). 
Más adelante, por cuanto la función r(£) es diferenciable en el punto fọ, enton- 
ces rlo + 61) = Plta) + r'ltoAt + earar, 
donde Jim, (Ar) = 0. Sustituyendo esta expresión parar (fọ + A1) en (17.5) y ob- 
servando que lr(19) x r(1)I = Oy Jim, Ir(tg) x H(A1)! = O obtendremos: 
de im 2? n IUO) X UA 


iair 7 ao ar w 
DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Si 1r(1)1 = r es constante, entonces según el 
lema 1, rlg)r'((o) =0, es decir, Ir(íp)llr'()! cos fr = 0. Por cuanto 
Ir(tp)l + O, entonces o bien 17" (19)! = 0.0 bie el ángulo A?” entre los vectores 
to) y r` (tp) es igual a + 1/2 y por consiguiente Isen %"1 = 1. En ambos casos 
Ur(£9) x e (tol = Irl) Colsen Al = rir’ Col. 


Sustituyendo esta expresión en la fórmula (17.3) obtendremos (17,4). O 

Los lemas 1 y 2 continúan siendo válidos en el caso cuando en ellos por entornos 
se entienden entornos unilaterales. 

Para el esclarecimiento del sentido básico de las fórmulas (17,3) y (17.4) in- 
terpretaremos de nuevo la curva descrita por el extremo del radio vector 7(1) como 
la trayectoria del movimiento de un punto material y el parámetro £ como el tiempo. 
Supongamos que la longitud del vector r(1) es constante: Ir(£)! = 7, es decir, el 
Punto se mueve por una esfera de radio 7. Analicemos el movimiento del punto en 
cada momento como la rotación alrededor del tal llamado eje instantáneo, es decir, 
del eje que pasa por el origen de coordenadas perpendicularmente al plano del mo- 


vimiento (asi se lama el plano que pasa por el radio vector r(r) paralelamente ala 
velocidad v = zo Entonces el vector w = (r x 7')/7? denota fisicamente el 
vector de la velocidad angular y las fórmulas (17.3) y (17.4) expresan la relación 
entre la velocidad angular w y la velocidad lineal v. En particular la fórmula (17.4) 
en esta rotación toma la forma 


lal = lol/r. 


OBSERVACIÓN, Utilizando el lema 1 se puede obtener fácilmente el desarrollo de 
In derivada de una función vectorial en dos componentes perpendiculares: en el sen- 
tido del vector r(1) (a componente radial) y en el sentido perpendicular (la compo- 
nente transversal). 

Supongamos que la función vectorial r(£) está definida en cierto entorno del 


punto to, (1) + O y existe la derivada r"(£9). Hagamos rote) = -2U ; evidente- 
mente I7,(C)! = 1. En el punto fọ existe la derivada pi 
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por consiguiente, en el punto fg existe la derivada Ze. cual por el lema 1 es ortogo- 


nal al vector rolto) y por esto al vector (to). 
Diferenciando la igualdad r(1) = 1r(1)Irg(1) en el punto tọ obtendremos 


dr _ dirt dr dr 
Z= n+ irn Ees yt Ar E. 17.6) 
a ot e GE Cord + rl E (10.6) 
Este es el desarrollo buscado. 


En el caso cuando la hodógrafa de la función vectorial r(1) es la trayectoria del 
movimiento de un punto material, entonces la fórmula (17.6) da el desarrollo de su 
velocidad en la componente del movimiento de traslación (la componente radial) y 
en la componente del movimiento de rotación (la componente transversal). 


17.2. DEFINICIÓN DE CURVATURA DE UNA CURVA Y SU CÁLCULO 
Sear = (r(s); 0 < s < S) una curva continuamente diferenciable y por consi- 
guiente rectificable, s la longitud variable del arco O < sọ < S, ôS = $ — so, Y 
a = a(s), el ángulo entre las tangentes a la curva P' en los puntos (sp) y r(sp + 45) 
y además consideraremos que a(s) > O para As > Oy a(s) < Opara âs < 0. Evi- 
dentemente Aa = als) — also) = als) ya que asp) = 0. 


Sea ahora rts) = ŽE? , Como fue mostrado r(s) es un vector unitario (vénse 


(16.16)) paralelo a la tangente a la curva en el punto correspondiente (véase el 
p. 16.4) por lo que el ángulo Aa es el ángulo entre los vectores £(sp) y A(sp + As). 


Definición 2. La velocidad angular de rotación del vector unitario t = Zenun 
punto dado de la curva se llama curvatura k (s) de la curva en este punto, k (sg) = 


momin E, 
Eliminando para mayor brevedad el valor del argumento obtenemos 
da 
ka—. 17." 
a 07.7 
Por cuanto |£| = 1 entonces en virtud del corolario del lema 2 del p. 17.1 tene- 
aa 
zl 
=|— 17.4 
k E 017.8) 


(si, por supuesto, la derivada A existe). 


Definición 3. La magnitud inversa a la curvatura se llama radio de la curvatura 
en el punto dado y se denota por R, es decir, R = 1/k. 

Sea T una circunferencia de radio R. En este caso el ángulo Aa entre las tangen- 
tes es igual al ángulo formado por los radios de los puntos de tangencia (fig. 79) y 
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FIG. 79 


para la longitud del arco As entre estos puntos se tiene la fórmula As = Râu. Por 


eoi -L , según la definición de curvatura para la circunferencia tenemos 


R 


“R 
De esta forma, en el caso de una circunferencia, su curvatura X es constante (no 
depende del punto) y es igual a la magnitud inversa al radio; el radio de la curvatura 
de una circunferencia es igual a su radio. De aquí partió el término “radio dela cur- 
vaca”, 

Las condiciones suficientes de la existencia de la curvatura en un punto dado y el 
método de su cálculo se dan mediante el siguiente teorema. 

Teorema 1. Sea I = (r(1); a < i < b) una curva dos veces diferenciable sin 
puntos singulares. Entonces en cada punto existe la curvatura y 

E pna 
A, 17.) 

Aqui y en el futuro con la virgulila se denotan las derivadas por un parámetro 
arbitrario £. Las derivadas por la longitud del arco. las denotaremos con el simbolo 
d 
i 

DEMOSTRACIÓN. En las suposiciones del teorema la longitud variable del arco 
$ =s(1).a < 1 € b,o < 5 < S de la curva T puede ser tomada en esta curva co- 
mo parámetro (véase el corolario 2 del teorema 2 en el punto 16.5). Además el vec- 


tor unitario tangencial e = es una función vectorial continuamente diferenciable 


y por esto para él, para cada valor s € [0, S] está definida la velocidad de rotación 
(sp; £), es decir, en cada punto de la curva T está definida la curvatura 


da 
swn 17. 
kads en E 7.10) 


donde = als) es cl ángulo entre los vectores ZED y ZC), escogido como sein- 
dicó al principio de este punto. En particular, esto significa que para todos los 


5€ 10, S] se cumple a desigualdad FS > o, 
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De la fórmula de 


ds 
deis) 


0) 


apl 
arg 


se deduce que los vectores 


y r'(£) paras = s(t) siempre son colineales y por 


cuanto la función s (r) no cambia de signo, entonces los valores indicados o bien 
siempre tienen un sentido (si 5/1) > 0) o bien siempre tienen sentido opuesto (si 
s(n) < O. 

Además en el primer caso, a los incrementos Af suficientemente pequeños les 
corresponden los incrementos As del mismo signo, y en el segundo, de signo opuesto. 
Por lo dicho, si sy = s((p), fo € la, b) y si B = $(1) es el ángulo entre los vectores 
r’ (to) yr’ (1), entonces o bien para todos los 1 e (a, b] será 8 = a o bien para todos 
los £ € la, b] será $ = —a, por lo que (véase el p. 17.1) 


A de| 
„r= |] fa 
oltor) Je (CAD) 


Ahora utilizando las fórmulas (17.10), (17.11) y el lema 2 obtendremos 
CN a + al 
si Tri 


(utilizamos también la fórmula (16.3). O 
De la fórmula (17.9) es fácil pasar a la expresión de la curvatura en la escritura 


por coordenada. En realidad, observando que r’ = (x°, y’, z), r” = x”, y” 
2°) y que a e 
E E 
Pa ye a 


(donde 1, j, k son los vectores unitarios en los sentidos de los ejes Ox, Oy, Oz respec- 
tivamente) obtenemos 


lrxria vz" y" 
pu Ir RT 07.) 
Sustituyendo (17.12) y (17.13) en (17.9) hallamos la expresión buscada. 


ES 


17.3. NORMAL PRINCIPAL. PLANO OSCULADOR 

Analicemos la curva I dos veces diferenciable sin puntos signulares. Para tal 

curva existe la representación 7 = r(s) dos veces diferenciable, donde s es la longi- 
tud variable del arco, 0 < s$ < S. 

Denotemos por: el vector unitario en el sentido del vector Se donde £ = La 


el vector unitario tangente a la curva analizada. De la fórmula (17.8) se deduce que 


FIG. 80 


el vector n está definido sólo para aquellos puntos en los cuales la curvatura k + Oy 
que en estos puntos 


de 
Z= kn. 17.14) 
ds iii 


El vector £ es unitario, por lo que el vector n es perpendicular (véase el p. 17.1) al 
vector £. La fórmula (17. AR e e 

El vector Ly por tamto el vector n - 1 T no dependen de la lección dela 
orientación de la curva. Efectivamente si o es la longitud variable del arco de la cur- 
va, calculada en el sentido contrario a s y por consiguiente si o = S ~ s, entonces 


observando a = — 1, obtendremos 


de _ de ~ a 
as del Na 5 


Definición 4. Cualquier recta que pasa por un punto de la curva y es perpendicu- 
lar a la tangente en este punto se llama normal a la curva en el punio dado. La nor- 
mal a la curva, paralela al vector n, se llama normal principal. 

El vector de la normal principal m salvo infinitésimos de orden superior que As? 
indica el sentido en el cual la curva en un entorno del punto dado se inclina de su 
tangente (fig. 80). Efectivamente, escogiendo sobre la curva en calidad de pará- 
metro a la longitud variable del arco s, según la fórmula de Taylor para una función 
vectorial (véase el p. 15.2), tendremos 


a, 
Ara rlsgt as) = risp = FED as p ¿E as? oa, 


u observando que (véase 17.14) 


9 J. F, Prenet (1801—1880), matemático francés. 
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FIG. 81 


3, 
n E z = 4n, O) 


obtendremos i 
Ar = ast + kasa + olas?) 


por cuanto 5 kas? > 0, entonces esta fórmula demuestra la validez de nuestra afir- 


mación, 

Definición 5. E! plano que pasa por la tangente y la normal principal en un pun- 
to dado de una curva se llama plano osculador. 

Por esta definición el plano osculador está definido para los puntos en los cuales 
k + O, Hallemos la ecuación de este plano para una curva dada por la represen- 
tación 7 = r(£) con un parámetro arbitrario £. Como antes, las derivadas por el pa- 
rámetro £ se denotarán con una virgulilla y las derivadas por la longitud del arco s, 


por el simbolo -Z . Diferenciandor = r(c) como una función compuestar = (9), 
$ = s(t) obtenemos (véase (17.15) 
A 47.16) 
E a 
De aquí se deduce que los vectores” yr” también son paralelos al plano oscula- 
dor. En virtud de la condición k # O se cumple la desigualdad r’ x 7” w O (véase 
(179) y por lo tanto r’ yr” no son colineales. Denotemos ahora por 7o, 79 y 73 4 
los vectores , r’ yr” en algún punto fijo de la curva T dada y por z denotaremos al 
vector variable del plano osculador, entonces el producto mixto de los vectores 
7 = Fo, r"o y TG debe ser igual a cero ya que todos son paralelos al plano osculador 
OS a 
Esta es la ecuación del plano indicado en la forma vectorial. En la forma coordena- 
da se escribe de la siguiente manera. 


[EMO 7- 2 
x 


donder’g = (gy "ozod r” 
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En el caso cuando en el punto dado k = 0, entonces cualquier plano que pase 
por la tangente en este punto se llama osculador. 


11.4. CENTRO DE CURVATURA Y EVOLUTA DE LA CURVA 
Definición 6. El punto del éspacio que está sobre la normal principal a la curva 
en un punto dado y que se encuentra a una distancia R de este punto en la dirección 
del vector n se llama centro de la curvatura de la curva en el punto indicado. 
De esta forma, si p es el radio vector del centro de curvatura y r, como es común, 
es el radio vector del punto dado de la curva, entonces 


p=r+Rn 
0 lo que es lo mismo (véase (17.15) | ya, 
az 07am 


Hallemos la expresión de p por las derivadas de la función vectorial respecto a un 
parámetro £ arbitrario. Según la regla de diferenciación de una función compuesta 


de e _ 
Zoru 
rafe EN. 
A 7 
Estas fórmulas, en virtud de las fórmulas (17.15), evidentemente son la transforma- 
ción de Jas fórmulas (17.16). 


07.18) 


perta pe (17.19) 


donde (considerando para mayor que cuanto / crece la longitud del arco 
s(t) también crece)s” = r'| = Vx? + y? + 27, de donde 
E EN 
AT 
Las fórmulas (17.17) y (17.19) se pueden analizar como representaciones de cier- 


ta curva, los puntos de la cual son los centros de curvatura de la curva dada, Esta 
curva se llama evoluta de la curva dada. 


17.5. FÓRMULAS PARA LA CURVATURA Y LA EVOLUTA 
DE UNA CURVA PLANA 


Todo lo dicho en el punto anterior, en particular es válido para las curvas pla- 
nas. Observemos sólo que si la curva T = (»(1)] está en cierto plano, entonces todas 
las derivadas de la función vectorial 7 (£) también están en este plano. En realidad en 
él está el incremento de la función vectorial Ar = z(t + At) — r(t) y por lo tanto 
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FG. 82 
larelación ŽŽ . De aqui fácilmente se deduce que el limite de estas relaciones r* = 


= lim, E está en el plano indicado, aplicando el mismo razonamiento a 1” de- 


mostraremos que 7” está en ese mismo plano, etc. 

De lo dicho se deduce que si la curva está en algún plano, entonces el vector tan- 
genter y si su curvatura k + O, entonces también el vector n de la normal principal, 
están en ese mismo plano. Por esto, este plano es el plano osculador para la curva 
analizada. 

Señalemos también que si en el caso de la curva T = (r(s)] que está en el plano 
xOy a diferencia de 17.2 mediante a(s) denotamos el ángulo formado por la tangen- 
te en el punto r(s) con el eje Ox (fig. 82) entonces da = als) + As) — also) será 
el ángulo entre las tangentes en los puntos r(sp) y r(sp + As). Si el ángulo a crece 


Junto con 5, 
decrece con el crecimiento de s, entonces 


da _ _ da 
Ba 2 E, 
Pri 


Escribamos algunas de las fórmulas obtenidas en el punto anterior, consideran- 
do que la curva T = (r(1); a < £ < b) está en el plano xOy: r(£) = (x(1), y(0). 
De las fórmulas (17.9), (17.12) y (17.13) tenemos 

ly —x yl 
= 5 (17.20) 

(x” Fy t 

Denotando por (£, v) el centro de curvatura de la curva T', de las fórmulas 
(17.17) obtendremos las fórmulas que expresan las coordenadas £ y y mediante las 
derivadas por s: 


a P 
tart RII. y+ 


y de las fórmulas (17.19) y (17.20) se deducen las fórmulas que expresan las coorde- 
nadas del centro de curvatura mediante las derivadas por un parámetro f arbitrario: 


206179 


(7.21) 


análogamente y? 


2 AEE a aA 
dadi T 


07 
Ejercicio 1. Sea I una curva plana dos veces diferenciable sin puntos singulares, sea œ el 
Angulo de inclinación de su tangente con cl eje Ox y sea k* = “Č (por consiguiente 


i 

1k*I = K)yR* = yy o Mubstrese quel = x — R° sena, y = y + R* cos a y también 
de 

trans 2. 


En el caso cuando la curva es la gráfica de la función y = f(x) las fórmulas 
(17.20), (17.21) y (17.22) toman la forma 


ty” 


k= , (17.23) 
mn ; E 
1 + 1 is 
a E 724) 
7 7 


Ejemplos 1. Hallemos la curvatura y la evoluta de la parábola y = ax?,a > 0. 


Observando que y” = 2ax, y” = 2a por la fórmula (17.23) tenemos k = 
2a 
* rr aa 177: Pen hallar la ecuación de la evoluta nos servimos dels fór- 


mulas (17.24): 


2 
taan LJ aa do, 
2, Ltda? ax 
PR ca ad 
1em ra = 


Se obtuvo la representación paramétrica de la evoluta de la parábola con el pará- 
metro x. Se puede obtener su representación explicita eliminando este parámetro x. 
Para esto, de la primera igualdad hallamos x?= —¢/4a? y de la segunda 
x? = (2an — 1)/6a?. Al elevar la primera igualdad obtenida al cuadrado y la se- 
Sunda al cubo e igualar los segundos miembros tendremos 


G- EY 5)" 
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a 


FIO. $4 
Esta curva representada en la fig. 83 es, como ya sabemos (véase el ejercicio 2en 
el p, 14.3), una parábola semicúbica. 
2. Hallemos el radio de la curvatura y la evoluta de la elipse x = a cos /, 
y=bsnt, a > b> 0. 
Observando que x'=-asnf, y°=bcosi, x”= -accost 
y” = —b sen t, por la fórmula (17.20) obtendremos 
mosen? + b?cos r)? _ (a? senta + b? cotn”? 
ET absent} ab cost t ad d 
Por csto, de las fórmulas (17.21) y (17.22) se deduce que 
asen + b?cos?t 


R= 


E = a cost = b cost 5 
asen? + pco 
ab 
Esa es la representación paramétrica de la evoluta buscada, El parámetro £ se 
puede eliminar elevando las igualdades obtenidas al exponente 2/3 y sumándolas: 
(a + (br? = (a? = 03, 

Esta curva se llama astroide (fig. 84). 

"A veces para la representación de la curva es cómodo utilizar las asi llamadas co- 
ordenadas polares (>, $). p > 0, —x < $ < x, donde p es la longitud del radio 
vector del punto M dado y eyel ángulo formado por este radio vector con el eje Ox. 
De esta forma, a cada punto del plano, menos el origen de coordenadas, 
univocamente le corresponde un par ordenado (p, 9); y además para el origen de co- 
ordenadas tenemos p = 0 y el ángulo p no está definido (fig. 89). 

SiM = (x, y) donde, como es común, x e y son las coordenadas cartesianas del 
punto M, entonces x= ocoso, y= psen p. 07.29 


La relación inversa se expresa por las fórmulas 
pav y, o= art kr, 


n=bsent-— asent 


dondek = 0,six>0,k = 1,six<0,y > 0yk = —1s5iy < 0; además, como 
es común, para x = 0, y + O se considera arctg Ž sanz. 
x 
A veces al ángulo y no se le pone la limitación —x < y < x y se denota por y 
cualquier ángulo para el cual tg y = 2 . En este caso la correspondencia entre los 


pares ordenados (p, v), p 0, y los puntos del plano diferentes del origen de coor- 
denadas, evidentemente ya no es biunivoca. 
Si se da la función continua 


o =pl) LoS (17.26) 
entonces sustituyéndola en (17.25) obtenemos 
plecos, y= plo) sen p, 07.27 


es decir, la representación paramétrica de cierta curva P. En este sentido se puede 
decir que la ecuación (17.26) define la curva I` en coordenadas polares. Para el cálcu- 
lo de la curvatura, el radio de curvatura y la evoluta de la curva I dada con la 
ecuación (17,26) es necesario pasar a su representación paramétrica (17.27) y servir- 
nos de las fórmulas deducidas anteriormente. 


Ejercicios 2. Supongamos que está dada la curva p = p(w) en coordenadas polares, sea ar 
el ángulo de inclinación de su tangente con el eje Ox y w el Angulo que forma esta tangente con 
la continuación del radio vector del punto de tangeacia. Demuéstrese que a = 4 + p y 


te p/o". 
3, Hillege la evoluta de la curva p = a(i + cos y), O < p < 2 llamada cardioide. 
Indicación; Es tl servirse delos resultados de los ejercicios 1 y 2. 

Problcu 13. Sea la curva dos veces diferenciable y sin pumos singulares I = [r( 
a< < b) y mpongamos que £ e lo, bl. 4, + Ag € fa, Dh y, + 44 € 10, D]. Tracemor 
por los puntos (4). rl + 44) yr((y + An) un plano; demuéstrese ques en el punto (4) 
in curvatura £ « O entonces para Af, = Oy At — O ene plano tiende (definese este concep- 
10) al plano osculador en el punto r(£). 

Problema 14. Utilizando las hipótesis del porblema anterior racemos por esos mismos 
¡res patos (o), r (fp + A£) y r(1o + Atp) una circunferencia. Deméstrese que eta crcun- 
ferencia cuando A1, — Oy Al, — Oticade a ia circunferencia (definese este concepto) que esik 
en el plano oscalador con cero en ei centro de curvatura de la curva y radio igual al radio de 
urvatura en el punio 7( 

Enia circunferencia lit se lama circunferencia osculadora en el punto dado de la cur- 
w 
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$ 18. CONJUNTOS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO 


18.1. ENTORNOS DE LOS PUNTOS. 
LÍMITES DE LAS SUCESIONES DE PUNTOS 


Antes de pasar al estudio de las funciones de varias variables, estudiemos algu- 
nas de las propiedades de los conjuntos sobre los cuales serán definidas estas fun- 
ciones. Supongamos que ea el plano analizado por nosotros, o en el espacio, està 

de coordenadas cartesianas, 


y 
Soi, para el plano escribiremos x = (x, 23), Y = "91 72) y para el espacio 
x = (X1.X2,X9).Y = O, Yas Yy). La distancia entre dos puntos x e y será designa- 
da por p(x, y). Como es sabido, la fórmula para la distancia entre los puntos x e y en 
el caso del plano tiene la forma 


py) = VA aF 
y para el espacio 
plx. y) = IA I F A. 


En lo adelante tendremos que estudiar no sólo funciones de dos o tres variables 
sino también funciones de una gran cantidad de variables, por eso es útil introducir 
el concepto de espacio n-dimensional para cualquier n = 1, 2, 3, . . 

Definición 1. Se llama punto x de un espacio n-dimensional el conjunto ordena- 
do de n números reales {X;, X, » > «+ Xp) = X. 

El número x; se llama coordenada í del punto x; i = 1, 2, . . ., n. 

La distancia entre dos puntos (Xy, - . «a Xy) € O'i» - « -+ Yn) Se define por la fôr- 


mula 
pixy) =V RVE F n Va a8.) 


El conjunto de todos los puntos de un espacio n-dimensional, para los cuales ha 
sido definida la distancia por la fórmula (18.5) se llama espacio euclideo 


En algunas ocasiones los puntos se designan por letras mayúsculas, por ejemplo M, N, 
P, y sus coordenadas por las leiras x, y, z- 
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n-dimensional (o, de una forma más completa, un espacio euclideo aritmético 
n-dimensional) y se designa por R” o por RŽ. 

Para mayor brevedad, en lugar de x = (x;, . . ., x,) escribiremos a veces 
x= (x). 

En el caso de n = 1, el espacio R” coincide con la recta, en el caso den = 2, 
con el plano, y en el caso den = 3, con el espacio estudiado en la geometria elemen- 
tal y en la geometria analítica. Para el caso de unn > 3 arbitrario, no se debe bus- 
car en nuestra definición sentido fisico o geométrico alguno. Nuestro objetivo es so- 
lamente la construcción de cierto aparato matemático, cómodo para el estudio de 
Jas funciones de varias variables; las definiciones y la terminología las tomaremos de 
la geometría clemental, ya que esto nos permite incluir la recta, el plano y el espacio 
tridimensional en un esquema más general. 

La distancia entre dos puntos en un espacio euclideo n-dimensional R” tiene las 
propiedades siguientes: 

1°) p(x, y) > 0, además, p(x, y) = 0, si y sólo six = y; 

2°) p(x, y) = p(y, x) para cualesquiera dos puntos x e y de R”; 

3°) p(x, 2) < olx, y) + p(y, z) para cualesquiera tres puntos x, y y z de R”, 

Las propiedades 1* y 2° se deducen directamente de la fórmula (18.1), la tercera, 
usualmente llamada “desigualdad triangular” y bien conocida para un espacio tridi 
mensioñal corriente, en el caso general (para un n arbitrario) exige demostración. 

Demostremos previamente un lema. 

Lema 1 (de Cauchy — Schwarz *). Para cualesquiera números reales a, y by, 
k= 1,2, ...:.. n, se cumple la desigualdad 


Esos Ja En asa 
Y arar Es Es. (18.3) 


DEMOSTRACIÓN, Si todos los a, = 0, / = 1,2,. . „n, entonces la desigualdad 


es evidente, ambos miembros de la desigualdad se convierten en cero. Si 
aĵ + ... + «3:> Oanalicemos la función cuadrática 
FO = Y (+0 =P Y o+2 E abt Y (18.4) 
a ii ii = 
Es evidente que 
F)> 0. (18.5) 


9 H. Schwarz (1843 — 1921), matemático alemán. 
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De la condición (18.5) se deduce que el trinomio de segundo grado (18.4), tiene o 
bien raices reales coincidentes, o bien raices esencialmente complejas, y por: eso su 
discriminante es no positivo: 


Eso) -EdE bi < 0. 


Trasladando el segundo sumando en el segundo miembro, y hallando la raíz cuadra- 
da, obtenemos (18.2). D 


Para la demostración de la desigualdad (18.3), estimemos la suma Y (aj + 
i 


+ b}, utilizando la desigualdad (18.2): 


E aror= Ea E 


ii ier 


córpora En JEn- 


Hallando en ambos miembros la raíz cuadrada, obtenemos (18.3). D 
Retornemos ahora a la propiedad 3 de la distancia entre puntos en el espacio R”, 
Sea x = (Xs -s Xah Y Ons +- i Ya) Y Em a > ++ Zy). Hagamos 

a; = x= yi b, = Y, — 4, y por tanto, a; + by = xy — qi = 1,2,- «nn, En- 

tonces, la desigualdad (18.3) se transcribe de la siguiente forma: 


Da-< JEm-*+ JE 0- 
zi) ias ii 
o, por (18.1), p(x, 2) < plx, y) + ply, 2). O 
En lo adelante en este párrafo consideraremos que el espacio R” está fijado (es 
decir, consideraremos fijado el número n). 
Definición 2. Se llama i-ésima coordenada del eje (i = 1,2, ... . n) del espacio 


2È aa< 


im 


euclideo n-dimensional! R”, el conjunto de puntos x = (xy, ín) de este espa- 
cio, tales que x; = xX} = - = X41 = Xis 1 = X, = 0. El punto O = (0,0,... 
» »ı 0) es llamado origen 3 


Es evidente, que en el caso den = 2 yn = 3 nuestra definición nos da los ejes 
de coordenadas usuales. 

OBSERVACIÓN. Sean dados en el plano dos sistemas rectangulares de coordena- 
das, el punto M'en uno de los sistemas tiene las coordenadas (x, y), y en el otro (£, 
m), es decir, M = (x, y) = (E, n). Poniendo en correspondencia al par ordenado de 


32 $ 18. Conjuntas en el pleno y en el espacio 


números (x, y) el par ordenado (£, n), obtenemos una correspondencia biunivoca 
entre el conjunto de todos los pares ordenados (x, ») y el conjunto de todos los pa- 
res ordenados (£, y). En este caso, si 


M =y Eh M 


0 ELEN 
entonces 
PMM) =a aR O EE F. 
Este ejemplo hace natural la siguiente definición. 
Supongamos que a cada punto x = (2 ta) € R” está puesto en corres- 
pondencia un complejo ordenado de n números reales (x) = (£ E 
forma que para cualesquiera dos puntos x” = (x), 
y para sus complejos correspondientes Ẹ(x ) = (E; 


+ +» Ex’) se cumple la igualdad 
p ar pA ere 
A A i» - - -» Es) también se Ha- 
man coordenadas del punto x (“en otro sistema de coordenadas”). Definiendo así las 


coordenadas, la distancia entre dos puntos dados no cambia cuando varia el sistema 
de coordenadas, es decir, cuando se sustituye un sistema de coordenadas por otro. 
En lo adelante, si no se dice lo contrario, el sistema de coordenadas se considera fi- 
Jo. 

Si el punto x está dado por las coordenadas (x; 
mayor claridad, el espacio R2, designará a R3,, - - -, Xy 

Definición 3. Sea x e R" y £ > 0. El conjunto de todos los puntos y del espacio 
R”, tales que p(x, y) < £, sellama bola ndimensionol con centro en el punto x y ra- 
dio to un ¿entorno (a veces esférico o más correctamente, un entorno de bola) del 
punto x en el espacio R” y se designa por U(x; £); de esta forma 


+X), entonces a veces, para 


Ulx;e) = (y:ye R", olx, y) < e). (18.6) 
En la notación con coordenadas esta definición tendrá la forma siguiente: 
1E -xe 
ir 
xp), 2 > 0. 


En el caso de una recta, es decir, paran = 1 (fig. 86)x =x,,y = ),, y poresto 
Ub e) = by: ly xl < e}. 

Deestaforma, U(x; £) es un intervalo de longitud 2e con centro en el punto x, es 
o (vénse cl 
P. TEn caso del pleno; es deir, para n = 2 (fig. 8D = (42,9 = 0139 

Uwe) a Y = Oy): O x 0 < e?) e > 0, 
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TE F TFE 
FIO. 86 FIO. 87 


es decir, U(x; e) es un circulo de radio e con centro en el puntox = (x,, x3), yen el 
caso del espacio, es decir para n = 3 el entorno del punto x = (xi, X3, X3) 


Uir, e) = DY = Orya): O = a +O- aP + < e e> 0 


es una bola de radio e con centro en el punto (x; , Xz, Xy). 

De esta forma, el concepto de entorno está generalizado para el caso del espacio 
euclideo n-dimensional R”. Sin embargo, conjuntamente con la generalización 
señalada, resulta de utilidad otra generalización de este concepto, precisamente el 
concepto del así llamado entorno rectangular. 

Definición 4. Sea x = (xj... .,X,) €R", > 0,i = 1,2, . . „n. El conjunto 


Pixi, ES 
<y<x+ópi=1,2,3,....1) asn 


se llama paralelepipedo n-dimensional y el punto x es su centro. 

Definición 5. Si5; = ô, = ... = 8, = 3,entonces P(x, 5, 5, 
bo n-dimensional con centro èn el punto x y se designa por P(x; 8). 

Sin = 1, entonces el conjunto P(x; ô) es el intervalo con centro en el punto x de 
longitud 25; si = 2, entonces el conjunto P(x; ô, 8) es un rectángulo con lados, 
paralelos a los ejes de coordenadas (sus longitudes son iguales respectivamente a 25, 
y 25); para n = 3, el conjunto P(x; 8, , 57, 54) representa un paralelepipedo rec- 
tangular con aristas paralelas a los ejes de (sus longitudes son respecti- 
vamente iguales a 28,, 28) y 254). 

Por paralelepipedo n-dimensional, cubo n-dimensional respectivamente, enten- 
deremos también el conjunto, definido por las condiciones señaladas anteriormente 
al menos en un sistema de coordenadas (y no obligatoriamente en el dado, como es- 
to fue hecho anteriormente). En lo adelante, paralelepipedo n-dimensional y cubo 
n-dimensional se entenderán sólo en el sentido restringido, es decir, en el sentido de 
la definición dada anteriormente para un sistema de coordenadas fijo. 

Definición 6. Cualquier paralelepipedo n-dimensional P(x; 5, ...... 
mina entorno rectangular del punto x. 

Si el entorno rectangular del punto x es un cubo n-dimensional, entonces tam- 
bién se denomina entorno cúbico de este punto. x 

Lema 2. Cualquiera que sea el e-entorno U(x; €) del punto x e R”, existe su en- 
torno rectangular P(x;5,, ... ., 5,) tal que 


3) se llama cu- 
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Pidy- - .8,) C UCE), (18.8) 


y Vicerersa, cualquiera que sea el entorno rectangular P(x; 5, . . .. 5,) del punto 
X € R", existe su e-entorno U(x; £) tal que 


UG e) C Pb, - da) 018.9) 


Estas afirmaciones son geométricamente evidentes, para n = 1, 2 y 3. Efectiva- 
mente, para n = 1 los conceptos de entornos esféricos y rectangulares coinciden, 
Para n = 2 el lema significa que en todo rectángulo se puede inscribir un círculo 
con centro en el centro del rectángulo, y en todo círculo se puede inscribir un rectán- 
gulo con centro en el centro del círculo, Por último, para n = 3 el lema significa 
que en cada paralelepipedo rectangular se puede incluir una bola con centro en el 
centro de este paralelepipedo y en toda bola se puede inscribir un paralelepipedo 
rectangular con centro en el centro de la bola analizada, No es dificil enunciar y de- 
mostrar estas afirmaciones en su forma analítica, utilizando la notación de las coor- 
denadas. Este método, como se mostrará en seguida se generaliza fácilmente para el 
caso de un espacio n-dimensional arbitrario. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. Para Cualesquiera puntos x = (x), ..» Xp) Y 

= + «1 4) del espacio R”, para cada į = 1, 2, . . „n se cumplen las desi- 


lx, a;l < plx a) < lx, 0,1 + a + lg — Opl. (18.10) 
La jerda se obtiene, si en la expresión p(x, a) = 
= Va + Cn todos los sumandos en la ralz, excepto el 


i-tsimo, son sustituidos por cero, como resultado el valor de p(x, a) puede sólo dis- 
minuir. 


La desigualdad derecha (18.10) se deduce de la desigualdad 
VAF.. rola i++ lapl, 08.11) 
que se cumple para cualesquiera números reales a,,/ = 1,2,......n, y comprobable 


directamente, elevando al cuadrado. Suponiendo en (18.11) ay = x, = ap, Í = 1, 
. .. n, obtenemos la desigualdad, que se encuentra en la parte derecha de 
ü 10). 


Sea dado el entorno de bola U (a; £) del punto a. Analicemos el entorno rectan- 
gula P(a; e/n), es decir, el cubo n-dimensional con centro en el punto a y arista de 
longitud 2£/m (el caso de n = 2 se muestra en la fig. 88). Si x e P(a; ¢/n) y, por 


tanto, por la definición (18.7) se cumplen las desigualdades |x; — a; | <jui= ù 
|0) se deriva la validez de la desigualdad 


2, ......n, entonces de 
0% ln al a t agal En Ene 
a 
Esto significa que x e U(a; £). Ya que por x se sobreentendía un punto arbitra- 


Zio dal gabo Ptose/1), entonces PA 2/1m) C Ula; £); de esta forma, se demuestra 
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FIG. 89 


Sea ahora dado un entorno rectangular P(a; 6, . . . 5,) del punto a. Hagamos 
e= _ min _ 6, y analicemos el entorno de bola U (a; £) de este punto (véase fig. 


inka 
89). Si x € U(a; £), entonces para cualquier i = 1, 2, . . ., n en virtud de (18.10), 


obtenemos las desigualdades 
lx = a;l < p(x, a) < € < bp 


es decir, según la definición (18.7), x € Pa; ôy, . . ..8,). Ya que x es un punto ar- 
bitrario de la bola U (a; £), entonces U(a; £) C P(a; 5), . - «+ 8p). O 

En el ejemplo de la demostración de este lema se ve bien, cómo, utilizando para 
mayor claridad un dibujo plano, se puede realizar la demostración en un espacio 
n-dimensional. El ejemplo contenido en el ejercicio que se propone a continuación 
nos previene de la utilización apresurada de las analogías, no sustentadas por de- 
mostraciones matemáticas. 


Ejercicio 1. Demuéstrese que paran = 1,2, 3, 4el cubo n-dimensional con aristas, cuyas 
longitudes son iguales a la unidad, se encuentra en la bola de radio unitario y con centro en el 
centro del cubo, y que para n > 5 la afirmación análoga no se cumple. 


Definición 7. Supongamos que a cada número natural m se le ha puesto en 
correspondencia cierto punto x™ e R” (no obligatoriamente distintos puntos para 
distintos m). Entonces, el conjunto [x(": m = 1,2, ... .), compuesto por los pun- 
tos del especio R” con distintos números se denomina sucesión de puntos de este es- 
pacio y se designa por 


A 6 
La sucesión (y?) se llama subsucesión de la sucesión 1x(""?) y se designa por 
A 0, 


si para todo k existe un mọ tal que y? = xÚ"%), además si k" < k”, entonces 
my: < m, 


El punto x € R" se denomina límite de la sucesión ¡x(") y se escri- 
be x= lima, si lim A) 
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Six = iim x™), entonces se dice que la sucesión [x (7) converge hacia el pun- 


to x. La sucesión que converge hacia cierto punto se denomina convergente. 
Utilizando el concepto de entorno, es fácil establecer quex = lim x™ si, y 


sólo si, para cualquier e > O existe m, tal que para todos los m > m, se cumple la 
inclusión x‘™ e U(x; e). Por el lema 2, obtenemos tambiénx = lim x% si, y sò- 


lo si, para cualquier entorno rectangular P(x; 3, . . ..8,) existe un número mo (de- 
pendiente de este entorno) tal que para todos los m > mp 


(18.12) 


Durante la definición del límite, naturalmente podemos limitarnos sólo a los en- 
tornos cúbicos. 

En el caso de n = 1 la definición 8 se convierte en la definición habitual del 
límite de una sucesión nu 

Paran = 2la convergencia de la sucesión (x(”?] de puntos del plano R? hacia el 
punto x e R? significa, que cualquiera que sea el circulo con centro en el punto x, a 
partir de cierto número, dependiente del radio de este circulo, todos los términos de 
la sucesión dada se encuentran en este circulo (fig. 90). En el caso de n = 3 la con- 
vergencia de la sucesión de puntos (x0") del espacio, hacia el punto x e R3, signifi- 
ca, que cualquiera que sea la bola tridimensional habitual, con centro en el punto x, 
a partir de cierto número, dependiente del radio de la bola, todos los términos de la 
sucesión se encuentran en esta bola, 

Al igual que en el caso de las sucesiones numéricas, se puede decir que 
lim x= x,x0 eR", m = 1,2, ....., si cualquier e-entorno del punto x con- 


tiene casi todos los puntos de la sucesión dada, es decir, todos, excepto, puede ser, 
de un número finito de éstos. 

El concepto de límite de una sucesión (x(")) de puntos del espacio R” puede ser 
reducido al concepto de limite de las sucesiones numéricas, precisamente las suce- 
siones de las coordenadas de puntos 7), m = 1, 2, 

Teorema 1. Para que la sucesión x"" = (xf" AM) eR” m= 1 2... 
converja hacia el punto x = (x4,  . ., xn) € R”, es necesario y suficiente que 

im x= xp, (=1,2,...,8. (08.13) 


DEMOSTRACIÓN. Demostremos la necesidad de la condición (18.13). Sea 
lim_x‘™) = x. Fijemos £ > 0 arbitrario; entonces, por (18.12) existe m, tal que 
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para todos los m > m, se cumple la inclusión 

x e P(t; 0), 
es decir, para cualquier / = 1, 2, . . ., n y param > m, se cumple la desigualdad 
fM xl < e 


y esto significa, que 
im =x 151,2. 
Demostremos la suficiencia de la condición (18.13). Sea lim x}® = xi = 1, 
2,- a n, y P: ey ) un entorno rectangular dado del punto x. Entonces, 
para cada e, > O (i „ n) existe un número m; = m;(;), tal que para to- 
dos m > m; se cumple la desigualdad 
fx en 1=1,2.. 


(18.14) 


entonces para m > mp y todos los} = 1, 2, . . .. n se cumplirán simultáneamente 
las condiciones (18.14) y por lo tanto (véase (18.7)), para m > my tendremos la 


inclusión 
x e Pl ey 


lo que significa, por (18.12), que 
Um xx O 


Del teorema 1 y de las propiedades de los limites de las sucesiones numéricas, se 
deduce que si una sucesión de puntos tiene limite, entonces éste es único y que toda 
subsucesión de una sucesión convergente, converge al mismo limite que toda la su- 
cesión, 

Ejercicio 2. Enúnciese y demuéstrese la condición necesaria y suficiente de la convergen- 
cia de la sucesión de puntos del espacio R“, análoga al criterio de Cauchy para las sucesiones 


Definición 9. El conjunto E C R” se denomina acotado, si existe un cubo 
n-dimensional P(O; a) con centro en el origen de los ejes de coordenadas O, tal que 
E C P(O; 

De forma análoga al lema 2 se demuestra que cualquiera que sea la bola U(x; £), 
existe un cubo P(x; 5) tal que P(x; 8) D U(x £), y viceversa, cualquiera que sea el 
cubo P(x; ô), existe una bola U(x; £) tal que U(x; £) > P(x; 8). De aquí se deduce 
que se puede dar una definición de conjunto acotado equivalente a la anterior. 

Definición 9”. El conjunto E C R” se llama acotado si existe una bola 
n-dimensional U(O; 2) tal que E C U(O; 0). 

Definición 10. La sucesión de puntos x™ e R", m = 1,2, 
da, si el conjunto de sus valores, es decir, {x™)]: m = 1,2... 
espacio R”. 


se llama acota- 
está acotado en el 
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Sila sucesión x™ = (7, .. „x{™®, m = 1,2, es convergente, poos 
está acotada, ya que cada una de las sucesiones coordenadas x/%, m = 1, 2, .. 
es fijo (i = » +, M) En este caso, pap y D D S M eE 

Teorema 2. De cualquier sucesión acotada de puntos del espacio R” se puede 
extraer una subsucesión convergente. 

Este teorema, al igual que en el caso unidimensional, comúnmente se denomina 
teorema de Bolzano — Weierstrass. 

DEMOSTRACIÓN. Sea dada una sucesión acotada de puntos x'” = (x[M, ... 
. - X4"), m = 1,2, ...... del espacio R”. Es evidente que cada una de las n suce- 
siones [xf%), i = 1,2, . . „n, también está acotada. Por esto, según el teorema de 
Bolzano — Weirstrass (véase el p. ¿.0), la sucesión {x{™) contiene una subsucesión 
convergente; sea ésta la sucesión x) "41, £ = 1,2, . . .. La sucesión (227 como 
subsucesión de la sucesión {x{™) también es y por lo tanto, contiene una 
subsucesión convergente, Sea ésta la sucesión xy "2, ka = 1,2, . La sucesión 
11h) como subrecesión de la sucesión convergente (af ) evidentemente ta. 
bién será convergente. Continuando -= saaonamionio, al cabo de n pasos ob- 
tendremos n sucesiones convergentes [x, 99), # = 1, 2, . . ., n, cada una de las 
cuales es la sabencesión correspondiente de la sucesión [x/”?]. Entonces, por el teo- 
rema 1, la sucesión [x"7] de puntos del espacio R” también será convergente. O 

De forma análoga al caso unidimensional, el límite de una subsucesión de una 
sucesión de puntos del espacio n-dimensional se llama límite parcial. El teorema 2 
muestra que el conjunto de los limites parciales de una sucesión de puntos de R” 
acotada, siempre es no vacio. 

A veces resulta cómodo analizar una sucesión de puntos que tiende al infinito. 

Definición 11. La sucesión de puntos x%") € R”, m = 1,2, . . ., se llama ten- 
diente al infinito, si la distancia desde sus términos al origen de coordenadas 
O = (0,0, . .... O) tiende al infinito, es decir, si 

öm px, 0)= +0. (18.15) 


lim x™ = æ, 


Ya que para cualquier punto a € R” en virtud de la desigualdad triangular 
AX, 0) < px 0, a) + pla, O) 
se cumple la desigualdad 
Ax, a) > p(x™, O) — pla, O) 
entonces, cuando se cumple la condición (18.15) tenemos: lim_ p(x", a) = +0», 
es decir, si lim x = oœ, entonces la distancia desde los puntos de la sucesión 
{x(™) hasta cualquier punto dado a e R” tiende al infinito. 
Señalemos que si_lim_x(" = œ, entonces para los puntos x%”) existe al menos 


una coordenada que también tiende al infinito cuando m — œ. Efectivamente si 


En este caso se escribe 
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lim x"™ = œ, entonces, por ejemplo, para cada p = 1,2, . . . existe un número 


Mp. tal que para todo m > mp, se cumple la desigualdad 
Am, O) = VARO > p, 
de donde, por (18.11) se deduce que 
ERES (18.16) 


Por esto, para un p dado se encuentra una ¡-ésima coordenada, į = 1,2, . . „7t, tal 
que para ella tendremos 


im a2. 
n 


En caso contrario, es decir, si para todos los ¡ = 1, 2, . . ., m tuviera lugar la desi- 
gualdad 
Im <2, 
n 


entonces, no se cumpliría la desigualdad (18.16). El número de las coordenadas es 
finito, y por esto, uno de ellos, designémoslo por ip, para p = 1,2, . „ . se repetirá 
infinitas veces, es decir, se encuentra una subsucesión p, de números naturales, tal 
que para todos los m > Pr, k = 1,2, . . ., tendremos: Ixf7 | > p¿/n. Ya que 
„im _(p,/n) = +œ, entonces para el i señalado 


lim xq =œ. 
Ejercicio 3. La sucesión x/%) € R” se llame no acotada si el conjunto de sus valores 


es no acotado. Demuéstrese que cualquier sucesión no acotada de puntos del espacio 
n-dimensional contiene una subsucesión que tiende al infinito. 


18.2. DISTINTOS TIPOS DE CONJUNTOS 

En el presente punto se analizan cuestiones, auxiliares para el estudio ulterior del 
análisis matemático y relacionadas con la geometría del espacio n-dimensional. 

Definición 12. Sea X cierto conjunto de puntos del espacio euclideo R”. El pun- 
to x € X se denomina punto interior de este conjunto (con respecto al espacio R”), 
si existe un e-entorno de este punto, contenido en el conjunto X, es decir, existe 
> O tal que U(X; £) C X. 

Ejercicio 4. Si la intersección A N B, A C R", B C R” contiene al menos un punto inte- 
rior del conjunto A como del conjunto B, entonces el conjunto de los puntos interiores de la 
intersección A N B es no vacio. 


Definición 13. El conjunto coda punto del cual es un punto interior (con respec- 
to al espacio analizado R”), se denomina conjunto abierto. 

Se debe tener en cuenta que un mismo punto de un mismo conjunto puede ser 
punto interior de este conjunto respecto a un espacio, que contenga este conjunto y 
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no ser punto interior del conjunto analizado respecto a otro espacio que también 
contenga este conjunto. Analicemos, por ejemplo, el espacio R¿,, es decir, el plano 
con un cierto sistema de coordenadas cartesianas dado, las que vamos a designar 
por x e y. El eje de las x de este plano, como todo eje numérico, es un espacio 
euclideo R}. Cada punto de cualquier intervalo (a, b) de este eje, es decir, el con- 
junto de puntos 

(x,y):a<x<b, y =0) 


del plano R?,, es un punto interior de este intervalo con respecto al espacio señala- 
do R! (eje de los x) y no es punto interior de este intervalo con respecto a todo el 
plano R£,. De esta forma, el intervalo (a, b) es un conjunto del espacio R | y no es 
conjunto abierto del espacio R3, 
Una clase importante de conjuntos abiertos se establece por el siguiente lema. 
Lema 3. Cualquier e-entorno U(x; €) de cualquier punto x € R” es un conjunto 


£) y sea y e U(x; £). Hagamos 
= e= piy, x) (18.17) 


y mostremos que U(y; 6) C U(s £) (ig. 91). 
Si z € UQ; 3) y por lo tanto plz; y) < 8, entonces, aplicando la desigualdad 
triangular y ( obtenemos 


plz; x) < plz, y) + p, x) < 8 + ply, x) = E, 
es decir, z € U(x; 2). Ya quez es un punto arbitrario del conjunto U(y; 5), esto sig- 
nifica que VQ; 5) C U; £). O 
Los conjuntos abiertos del espacio R” serán designados en su mayoria por la 
tetra G. 


Ejercicio 5. Demmuéstrese que el conjunto de los puntos interiores de cualquier conjunto 
es un conjunto abierto. 


Lema 4. La intersección de un número finito, al igual que la unión de cualquier 
colección de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto. 
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DEMOSTRACIÓN. Sean G}, Gz, - - .. Gy conjuntos abiertos del espacio R". Si su 
3 


intersección f) G,es un conjunto vacío, entonces, es abierto ya que su conjunto de 
jei 
puntos interiores es vacio y por lo tanto coincide con la propia intersección. Sila in- 
4 
tersección señalada no es vacia y x e f) Gj, entonces, ya que los conjuntos Gj son 
1 


abiertos, para cadaj = 1,2, .., kexistee, > Otalque U(X;£,) C Gj. Suponien- 
do e = min (ey, ~. », y), Obtenemos-que para cada] es vidal incisión U(x, 


1) 2 GU =1,2,....k). Por lo tano, U(x; e) C À Gj; €s decir, el puntox es 
du 


un punto interior de la intersección (] Gy. Ya que x es un punto arbitrario de esta 
dns 
intersección, éste es un conjunto abierto. 
Sea dado ahora un sistema arbitrario de conjuntos abiertos [G], a € Y , donde 
Mes un cierto conjunto de índices y G = (1) O, . Demostremos que G es un con- 
«Y 
junto abierto, Efectivamente, cualquiera que sea el punto x € G, existe un indice 
29 € Y, tal que x € Ga,. Ya que Ga, es un conjunto abierto, entonces se encuentra 
une > 0, tal que U(x; £) C Ga,- Pero entonces, U(x; €) C (1 G, > G, es decir, 
eu 
x es un punto interior del conjunto G y por lo tanto este conjunto es abierto. O 

Resulta muy cómoda la siguiente definición. 

Definición 14. Cualquier conjunto abierto que contenga un punto se denomina 
su entorno. 

El entorno del punto x será designado habitualmente por U = U(x), tal vez con 
uno u otro Índice, a veces, como en el caso unidimensional, por otras letras, por 
ejemplo, Y, W. 

OBSERVACIÓN. En cualquier entorno U(x) del punto x, evidentemente se con- 
tiene tanto un entorno de bola como un entorno rectangular de este punto. Más 
aún, entendiendo entorno de un punto en el sentido de la definición 14 se conserva 
también el análogo de la propiedad (18, 12), es decir, el punto x es limite de la suce- 
sión [x() si y sólo si para cada uno de sus entornos U(x) existe un número mg, tal 
que para todos los m > my se cumple la inclusión x” € U(x). 

Definición 15. El punto x e R” se denomina punto de adherencia del conjunto 
E C R", si cualquier entorno de este punto contiene al menos un punto del conjun- 
to X. 

Es evidente que cada punto del conjunto X es adherente de este conjunto, ya 
que cualquier entorno del punto x € X contiene el propio punto x. Al mismo tiempo 
pueden existir, naturalmente, puntos adherentes del conjunto dado, que no perte- 
nezcan a éste (por ejemplo, los extremos del intervalo en la recta son sus puntos 
adherentes) 


aio 
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Ejercicio 6. Demuéstrese que para que el punto x e R” sea un punto adherente del con- 
junto X C R", es necesario y suficiente que exista la sucesión de puntos x% e X, m = 1, 
2, «n tal que lim x°? = x. 

Definición 16. Si para el punto x € X existe un entorno que no contenga otros 
puntos del conjunto X, excepto el propio punto x, entonces este punto se denomina 
punto aislado del conjunto X. 

Definición 17. El punto x € R” se denomina punto de acumulación del conjunto 
X, si cualquier entorno del punto x contiene al menos un punto del conjunto X dife- 
rente de x. 

Es evidente que un punto de acumulación es un punto adherente. 

Ya nos encontramos con los conceptos de puntos de adherencia, de acumulación 
y aislados en el caso unidimensional (véanseelp. 5.4 yel p. 5.5). Recordemos algunos 
de sus propiedades. y 

Para cualquier punto adherente xy del conjunto X o bién existe un entorno, que 
contiene sólo un punto de X (en este caso este punto es el propio punto xp), o bien 
este entorno no existe, es decir, en cada entorno del punto x, se tienen al menos dos 
Puntos del conjunto X (por lo tanto, al menos uno de estos puntos es diferente de 
xp). Por esto, cualquier punto adherente del conjunto X es o bien un punto aislado 
© bien un punto de acumulación de este conjunto (en el último caso, este punto 
puede pertenecer o no al propio conjunto). 

Si x es un punto de acumulación del conjunto X C R”, entonces existe una 
sucesión de puntos x) € X tales que lim x0 = xO, x a x a xO, m e 


€N, m' eN, m +m’, es decir, la sucesión [x")] está compuesta por diferentes 
puntos del conjunto X, distintos del punto x, y converge a este punto. En reali- 
dad, por cuanto x!% es un punto de acumulación del conjunto X, entonces, para el 
entorno U(x, 1) existe un punto, denotémoslo por x°, tal que XV € U(x, 
DAX yx æ xO, Sead, = mín (1/2, p(x 0, x(0)), Para el entorno U(x?, 5,) se 
encuentra un punto, denotémoslo por x%, ial que Pe U(xO, 8) A X, 
x0 æ xO y x® æ x0, Continuando este proceso, obtendremos la sucesión bus- 
cada, 

De lo demostrado se deduce que cualquier entorno de un punto de acumulación 
de un conjunto contiene una cantidad infinita de puntos de este conjunto (por 
ejemplo, son puntos de la:sucesión construida anteriormente). 

Ejemplos. Sean n = 1, X = (0, 1) un intervalo. Cada punto del segmento [0, 1] 
es un punto adherente y un punto de acumulación del conjunto X, al mismo tiempo 
que los puntos'O y 1 no pertenecen al propio-conjunto X. Si X = (0, 1] es un seg- 
mento, entonces el conjunto de puntos adherentes del conjunto X coincide con el 
propio conjunto: Por último, si el conjunto X está compuesto por el intervalo (0, 1) 
y por el punto 2, es decir, X = (0, 1) U (2), entonces, el punto 2 es un punto aisla- 
do de este conjunto, y el conjunto de puntos adherentes de éste será (0, 1] U (2). 

Definición 18. La colección de todos los puntos adherentes del conjunto 
X CR" se denomina clausura del conjunto X y se designa por X 

Como ya se ha señalado, cada punto del conjunto X-es un punto adherente de 


Mya XX (18.18) 
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Definición 19. El conjunto X se llama cerrado si Ẹ = X, es decir, si contiene to- 
dos sus puntos adherentes. 

Por ejemplo, para n = 1 el intervalo (0, 1) no es un conjunto cerrado, y el seg- 
mento (0, 1] es un conjunto cerrado. 

Todo el espacio y el conjunto vacio son al mismo tiempo conjuntos cerrados y 
abiertos en R” (verifiquese). Se puede mostrar que en el espacio R” no existen otros 
cerrados y abiertos al mismo tiempo. 

Ya que cualquier punto adherente de un conjunto es o bien un punto de acurhu- 
lación de éste, o bien un punto aislado, y un punto aislado, como se deduce de su 
definición, pertenece al conjunto, entonces, la exigencia de pertenencia de cada 
punto adherente al conjunto es equivalente a exigir la pertenencia a este conjunto de 
cada uno de sus puntos de acumulación. Dicho de otra forma, un conjunto es cerra- 
do si y sólo si contiene todos sus puntos de acumulación, 


Ejercicio 7. Sea X C R? C R”. Demuéstrese que x e R” es un punto adherente del con- 
junto X en el espacio R” si y sólo si pertenece al espacio R* y es en El un punto adherente del 
conjunto X. 

De aquí se deduce que el conjunto X es un conjunto cerrado del espacio R" si y sólo si es 
un conjunto cerrado del espacio R”. De esta forma, la propiedad de un conjunto de ser cerra- 
do en un cierto espacio R” es una propiedad "imerna” de éste, es decir, una propiedad que no 
depende de la elección del espacio R”, en el cual se encuentra el conjunto analizado, Como se 
ha señalado anteriormente, la propiedad de un conjunto de ser abierto no cs una propiedad 
“interna” en el sentido señalado, un mismo conjunto puede ser abierto en un espacio R” y no 
ser abierto en otro. 


Señalemos la siguiente propiedad evidente de los conjuntos abiertos. 

Si A es un conjunto cerrado, y (x(”")) es una sucesión convergente, todos los tér- 
minos de la cual pertenecen al conjunto A: x") € A,m = 1,2,... .. entonces, su 
limite también pertenece al conjunto A. 

En efecto, six™ = lim xÚ”, entonces de la definición de limite de una suce- 


sión de puntos se deduce que en cualquier entorno del punto x(? se tienen puntos de 
la sucesión dada (y más aún, allí se encuentran casi todos los puntos de la sucesión, 
es decir, todos a excepción de un número finito de ellos), que son, según nuestra su- 
posición, puntos del conjunto A. De esta forma, el punto x(% es un punto adherente 
del conjunto A y ya que A es cerrado, entonces x° € A. 

Lema 5. Un punto adherente de la clausura de un conjunto es también punto 
adherente del propio conjunto. 

Corolario. La clausura de cualquier conjunto es un conjunto cerrado. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA, Sean X C"R”, X Ja clausura del conjunto X y x un 
punto adherente del conjunto X, es decir, x e X Demostremos que x € X. 

De la condición x e Xse deduce que a cualquier entorno U = U(x) del punto x 
pertenece, al menos, un punto y del conjunto X y e U N X Ya que U, como cual- 
quier entorno, es un conjunto abierto, entonces es también un entorno que contiene 
el punto y. Pero y e X por lo tanto, en cualquier entorno del punto y, en particular, 
en U, se tiene un punto z del conjunto X:z €U N X. — 

De esta forma, en cualquier entorno U del punto x e X'se tiene un punto de X. 
Esto significa que x es un punto adherente del conjunto X: x e X D 


a 
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DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. En el lema $ se demostró que 
eg 
y ya que por (18.18), ¥ C X, entonces 
R=X (18.19) 
Ejemplos 1. Toda bola n-dimensional 


= Gp 39): E 


Q 


ap? <r?) (18.20) 


es un conjunto abierto (véase el lema 1), por esto, con frecuencia se llama también 
bola n-dimensional abierta. El conjunto 


(18.21) 


es cerrado, ya que las desigualdades no estrictas se conservan durante el paso al 
limite. El es la clausura de la bola abierta Q^ y se llama bola n-dimensional cerrada, 
En el caso cuando n = 2: Q? es un circulo abierto, @? es circulo cerrado; en el caso 
cuando n = 1: Q’ es un intervalo, O! es un segmento. 

2. La bola cerrada Q” se obtiene de la bola abierta Q” al añadirle el conjunto 


j: $ -a= rèh 


he m tys +1] 


que se llama esfera (n — 1)-dimensional de radio r con centro en el punto a = (ay, 
-+ ap) y que se designa por S” = ', En el caso cuando n = 2: S! es una circunferen- 
cia, en el caso cuando n = 1: 5% es un par de puntos. 
La esfera 


Sl o Xp E A aè = rè) 08:22) 


también es un ejemplo de conjunto cerrado (¿por que?). 

Señalemos también, que la bola n-dimensional de radio 1 con centro en el origen 
de coordenadas, habitualmente se denomina bola n-dimensional unitaria (abierta o 
cerrada), y la esfera (n — 1)-dimensional de radio | con centro en el origen de coor- 
denadas, esfera (n — 1)-dimensional unitaria. 

Definición 20. Para cualquier conjunto X C R”, el conjunto R”N X se llama su 
complemento en el espacio R” (véase el p. 1.1). 

Lema 6. Para que un conjunto sea abierto, es necesario y suficiente que su 
complemento sea cerrado. 

DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea G un conjunto abierto. Entonces, ningún 
Punto x € G es punto adherente de su complemento F = R”N G, ya que el conjun- 
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toG, siendo avierto, es un entorno del punto x y no contiene puntos del conjunto F. 
Por lo tanto, todos los puntos adherentes del conjunto F se encuentran en F, lo que 
significa que el conjunto F es cerrado. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Sea F un conjunto cerrado y sea 
x € G = R"N F. Ya que F es cerrado, el punto x no es su punto adherente, por es- 
to, existe un entorno de él U(x), que no se interseca con el conjunto F y por lo tan- 
10 1al que U(x) C G. De esta forma, cualquier punto del conjunto G es interno, es 
decir, G es abierto. D 

Corolarlo 1. Un conjunto es cerrado si y sólo si su complemento es abierto. 

Esto se deduce inmediatamente del lema 6, ya que si el conjunto B es el comple- 
mento del conjunto A en R", es decir, B = R"N A, entonces también viceversa, el 
conjunto A es el complemento de B en R": A = RON N. 

Corolario 2. La intersección de cualquier colección y la unión de un número fini- 
to de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 

En efecto, sea F, conjuntos cerrados, entonces, por el lema 6, los conjuntos 
O, = R"N F,, a € H , son abiertos. Por la fórmula (1.1) tenemos: 


N F= N RING) = RN U Ga- 
El conjunto U Ga, por el lema 4, es abierto, como unión de conjuntos abiertos. 
Por lo tanto, su complemento f) F, = R"N U Gp. por el lema 6 es cerrado. 


De forma análoga, con ayuda de la fórmula (1.2), se demuestra que es cerrada la 
unión de un número finito de conjuntos cerrados. D 


Ejercicio 8. Demuéstrese que si G es un conjunto abierto y F es cerrado, G C R”, 
F.C R", entonces GN Fes un conjunto abierto. 


Lema 7. Sean A y B conjuntos cerrados disjumtos de R” y el conjunto A acota- 
do; entonces, existe un número d > 0, tal que para dos puntos cualesquiera x € A e 
y € B se cumple la desigualdad p(x, y) > d. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que tal número d no existe. Entonces, para cual- 
quier m 7 1,2, . . existe un par de puntos xi™) AC y(™) e B tales que olx”), 
ym) < 2. Por cuanto A es un conjunto acotado, entonces de la sucesión {xt} se 

m 
puede extraer una subsucesión convergente [x"4)). Sea Jm, xh = x, Ya que 
el conjunto 4 es cerrado, tenemos x e A. De la desigualdad y 
ALO, MO) < Ax, x) 4 pa, y) < p, ximo) 4 L 
se deduce que lim, p(x, y(%) = 0. Por esto, el punto x es un punto adherente 


del conjunto B y ya que es cerrado, x% € B. De esta forma, x% € A y x' € B, y es- 
to contradice la condición de que A y B son disjuntos. E 
Definición 21. Para dos conjuntos X, y X, la magnitud 


AX Xp) = ¡nf olx. y) 


se llama distancia entre X, y Xy 7% 
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En particular, si X, está compuesto por un punto x, entonces (X,. Xy) = p(x, 
X3) se denomina la distancia desde el punto x hasta el conjunto Xy 

Utilizando este término, el lema 7 puede ser enunciado de la siguiente forma. 

Si dos conjuntos cerrados son disjuntos y al menos uno de ellos es acotado, en- 
tonces la distancia entre ellos es positiva. 


Ejercicio 9. Citese un ejemplo de dos conjuntos cerrados disjuntos, para los cuales la dis- 
tancia entre ellos es igual a cero. 

Lema 8. Si A es un conjunto cerrado, A C R”, x € R” y p(x, A) = d, entonces 
existe un punto y € A tal que p(x, »=d. 

DEMOSTRACIÓN, Si p(x, A) = inf p(x, y) = d, entonces para cualquier 

ses ri 

m= 1,2,... se encuentra un punto y™ € A, tal que p(x, y") < d + r5 
evidente, que para cada m es válida la inclusión y⁄™ € U(x, d + 1), y por esto, la 
sucesión [y(%)] está acotada y, por consiguiente, de ella se puede extraer una subsu- 
cesión convergente (ye), Sea lim_y0%% = y, Ya que el conjunto A es cerrado, 
tenemos y (9 € A; más aún, “7 


PIO) < plx, yD) + O yO < d + 4 pm, yO), 
m, 

Pasando al limite aquí, cuando k — œ, obtenemos p(x, y(9) < d. Por otra par- 
te p(x, y9) > p(x, A) = d, por lo tamo p(x, y) = d. 0) 

Definición 22. El punto x € R” se llama punto frontera del conjunto xC R”, si 
en cualquiera de sus entornos existen puntos que pertenecen al conjunto X y puntos 
que no pertenecen a ésta. El conjunto de todos los puntos frontera del conjunto X 
se llama su frontera y se designa por òX. 

Es evidente, que 3X C X. Cada uno de los puntos adherentes del conjunto X o 
bien es un punto frontera de éste o bien es un punto interno de éste, otras posibilida- 
des no hay, por esto X = X U 3X. 

Si G es un conjunto abierto, entonces, en la unión = G U 3G G y IG no se 
intersecan, 

En efecto, ya que G es un conjunto abierto, todo punto de éste es interno y de 
esta torma no pertenece a su frontera. 

Ejemplos. Sea n = 2, Q? = ((x,, x): xi + xf < 1) un círculo abierto. Si 
X = 0%, entonces cualquier punto de la circunferencia S! =((x,, x 
xx] +44 = N esun punto frontera del conjunto X y no hay otros puntos frontera, 
es decir, S! = 3X. En este caso, la frontera del conjunto X no pertenece a él. 

Sea X = ( un círculo cerrado, y en este caso, la circunferencia S! es también 
foratera para X, además, ahora 3X C X. 

Por último, si X = S! es una circunferencia, entonces cada punto del conjunto 
X es su punto frontera y no tiene otros puntos frontera, es decir, X = 3X. 

En general, la esfera (n — 1)-dimensional (18.22) es frontera tanto de la bola 
abiezua n-dimensional (18.20), como de la cerrada (18.21), así como también coinci- 
de con su propia frontera (¿por que”). 
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Ejercicios. 10. Demuéstrese que para que el conjunto A C R" sea cerrado es necesario y 
sufideme que dA C A. 
11. Demuéstrese que EX = 3X. 


En el futuro nos hará falta el concepto de curva en el espacio n-dimensional, Pa- 
ra este objetivo vamos a generalizar la definición dada anteriormente, de curva cu el 
espacio tridimensional, sin tocar la cuestión de la transformación de los parámetros. 

Definición 23. El conjunto de puntos x = (x, . + », X,) del espacio R”, cuyas 
coordenadas están dadas como funciones continuas x; = x(t), i = 1,2, . 
definidas sobre cierto segmento (a, b], se llama curva continua en el espacio R”. El 
argumento t se llama parámetro de la curva. El punto x(a) = (x;(a), . . .,x,(a)se 
llama origen y el punto x(b) = (x,(0), « . ., x,(b)) se llama extremo de la curva 
dada, 

Todo lo dicho en los p. 16.1 y 16.2 sobre una curva en el espacio tridimensional 
puede ser trasladado de una forma natural para el caso general n-dimensional, pero 
no vamos a detenernos en esto. Es importante para el futuro el concepto de recta en 
el espacio n-dimensional. 

a, algunos números 


Definición 24, Sean x® = G40, ....., xP) € R” y a, 
dados Y) a? > 0. El conjunto de los pumtosx = (X,, - - .,x,) del espacio R", cu- 
iai 
yas coordenadas son representables en la forma 
yaxta iah. -%<1<+o, 


se llama recta en el espacio R”, que pasa por el punto x®. 

La parte de la recta, que corresponde a la variación del parámetro 1 en cierto seg- 
mento [a, b), se llama segmento rectilineo (recto), y su parte que corresponde a la 
variación del parámetro en el intervalo infinito £ > a, se llama rayo. Es evidente, 
que en el caso cuando n = 3, se obtiene una recta, correspondientemente un seg- 
mento o un rayo, en el espacio tridimensional habitual, y (æ, c}, ay) es el vector di- 
rector de esta recta. Si son dados dos puntos distintos (xy, . y 
- « ++ Xy), entonces la ecuación de la recta que pasa por estos puntos tiene la forma 


YET- dd, Mo << to, 


Definición 25. El conjunto X C R”, dos puntos cualesquiera del cual pueden 
ser unidos por una curva continua que pertenezca completamente a este conjunto se 
llama linealmente conexo *. 

Dicho de otra forma, el conjunto X se llama lincalmente conexo si cualesquiera 
que sean los puntos xe X y x® € X, existe una curva continua x(1) = [x,(0) 
a < 1 < b) tal que su origen es el punto x, es decir x(a) = x(D, y su extremo el 
punto x®, es decir, x() = x% y todos los puntos de esta curva pertenecen al con- 
junto X, es decir, x(1) e X para todos los 1 e [a, b]. 


» Además del concepto de conexión lineal en matemática existe el concepto de conexión 
del conjunto, el cual no se analiza en nuestro curso. 
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FIG. 92 FIG, 9 


Ejemplos de conjuntos linealmente conexos son el punto, el segmento y ejemplo 
de conjunto linealmente no conexo: un par de puntos diferentes. 

Lema 9. Si un conjunto linealmente conexo se interseca con un cierto conjunto y 
con su complemento en R”, entonces también se interseca con lo frontera de este 
conjunto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea A un conjunto linealmente conexo, A C R”, B un cierto 
conjunto, B C R”, y sean las intersecciones A N B y A N (R”N B) no vacias. 
Sean x e A N Byx?eA M(R"NB). Ya que A es un conjunto linealmente co- 
nexo, entonces existe una curva continua x(t), a $ £ < b tal que x(a) = x™, 
x(b) = x® y x(1) e A para todos los £ € [a; b]. Designemos por 7 la cota superior 
de aquellos í e (a, b), para los cuales x(1) € 8. Es evidente que o < 7 $ b. En 
cualquier entorno del punto x(r) se contienen tanto puntos que pertenecen a 8 co- 
mo puntos que no pertenecen a 8 (¿por que?). Por lo tanto, x(r) € 3B. Ya que 
xt) € A, la intersección 98 N A no es vacia. O 

Definición 26. Un conjunto abierto linealmente conexo se llama región. *! 

Ejemplos. En el caso de n = 1 cualquier intervalo es una región, y el conjunto 
compuesto por dos o más intervalos disjuntos (fig. 92) aunque representa un con- 
Junto abierto no es una región. 

En el caso cuando n = 2todo circulo abierto es una región, y el conjunto cow- 
puesto por dos o más círculos abiertos disjuntos (fig 93). aunque tambien es abierto 
no es una región ya que dos puntos x e y, que pertenecen a distintos círculos, no 
pueden ser unidos con una curva continua que pertenezca completamente al interior 
del conjunto analizado. 

Toda bola abierta n-dimensional es una región. 

Definición 27. La región, dos puntos cualesquiera de la cual pueden ser unidos 
por un:segmento que pertenezca completamente a ella se llama región convexa. 

Toda bola abierta n-dimensional es una región convexa. 

Definición 28..El conjunto, que pertenece al espacio R” y que es la clausura de 
cierta región, se llama región cerrada. 

La bola cerrada n-dimensionas es una región cerrada. 


Ejerctios. 12. Demuéstrese que la bola n-dimensional y un paralelepipedo n-dimensional 
son conjuntos converos. 
13. Constrúyase un ejemplo de región no convexa. 


9 No se debe mezclar el concepto de dominio de definición de una función y el concepto 
de región en el sentido de esta definición. 
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Problema 15 (teorema de Jordan *). Demuéstrese que cualquier contorno sencillo (véase 
el p. 16.1) en el plano divide el plana en dos regiones (acotada y no acotada); esto significa, 
en primer lugar, que es frontera de cada una de estas regiones, en segundo lugar, que ningunos. 
dos puntos pertenecientes a cada una de las regiones señaladas puedan ser unidos por una cur- 
va que no interseque el contorno dado. 


18.3. COMPACTOS 


En este punto serán analizadas ciertas propiedades de los conjuntos, que se lla- 
man compactos y que juegan un papel importante en el análisis. 

Definición 29. El conjunto A C R” se llama compacto si de cualquier sucesión 
de puntos de conjunto se puede extraer una subsucesión convergente cuyo límite 
pertenece al conjunto A. 

Una propiedad importante, que caracteriza a los compactos en R”, es establece 
por el siguiente teorema. 

Teorema 3. Para que el conjunto X C R” sea compacto, es necesario y suficien- 
te que éste sea acotado y cerrado. 

DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea A C R” y A compacto. Si el conjunto A 
fuese no acotado, entonces, para cualquier número natural /n se encontraría un 
punto x‘? € A, tal que p(O,x") > m (m = 1,2, . . .). Aquí, como siempre, 
O = (0,0, . . ., 0). Es evidente, que lim x(” = œ. Por esto, cualquier subsuce- 


sión de la sucesión x'” también tiene como límite, y por lo tanto, de x% no se puede 
elegir una subsucesión convergente, lo que contradice el hecho de que 4 es compac- 
to. De esta forma A es un conjunto acotado. 

Si el conjunto A no fuese cerrado, entonces existiría un punto adherente x que 
no pertenecería a él, x € A. Para este punto se encontrarla una sucesión x!”? C A, 
m= 1,2... talque lim x%") = x. Por esto, cualquier subsucesión de esta su- 


cesión también tendria como límite un punto x € A, es decir, el conjunto A otra vez 
no seria compacto. Por lo tanto, 'A es un conjunto cerrado. 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Sea X un conjunto cerrado acotado y (x(")] 
una subsucesión cualquiera de puntos de este espacio: x“)e X (m = 1,2,..-). 
Ya que el conjunto X es acotado, esta sucesión también es acotada. Por lo tanto, se- 
gún el teorema 2 del p. 18.1, de ella se puede extraer una subsucesión convergente 


ix (70), Designemos su límite por x: llm_x%4 = x. Es evidente que x es un punto 


adherente del conjunto X, o sea, x%4) € X, y ya que X es un conjunto cerrado, en- 
tonces, x € X, es decir, X efectivamente es compacto. O 
El teorema demostrado permite establecer fácilmente la compacticidad de 
muchos conjuntos que se encuentran con frecuencia, por ejemplo, los segmentos, 
las bolas cerradas y los paralelepípedos, las esferas en los espacios R” de cualquier 
dimensión, todos los conjuntos enumerados al ser acotados y cerrados son compac- 
tos. Con la misma facilidad, con ayuda del teorema 3 se establece también la no 
compacticidad de muchos conjuntos. Por ejemplo, los intervalos finitos, al no ser 
cerrados, y los infinitos al no ser conjuntos acotados, no son compactos. 


»C. Jordan (1838—1892), matemático francés. 
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Señalemos que también según el teorema 3, el lema 7 del p. 18.2 puede ser enun- 
ciado de la forma siguiente: sí dos conjuntos cerrados no se intersecan y si al menos 
uno de ellas es compacto, entonces la distancia entre ellos es mayor que cero. 

Antes de pasar a otras propiedades características de los compactos, introducire- 
mos una serie de definiciones y demostraremos una afirmación complementaria. 

La sucesión de cubos n-dimensionales [Q,), k = 1,2, . . . se llama sucesión de 
cubos encajados si 


CER TERE EI NEE 


Lema 10. Para la sucesión de cubos cerrados y encajados |Q;), cuyas longitudes 
de las aristas tienden a cero, cuando k — œ, existe un punto, y sólo uno, que perte- 
nece a todos los cubos de la sucesión analizada. 

DEMOSTRACIÓN. Sean los cubos 


Q= lx pia < aye af? + d; 1,2, an) (18.23) 


con aristas de longitud d'*?, que forman una sucesión de cubos encajados * y sea 
im, dí% = 0. Entonces, los segmentos (af, af + df], k = 1,2, . ..., forman un 


sistema de segmentos encajados, cuyas longitudes df*) tienden a cero cuando 
k ~ œ. Por esto, existen y además son únicos, los números ¿, tales que para un į 
(i= 1,2, ...., n) dado y para cualquier k = 1, 2, . . ., tiene lugar la inclusi 
Ee laf, a? + AČ). De aqui se deduce que el punto = [£, . . ., E] pertenecen 
todos los cubos de la sucesión analizada £ € Q,, k = 1, 2, . . . y este punto es úni- 
co. 
Definición 30. Sea X C R”, El sistema 
D=iX,L as 


de conjuntos X,  R"(M= [a] es un conjunto de indices a) se llama recubrimien- 
to del conjunto X, si 


018,24) 


xcUux 
et 

De esta forma, el sistema (18.24) se llama recubrimiento del conjunto X, si cada 
uno de los puntos de este conjunto pertenece al menos a uno de los conjuntos X, del 
sistema Q. 

El recubrimiento (18,24) del conjunto X, compuesto por un número finito de 
conjuntos X, , se lama recubrimiento finito de este conjunto. 

En el caso, cuando todos los conjuntos del sistema son abiertos, el recubri- 
miento Q se llama recubrimiento abierto del conjunto X. 

Teorema 4, Para que el conjunto X C R” sea compacto, es necesario y suficien- 
e que de cualquiera de sus recubrimientos abiertos se pueda extraer un recubrimien- 
to finito. 


Recordemos que acordamos (véase el p. 18.1) entender siempre por cubo sólo los cubos 
que estuvieran dados por desigualdades de la forma (18.23) para un sistema de coordenadas 
dado. 


18.3. Compactos E 


FIG. 94 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea A compacto y sea el sistema 
0=(6,), «em (18.25) 


un recubrimiento abierto de A. Supongamos que de este recubrimiento no se puede 
extraer un recubrimiento finito del compacto A. Según el teorema 3 del hecho de 
que el conjunto A es compacto se deduce que es acotado, Por esto, existe un cubo 
cerrado Q, que contiene el conjunto A. 
Sea 
O= (x=): <x, 89 +d, 1=1,2,....1). 


Dividamos el cubo Q en 2" cubos cerrados iguales Q;, definidos por el juego de las n 
desigualdades de la forma 


A w waia 
(en la fig. 94 se muestra el caso cuando m = 2), entonces 


» 
=U Q. (18.26) 
m 
El sistema (18.25) forma un recubrimiento abierto de cada uno delos conjuntos 
ANQ U=1, 2, ... 2"). Entre estos conjuntos existe un conjunto no 
vacio — designémosio por A N Q, — tal que del recubrimiento (18.25) no se 
puede extraer un recubrimiento finito de este conjunto, en el caso contrario, del sis- 
tema (18.25) se podría, en virtud de la igualdad (18.26), extraer también un recubri- 
miento finito de todo el conjunto A, lo que estaria en contradicción con la suposi- 
ción hecha. 

Dividamos otra vez el cubo Q,, en 2" cubos cerrados iguales Qy, ¿ Ọ = 1, 
, 2”). Designemos por Q;y, aquel de los cubos Q),y, cuya intersección con el 
compacto A no pueda ser recubierta con un número finito de conjuntos del sistema 

N, etc. Como resultado, obtenemos una sucesión de cubos cerrados encajados 


El ETRE TR (18.27) 
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las Jongitudes de los cuales son respectivamente iguales a d/2, d/4, . 
y por lo tanto, tienden a cero, cuando k — œ. 

Cada uno de los cubos Q),,,...;, de la sucesión (18.27) tiene la propiedad de que 
del sistema (18.25) no se puede extraer un recubrimiento finito del conjunto no 
vacio 

ADO 
J, toma uno de los valores 1, 2, 3, . + .,2"; 
v=1,2,....k;k= 1,2,.. .. Porel lema lOexiste, y además es único, un punto, 
que pertenece a todos los cubos del sistema (18.27). Ya que las aristas de los cubos 
de este sistema tienden a cero y cada uno de los cubos tiene una intersección no 
vacia con el conjunto A, entonces en cualquier entorno del punto £ se tienen puntos 
del conjunto A. Efectivamente, señalemos que la diagonal del cubo Qj., j, es 
ual a dVn/2£. Más adelante, cualquiera que sea ¢ > O elegimos kọ tal que 
Aan <e (18.28) 


nd, 


Esto es posible, ya que „lim, E = 0. Ahora, observando que cualquier punto 
X € Qiya.» h Se encuentra del punto £ € Q/,,.. y, a una distancia, que no sobrepa- 
sa a la diagonal del cubo Qj., y, tendremos 


pa 
ES 


Esto significa que x se encuentra en un e-entorno del punto E. Por lo tanto, todo el 
cubo jj.. y» incluso sus puntos pertenecientes al conjunto A, está contenido en 
el e-entorno del punto £ analizado. De esta forma, £ es un punto adherente del con- 
junto A. Por el teorema 3, el conjunto A, siendo compacto, es cerrado y por esto 
lea. 

La sucesión auxiliar de cubos construida (18.27) permite demostrar fácilmente la 
imposibilidad de que se cumpla la suposición hecha de que del recubrimiento 
(18.25) del compacto A no se puede extraer un recubrimiento finito de este compac- 
10, En efecto, ya que el sistema (18.25) es un recubrimiento del conjunto A, enton- 
ces existe un índice ay € Y, tal que £ € Ga. El conjunto Ga, es abierto, por lo tan- 
to, se encuentra un número £ > O tal que el e-entorno U(E, £) del punto E estará 
completamente contenido en Gap: 

UNE, E) C Gag- (18.29) 


Observemos ahora, que para:cualquier e > O, en particular, para e, que satisfa- 
ga la condición (18.29), se encuentra, como se ha mostrado con anterioridad, un nú- 
mero kg tal que se cumplirá la inclusión 


Oli < UE 0). (18.30) 
De (18.29) y (18.30) tenemos 
AD Oisy- day E Oir y E UE E) C Goy 
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y, por lo tanto, del sistema (18.25) se puede extraer un recubrimiento finito del con- 
junto A N Qy.. jr Y precisamente un recubrimiento compuesto solamente por el 
conjunto Gap. Esto contradice el supuesto, en correspondencia con el cual fueron 
elegidos los cubos Q). j » De esta forma, al suponer que del sistema (18.25) no se 
extrac un recubrimiento finito del compacto hemos llegado a una contradicción. De 
esta forma, está demostrada la necesidad de esta condición 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA, Sea X C R" y supongamos que de cualquier 
sordos abierto del conjunto X se puede extraer un recubrimiento finito, Su- 

amos gue X no es compacto, Esto, por la definición 29, significa que existe una 
Jerry (xj C X,m = 1,2,.. ., dela cual no se puede extraer una subsucesión 
que converja hacia cierto punto de X. Por lo tanto, cualquiera que sea el punto 
x € X, no es un límite parcial de la sucesión (x(7)], Por csto, para cada puntox € X 
se encuentra un entorno — designémoslo por G, — que contiene solamente un nú- 
mero finito de elementos de la sucesión [x/%)); en caso contrario, de la sucesión 
{x0} se hubiera podido extraer una subsucesión convergente hacia x (si todos los 
elementos de la sucesión [x%”)], que se encuentran en Gy, son tales que x™ + x, 
entonces del hecho de que estos elementos son sólo un número finito, evidentemen- 
te se deduce que se puede escoger incluso tal entorno del punto x que no contendrá 
elementos algunos de la sucesión [xm), 

En virtud de la elección del entorno G,, cada punto x del conjunto X pertenece 
al correspondiente entorno: x € G. Por esto, el conjunto f ~ fG), x € X, de to- 
dos estos entornos forma un recubrimiento abierto del conjunto X. Según la condi- 
ción del teorema, de éste se puede extraer un recubrimiento finito. Sea éste 

My = [Gays Ory > «+ Oy o 

Cada elemento de este recubrimiento contiene sólo un número finito de términos 
de la sucesión [x“™]}, Por lo tanto, todos los elementos del recubrimiento fig tam- 
bién contienen sólo un número finito de términos de la sucesión (x(”)). Esto sin em- 
bargo, es imposible, ya que al recubrir todo el conjunto X, los elementos del re- 
cubrimiento finito My deben contener todos los términos de la sucesión [x”?], cuyo 
número es infinito. La contradicción obtenida demuestra la suficiencia de las condi- 
ciones del teorema. O 

OBSERVACIÓN. La necesidad de las condiciones del tcorema, es decir, la afirma- 
ción que de cualquier recubrimiento abierto del compacto se puede extraer un re- 
cubrimiento finito, se llama habitualmente lema de Helne — Borel 

Subrayemos que en el teorema 4 es esencial el hecho de que se analizan recubri- 
mientos compuestos precisamente por conjuntos abiertos. Asi, por ejemplo, del re- 
cubrimiento del segmento (0, 1) (el que, como ya se ha señalado, siendo un conjunto 
cerrado y acotado, es compacto) por los segmentos (1/(n + 1), 3/7), n = 1, 
2,...... y por el segmento [— 1, 0] no se puede extracr un recubrimiento finito. Esto 
se explica por el hecho de que aquí el recubrimiento está compuesto no por conjun- 
tos abiertos, sino por conjuntos cerrados. 


* E. Borel (187) — 1956), matemático francés. 
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Ejercicio 16. Demuésirese que para cualquier recubrimiento abierto finito 
A= [G,) (k = 1,2... ... m) del compacto A C R” existe un número / > 0, tal que cual- 
Quiera que sea el conjunto X C A, para el cual sup, o(x, y) < /, existe un elemento Gy, del 
recubrimiento 9, tal que X C Gig 


Para concluir este punto demostremos otra afirmación auxiliar. Previamente 
iniroduzcamos el siguiente simbolo: para cualquier conjunto X C R” designemos 
por X,, donde y > 0, el conjunto de todos los puntos cuya distancia hasta X no es 
superior al número y, es decir, hagamos 

“e 
X, bota, X) < n) 

Lema 11. Si A es compacto, A C R”, entonces para cualquier y > Oel conjun- 
10 A también es compacto. 

DEMOSTRACIÓN. Según el teorema 3, el conjunto A, siendo compacto, es acota- 
do y cerrado. La acotación del conjunto A significa que existe un a > Otal que A 
está contenido en la bola U(O, a). 

Mostremos que A, € U(O, a + n). Si x € A,, entonces por el lema 8 se en- 
cuentra un punto y'6 A, tal que p(x, y) = p(x, 4) < y. De la condición 
A C U(O, a) se deduce que p(O, y) < a, por esto 

P(O, x) < (O, y) + p, x) < a + m. 
De esta forma, x € U(O, a + n). El punto x es un punto arbitrario del conjunto 
A, Por lo tanto, A, C U(O, a + y) y por esto el conjunto A, es acotado. 

* Mostremos ahora, que A, es un conjunto cerrado. Six es un Punto adherente del 
conjunto A,:x € A,» entonces para cualquier £ > 0 existe un punto y € A, tal que 
plx, y) < £. De la definición del conjunto A, y del lema $ se deduce que existe un 
punto zg € A tal que p(y, 24) = (Y, A) < m; por esto 

pls, A) = inf, p(x, 2) < plx, zo) < p(x.) + DU20) <A 


Esta desigualdad es válida para cualquier £ > O. Haciendo tender £ hacia cero, ob- 
tenemos p(x, A) < y, es decir, x € A, lo que demuestra que el conjunto A, es cerra- 
do. 

Así, el conjunto A, es acotado y cerrado, y por lo tanto, en virtud del propio 
teorema 3 es compacto. D 


18.4. ESPACIOS VECTORIALES DE VARIAS DIMENSIONES 
En el p. 15.1 se señaló, que para un sistema de coordenadas dado en un espacio 
tridimensional, la definición de un vector es equivalente a la definición de sus tres 
coordenadas. Durante la adición de vectores y su multiplicación por un número, se 
efectúan las mismas operaciones con sus coordenadas. En el caso n-dimensional, el 
vector puede ser definido con ayuda de sus coordenadas. 
Definición 31. El sistema ordenado de n múmeros reales 


lp. =h 3er; [=1,2,. 


18.4. Espacios vectoriales de varias dimensiones as 


se llama vector real n-dimensional x, y los múmeros x; , - . .,x, Se llaman sus coorde- 
nadas. El número n se llama dimensión del vector. 
Se llama suma x + y de las vectores x = (Xy, > - Xp) €Y = Oys ++ s Yad el 


vector (Xy + Yi, >= v Xn + Ya), es decir, 
rn +) 
y se llama producto del vector x por el número X € R el vector 
ax E E xp» - a Ap): 


El conjunto de todos los vectores n-dimensionales, en el que se han introducido 
las operaciones de adición de vectores y multiplicacion de un vector por un número 
real, se llama espacio vectorial real n-dimensional, o, de una forma más completa, 
espacio vectorial aritmético n-dimensional sobre el campo de los números reales. 

El vector 0 = (0, 0, . . .. 0) se llama vector nulo o cero del espacio vectorial 
n-dimensional. ai 

Por definición, el vector — x = (--1)x se llama vector opuesto al vector x. 


Ejercicio 15. Demuéstrese que si x, y, z son vectores cualesquiera, y los números, € R 
son arbirarios, emonces D) z+y=y+n Ņ (rey) io: 
D x+0= 9 lran S Mae dr O (A+ p= A + ar 
DAE + y) = Ax + Ay- 


De esta forma, el espacio aritmético n-dimensional (véase la definición 1 en el p. 
18.1) se convierte en el espacio vectorial aritmético n-dimensional, si en él se intro- 
ducen la adición de sus elementos y la multiplicación de sus elementos por un núme- 
ro según la definición 31. 

En el caso tridimensional, la relación entre los puntos del espacio y los vectores 
en él, se puede establecer (como siempre, considerando dado un sistema de coorde- 
nadas), poniendo en correspondencia a cada punto M = (x), X4, Xy) de este espacio 
su radio vector, es decir, el vector UM = (x; . x3, xy). Esta correspondencia es una 
correspondencia biunivoca entre los puntos del espacio tridimensional y los vectores 
en este espacio. 

A veces, el espacio aritmético n-dimensional, introducido en la definición 1 del 
p. 18.1, a diferencia del espacio vectorial n-dimensional, es llamado espacio pun- 
tual. 

Asi, tanto el espacio puntual n-dimensional, como el espacio vectorial 
n-dimensional están compuestos por los mismos elementos, por los conjuntos orde- 
nados de n números reales. Por esto, tanto uno como otro espacio, será designado 
por el mismo símbolo R”. Ellos se diferencian en que en el espacio aritmético 
n-dimensional se introduce el concepto de distancia entre sus elementos (véase la de- 
finición 1 en el p. 18.1), y en el espacio vectorial n-dimensional se definen las opera- 
ciones de adición de vectores y multiplicación de vectores por un número real (véase 
la definición 31 de este punto). 

Si por e, se designa un vector n-dimensional, todas las coordenadas del cual son 
iguales a cero, excepto la coordenada k, que es igual a la unidad, K es un número na- 
tural fijo, (Ke (1, 2, .... m)), entonces para cualquier vector n-dimensional 
X = (js +» » Xp), es válida la igualdad 
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TEREE (18:31) 


cuyo miembro segundo se llama descomposición del vector x según los vectores €, , 

„€. Los coeficientes Xy» - . .,x, de esta descomposición son únicos, es decir, c$- 
tán univocamente definidos por el propio vector x, y, por lo tanto, en virtud de la 
igualdad (18.31) coinciden con sus coordenadas x,» - - » X, 

Los vectores ep, k = 1,2, . . .. nse llaman vectores coordenados o vectores bå- 
sicos, y su conjunto |e ), se Mama base estándar del espacio R^ (la defini- 
ción general de base será dada en el p. 57.2). 

El subconjunto £ del espacio véctorial R” se llama subespacio del espatio R”, si 
para vectores cualesquiera x € L, y € L y números cualesquiera A € R, u € R tiene 
lugar la inclusión 


A+ ay eL. 


Definición 32. Se llama producto escalar de los vectores x = (xy EA 
y = Ors- -Yah n > 3, el número designado por (x, y) y definido por lo fórmula 


(y) YA Ip (18.32) 


De la matemática elemental, es conocido que la fórmula (18.32) es válida tam- 
bién para la definición habitual del producto escalar de vectores, es decir, para 
n<3 

“Cualquier espacio n-dimensional, en el que se haya introducido el producto es- 
calar se llama euclideo. 

El número V(x, x) = VX} + -. + x] se llama longitud del vector x y se desig- 
na por Ixl: 


VA 18.3) 

Es evidente que para cualquier vector x e R” y para cualquier número A € R 
tiene lugar la igualdad 

TA (18.34) 


y de la desigualdad (18.3) (véase el p. 18.1) se deduce, que para cualesquiera x € R”, 
y € R" se cumple la desigualdad 

Le+ yl < lxi + iyl, (18.35) 
llamada desigualdad triangular. 

De (18.35) se deduce que 

Mel = 1yh < lx yi. (18.36) 

En efecto, Ix} = lx — y + y! < lx — yl + Iyl, por esto 
izl = Iyl < le yl. 
Ya que x e y son equitativos, tenemos también 
iyl -izi < ly zl = lx yl. 

De las dos últimas desigualdades se deduce (18.36). D 
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Six = 
Xn = Yn) y por 

lx- yl aV n + -+ O, Y), (18.37 
donde x e y son puntos del espacio puntual n-dimensional con las mismas coordena- 
das que los vectores x e y. De esta forma, en el espacio vectorial n-dimensional con 
producto escalar está definida la distancia |x — y| entre sus elementos y ésta coin- 
cide con la distancia p(x, y) definida en el p. 18.1. Por esto, todos los conceptos 
introducidos en los p. 18.1 — 18.3 para los espacios puntuales tienen sentido tam- 
bién para los espacios vectoriales con producto escalar. 

En calidad de ejemplo de la utilización de los símbolos vectoriales señalemos que 
la bola cerrada Q” (xy, 7) de radio r con centro en el punto xy en las designaciones 
vectoriales se define por la igualdad 

Q'ar) = lx: lx = xp! < rh, 
y la esfera (n — 1)-dimensional 5” ” (xp, 7), que la acota, se define por la igualdad 
SU gor) lxs la xl rd. 

El producto escalar tiene las siguientes propiedades, demostrables directamente. 
Conmutatividad. Para cualesquiera x € R”, y € R^: (x, y) = (y, x). 
Distributividad. Para cualesquiera x € R”, y € R": z € R": (x + 9,2) = (x, 
2) + O, 2). 

3°, Homogeneldad. Para cualquier x e R” y para cualquier número A € R: (Ax, 
D) = Mx, y). 

'. Regularidad, Para cualquier x e R“: (x, x) > 0, además, 
(x)=0ex=0 


La distributividad y la homogeneidad del producto escalar componen conjunta- 
mente la propiedad llamada linealidad del producto escalar. 
Siez,» -s €, SON EAN entonces por (18.32) 


tne e po poi ijenan. 


Xp) ey = Oi: 


Yn), entonces x — y = (Xy = Jys -+ 


Por esto para cualquier vector x = (X,, - « -, x,) en virtud de las propiedades del 
producto escalar obtenemos: 
e= (eH o+ Xt E) = lee) ++ alene) E 

= xylene) = x 0839 


es decir, la coordenada į del vector x es igual al producto escalar (x, e;). 
Utilizando la designación del producto escalar y de la longitud de un vector, la 
desigualdad de Cauchy — Shwarz (véase (18.2) en el p. 18.1) para los vectores 
X= (ps -+ +24) 09 = Oy» > -+ Yn) puede ser escrita en la forma 
Iy) < ixllyl (18.39) 
'Señalemos que la desigualdad (18.3) en términos de longitud de los vectores sig- 
nifica que la longitud de la suma de vectores no sobrepasa la suma de sus longitudes: 


226179 
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lx+ yi < Ixl + lyt. 

Se llama ángulo p entre los vectores xe R" e ye R", n > 3, el ángulo p, 

0< y < r, definido por la igualdad 

7) 

Tætiyi 


En vinud de la desigualdad de Cauchy — Shwarz (18.39) esta definición es 
correcta, o sea, según (18.39) para y, definido por la fórmula (18.40), tiene lugar la 
desigualdad cos lg! < 1. 

Aquí, otra vez, como en el caso de la definición de producto escalar, por la defi- 
nición inicial se toma la afirmación análoga a la afirmación demostrada en el espa 
cioR”,n < 3. Gracias a esto, las fórmulas (18.32) y (18.40) son válidas en todos los 
espacios R", n = 1,2)... 

Los vectores, cuyos productos escalares son iguales a cero, se llaman ortogona- 
les. 

El vector de longitud unitaria de forma breve se llama vector unitario. 

Sia y b son vectores unitarios, entonces para el coseno del ángulo entre ellos, de 
la fórmula (18.40) obtenemos 


cose = (a,b), lal = lbi = 1. (18.41) 


(18.40) 


Sia = (9... ..4,) es un vector unitario, entonces designando por «el ángulo 
entre los vectores a y e, según (18.38) y (18.41) tenemos: 


0,= (0,0) = cosa, esdecir, a 


(605 qa > +. COS Ap). 


Los cosenos cos a, i = 1, ., m, se llaman cosenos directores del vector a. 
Ya que ia! = 1, entonces por (18.33) 
cosh ay + n a + cosa, ml (18,42) 
Si a no es un vector unitario y a + 0, entonces, evidentemente, el vector a/l al 
ya es unitario, y sus cosenos directores se llaman también cosenos directores del vec- 
tora, 


La ecuación de la recta en el espacio R” (vease la definición 24 en elp. 18.2) en la 
notación vectorial tiene la forma 


x=104+(0-.<i<+o, 


2 bp.) 
x0=(x),....xM,a=(8,...,4,) (18,43) 


(al sumar las coordenadas de los vectores también se suman los propios vectores, y 
al multiplicar sus coordenadas por un número se multiplican ellos mismos por el 
mismo número), La recta (18.43) se llama recta que pasa por el punto x® = 
= (x[0, ......x09) del espacio puntual en el sentido del vector a. 

Sia es un vector unitario: tal = 1 y, por lo tanto, a = (cos ay,» - «605 ap) 
(cos a, son cosenos directores del vector a; i = 1, 2, n), entonces la recta 
(18.43) expresada según las coordenadas tiene la forma 
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=x + 100505 1=1,2.. -<t +0. (18.44) 


Sean dados dos puntos x” = (X'y, - - x4) yx" = (xj, - -, 27) del espacio 
puntual; designemos por x° y x” los vectores con estas mismas coordenadas. En- 
tonces, la ecuación de la recta, que pasa por los puntos x” y x” (véase el p. 18.2) en 
la forma vectorial será 


zer +- -o<i<+o (18.49) 
Por analogia con el $ 15 se puede analizar la función vectorial n-dimensional 
0) = (0, «Xp (0) (E ECR 
(R, como siempre, es el conjunto de todos los números reales). Completamente 
análogo a como fue hecho en el $ 15, para cualquier n natural se definen los concep- 
tos de límite, continuidad y derivada de una función vectorial, (1) € R”. Al igual 


que en el caso den < 3 durante la diferenciación de una función vectorial, se dife» 
rencian sus coordenadas: +"(£) = (xi (f), - > + X:(0), y la afirmación lim r(1) = 


= Oes equivalente a lim Ir(1)1 = 0. 
12% 


$ 19. LÍMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES 


|. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 
En este párrafo se analizan las funciones definidas sobre los conjuntos del espa- 
cio aritmético n-dimensional euclideo R” y cuyos valores son números reales. De es- 
ta forma, todas las funciones serán funciones de puntos del espacio. Esto significa 
que si se tiene cualquier función /(X;.. - ., Xn) y en el espacio R” está dado un siste- 
ma de coordenadas Xy. . . +» X,» Entonces en otro sistema de coordenadas Ey, . 
+ +, E, relacionado con el insta! por la transformación 
al E dd Ma 
por la misma función se entiende no la función $(y  « . «, En), sino la función 
Srl ro + 1 Ende > + 0. Xp Eno > ++ End 
Las funciones analizadas serán designadas o bien por una letra, por ejemplo, o 
bien más detalladamente, señalando el argumento, por f(x) o por fix, Xp) 
Para n > 1 éstas se llaman funciones de varias variables. En el caso cuando n = 2 
en lugar de. f(x, , xz) escribiremos también f(x, y), en el caso cuando n = 3 en lugar 
de J(X,, Xz, x) escribiremos también f( 


ponde su gráfica en 


Definición 1. Sea la función y = f(x), x = (xj, - xo 
conjunto X del espacio euclideo R”, y sea R£'" un espacio euclideo 
(n + 1)-dimensional de puntos (x, y) = (Xj, « - »» Xp» 9). El conjunto de puntos 


del espacio R7; ' del tipo (x, SN = (xy, 
gráfica de la función f. 

La gráfica de la función de varias variables, al igual que la gráfica de la función 
de una variable, es cómodo utilizarla para la interpretación geométrica de los con- 
ceptos introducidos y de las afirmaciones que se demuestran, Naturalmente, la 
representación de la gráfica en un dibujo, cuando el número de variables indepen- 
dientes es mayor que uno, es más dificil que en el caso unidimensional. En la fig. 95 
se representa la forma de la gráfica de una función de dos variables y = f(x}, x3). 

El enunciado dado aquí de la definición de gráfica de una función de n variables 
es un caso particular de la definición general de gráfica de una función enunciada en 
ep. 1.2% 

Sen otra vez la función f definida sobre el conjunto X C R". El conjunto de los 
puntos x = (Xj, « - ++ Xp) del espacio R", que satisfacen la ecuación 

Sr 
donde c es una constante, se llama conjunto de nivel de la función f, correspondien- 
te al valor dado de c. 

En el caso cuando n = 2 el conjunto de nivel se lama también nea de nivel; en 

el caso cuando n = 3, superficie de nivel, y cuando n > 3, hipersuperficie de nivel. 


tn + SM, donde x € X, se llama 


TARTA 


19.2. LÍMITE DE UNA FUNCIÓN Y SU CONTINUIDAD 
Enunciemos la definición de limite de una función de varias variables. 
Definición 2. Sea f: X — R, E C X C R”, x° e R”, x°) es un punto de adhe- 
rencia del conjunto E. 
El número a se llama límite de la función f por el conjunto E en el punto x° o lo 
que es lo mismo, cuando x — x? si para cualquier sucesión de puntos 
XMEE, la 2x0, 


la sucesión numérica $(e”")) converge al número a: 
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lim f 


En este caso, se escribe 


im f) = o. a9) 
Te 
Por analogía con el caso unidimensional (véase el p. 5.4 y el p. 5.7) se puede dar 
otra definición de limite de una función en un punto dado, equivalente a lu enun- 
ciada, en la cual no se utiliza el concepto de límite de una sucesión, 
Definición 3. Sea f: X — R, E C X CR",x0 e R”, x° es un punto de adhe- 
rencia del conjunto È. -> 
El número a se llama límite de la función por el conjunto E en el punto x'% (o 
cuando x — x™) si para cualquier e > Oexiste 5 > 0 tal que para cualquier punto 
x € U(XO, 8) se cumple la desigualdad 
1/0) al < e 


De forma completamente análoga al caso de una función de una variable (véase 
el p. 5.7) se demuestra la equivalencia de las definiciones 2 y 3. 

En el caso de E = X, es decir, cuando el límite se toma por todo el conjunto de 
definición de la función, el límite (19.1) se llama simplemente límite de la función f 
en el punto xp y se denota por 

OS (19.2) 


“Al igual que para las funciones de una variable, en el caso de definición de la 
función de varias variables con una fórmula, por Him, SU) ve entiendo el limite de 


esta función en el punto x® por todo el conjunto de los valores x = (Xy, ... + 
- + :+x) e R", para los cuales la fórmula indicada tiene sentido y para los cuales en 
el proceso de realización de todos los cálculos necesarios según esta fórmula para 
Obtener los valores de la función f se obtienen sólo números reales. 


Junto con la notación (19.2), para el límite de la función f en el punto x se uti- 
liza la notación 
O (19.3) 


En esencia, el concepto de límite de una función por un conjunto, no es más ge- 
neral que simplemente el concepto de límite de una función, ya que en las defini- 
ciones 2 y 3 se habla del concepto de límite de una función aplicado a la restricción 
de la función sobre el conjunto £. 

La existencia del límite de una función f de varias variables f: X — R, X C R" 
en el punto xO) e R", y si éste existe, entonces su valor se determina completamente 
por los valores de la función sobre la intersección U(x) N X de un entorno ar- 
bitrario U(x) del punto x® con el conjunto de definición X de la función f, es de- 
cir, no dependen de la elección del entorno indicado. El enunciado exacto de esta 
afirmación consiste en lo siguiente. 

Sila función f: X — R, X C R", tiene límite le, f(x), entonces, para cual- 


quier entorno U(x'%) del punto x(% tiene el mismo límite por el conjunto 
URNA X: 
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hm f(00= lim, so (19.4) 


rin x 


Sila función f: X — R, X C R” tiene límite m Six) al menos para un 
dx 

entorno U(x) del punto x(%, entonces tiene limite en este punto por el conjunto X 
(además, en virtud de la primera afirmación se cumple la igualdad (19.4). Todo es- 
to es totalmente fácil de comprobar y por esto, puede ser realizado por el lector. 

La propiedad de una función que no depende de la elección de un entorno su 
cientemente pequeño que contenga el punto dado, se ilama propiedad local de la 
Junción en este punto, Evidentemente la existencia del limite de la función f: X — R 
en el punto x(% que es un punto de adherencia del conjunto X, y su valor (si, natu- 
ralmente, éste existe) son propiedades locales de la función en el punto señalado. 

Ejercicios. 1. Demuéstrese la equivalencia de las definiciones 2 y 3 de límite de una fun- 
ción de varias variables en un punto dado 


2. Por analogia con el caso de una (unción de una variable enúncicse y demuéstrese el cri- 
terio de Cauchy de la existencia del límite de una función de varias variables. 


A menudo es necesario analizar los límites de las funciones f: X — R, X C R" 
en los puntos x® C X por el conjunto XX {x'®]. En este caso es cómodo servirse 
del concepto del asi llamado entorno reducido en el espacio n-dimensional, Defina- 
mos este concepto por analogía con el caso unidimensional. 

Definición 4. Se llama entorno reducido Ü (x) del punto x® e R” cualquier 
conjunto que se obtiene eliminando el punto x® de cierto entorno U(x®) de este 
punto: 

a TURNO, 


Es fácil ver que el análisis del limite de una función f en un punto x'% por el con- 
junto XN fx} es equivalente a) análisis de su limite en este punto por el conjunto 
Ox) N X, donde (x) es un entorno reducido arbitrario del punto x% 
(equivalente en el sendio de la existencia y magnitud del límite). 

Si en la definición 2 6 3 en calidad de conjunto £ C X se toma la intersección 
del conjunto X con cierta recta / o cualquier curva y, que pasa por el punto x, en- 
tonces límite lim, f(x), respectivamente li, f(x), se lama límite dela fon- 

FARA iPx 
ción f en el punto x por la recta /, respectivamente, por la curva y. 
Como en el caso unidimensional, si para la función f: X — R, X C R”, existe 
lima, /(4), es deci, el límite indicado existe por todo el conjunto de definición X 


¿e la función /, entonces existe el límite lim, f(x) de esta función por cualquier 


T 
subconjunto £ del conjunto X, para el cual x® es un punto de adherencia: x e E, 
E C X, y son iguales: 


iasa) = my0. 
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Por ejemplo, si existe un entorno reducido Ú (x) tal que Ò (x € X y existe 
lím f(x), entonces existe el limite lím_ f(x) por cualquier recta / que pase por el 


AENA 
punto x®, además 
im, s) = 1m 100: 


Ejemplo. Sea f(x, y) = za p- « Esta fórmula define una función en todos 


los puntos del plano, excepto el origen de coordenadas (0, 0). Investiguemos los 

límites de esta función por distintos sentidos en el punto (0, 0). La ecuación de la 

paa pe por OA DECO Y, 1) en alaendo del ves os Eds 

tienela formax = at, y = Bt, a? + 8? > 0. Tenemos: flat, 81) = A = 
x 

— O cuando £ — 0, es decir, el limite en cualquier dirección existe y es igual a cero. 

Siy = x?, entonces f(x, x?) = $ , y por lo tanto, el limite a lo largo de la parábola 


y = x? también existe, pero es igual a 1/2. 

De esta forma, para la función analizada existe el mismo limite por cualquier di- 
rección, y el limite por la parábola señalada, aunque existe, es diferente del valor ge- 
neral de los límites por las direcciones, así que sencillamente el límite en el punto (0, 
0) no existe. 


Ejercicio 3. Investíguese el limite por las direcciones en el punto (0, 0) de la función /(x, 


De forma análoga al caso de las funciones de una variable, para los limites de las 
funciones de varias variables por un conjunto tienen lugar los correspondientes teo- 
remas sobre el límite de la suma, el producto y el cociente, ya que por la definición 
dada anteriormente, el límite de una función de n variables por un conjunto, tam- 
bién se reduce al concepto de límite de una sucesión (véase el p. 4.7). 

Junto con los límites señalados, para las funciones de varias variables se pueden 
también analizar límites de otros tipos, relacionados con el paso sucesivo al límite, 
por ejemplo, según las distintas coordenadas, es decir, los límites del tipo 


ta) 19.5) 


donde (i, is «+ .. Ía) es cierta permutación de los números 1, 
x= GRO, oO), y in función est definida, por ejemplo, en cierto entorno 
reducido o en un entorno común del punto x. Aquí se habla de un paso sucesivo 
al limite, cada vez en una función de una variable. Así lim, f(x. . »-, Xy) signifi- 


ca que para la función f: X — R están fijados todos los valores de las coordenadas 

Xj} # i, de su argumento x = (X,, . ...x,) € X y por lo mismo el limite indicado 
significa el limite de la función f por el conjunto {x = (x), : x, están fijos, 
jÉÑOX. 
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Los limites del tipo (19.5) se llaman límites reiterados. Estos representan lo 
especifico de las funciones de varias variables. 
Analicemos la función definida sobre todo el plano 


1 1 
AS + y sen, si xr 0cy 20, 
E 


y 
san È o si x=06y=0. 
Investiguemos sus distintos limites en el punto (0, 0). 


Es evidente que lim, , /(x, y) = 0. En lo que respecta a los limites reitera- 


1 
(57 + 1001) y lim (00,001 + yini), 
a x, -$ y x, 


éstos no existen, ya que no existen Jos limites 
lim ysenl (y +0) y lim x sent (x + 0) 
mym mmens 


lim xsenl=0, y 240 y lim y sen ž = 0, +0 
o pS 


Para la función f(x, y) = y 2 y , definida por esta fórmula sobre todo el 
m7 


plano, excepto el origen de coordenadas, ambos límites reiterados existen en el pun- 
to (0, 0), y lim, lim, f(x, y) = lim, lim f(x, y) = 0. Sin embargo, el límite de la 


función f en el punto (0, 0) no existe, ya que, como es fácil ver, el limite a lo largo de 
los ejes coordenados es igual a cero y a lo largo de la recta y = x es igual a 1/2. 

De esta forma, sólo de la existencia del límite de una función en un punto dado, 
no se deduce la existencia de los límites reiterados en este punto y viceversa, de la 
existencia de los límites reiterados no se deduce la existencia del límite en el punto 
correspondiente. Sin embargo, puede ser establecida una cierta relación entre estos 
conceptos. 

Teorema 1. Seo la función f(x, y) definida sobre el conjunto E, que contiene to- 
dos los puntos de cierto entorno rectangular P((xy, yo); 6; , 8) del punto (xy, yy) ex- 
cepto, puede ser, los puntos de las rectas x = = Yg- Si existe el límite de la 
Función f en el punto (xp, Yọ) por el conjunto E y para cualquier y € (yy — bz. 
Yo + 54), y + Yo, existe el límite *) 


im 10 y) = 80) 09.6) 
entonces el limite reiterado Iim, Iim fix, y) existe y 
Tm 
lim lim f(x,)=_ lim ny). 19. 
A E asn 


9 Como siempre, por limites, si no se dice otra cosa, se entenderán límites finitos. 
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Existe un entorno rectangular P = P((xp, Yo); 1192), 0 < m, < 81,0 < m3 < bz» 
talque0 < lx — xpl < 1,0 < 1y — Yol < yz, entonces 


Uy) Al < 3 z aa 


En virtud de la existencia del limite (19.6), para cualquier número y, tal que 
0< ly = Jal < m, de (19.8) se deduce que 


150) Al <$ <e 


(para esto es suficiente pasar al límite cuando x — x(% en la igualdad (19.8)), y esto 
significa que Iim g0) = 4. O 


Ejemplo Analicemos la función f(x, y) = x sen $, y + 0. Esta función está 


definida en todo el plano, excepto los puntos del eje de las x. Designemos su domi- 
nio por X. Evidentemente existen los límites 

unapo ED =0 y lm/(xy)=0, y +0; 
por esto, según el teorema demostrado, existe también el límite reiterado 


lim, lim fOr, y) = 0. Esto, naturalmente, se ve claramente, Observemos, que en 


ste caso no existe otro límite reiterado lim, lim, f(x, y). 


Al igual que en el caso de las funciones de una variable, para las funciones 
SX=R, XCR”, 
de varias variables se puede definir el limite lim (x), es decir, el limite cuando el 


punto x = (xy, + « -, Xp) se aleja ilimitadamente del origen de coordenadas, dicho 
de otra forma, cuando Vx? +... . + x2 — +œ y también cl límite reiterado por 
las variables x, — œ y xy — æ (i,j = 1,2, . . .. n). Señalemos que también en este 
caso tiene lugar una afirmación análoga al teorema 1. 

Todas estas definiciones tienen sentido, naturalmente, sólo en el caso cuando el 
conjunto X no está acotado. El infinito œ también en el caso del espacio R” se Ila- 
ma, para simplificar, punto, más exacto, punto infinitamente alejado. 

Señalemos que se llama ¿-entorno U(œ, e) del infinito œ en el espacio R” el ex- 
terior de la esfera n-dimensional cerrada con centro en el origen de coordenadas y 
radio igual a e, es decir, 


Ut, e) E íx: Ixl > e} 
y se llama simplemente entorno U(co) en R” el complemento en R” de cualquier 
compacto perteneciente a este espacio. 
Se puede, naturalmente, analizar también el espacio obtenido del espacio R” 
completándolo con su punto infinitamente alejado œ, es decir, el espacio 
R” U (so), como se hizo para n = 1. En este espacio, naturalmente, por entorno 
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del punto infinitamente alejado o» se entiende su entorno en el espacio R”, comple- 
tado con el propio punto œ. 

Por analogía con el caso unidimensional, para las funciones de varias variables 
se introducen los conceptos de diferentes límites infinitos (con signo y sin signo). No 
haremos todo esto, proponiéndole al lector hacerlo a medida de sus necesidades. 

OBSERVACIÓN. Si el conjunto X C R?, sobre el cual está definida la función f: 
X — R, está compuesto solamente por los puntos x, cuyas coordenadas son núme- 
ros naturales: x = (m, n), m € N, n € N, entonces la función f se llama sucesión 
doble y su valor y = fmt, n) se designa pOr Ymy y la propia sucesión se designa por 
Yma). 

Para las sucesiones dobles [y] se puede analizar el limite lim 


limites reiterados 


ima Y los. 


im im Ym „lim, 


im mn: 


Nos encontraremos de nuevo con las sucesiones dobles en el p. 38.1. 
Ejemplo, Sea Ym, = cos” 2xm!x, m € N, n 6 N, x € R; entonces 


lm i 


r . si x es un número racional, 
cos" 2entx = a 
- (O, si x esun número irracional. 


Efectivamente, six = p/4,p € Z,g €Z, q > 0, entonces cuando n € N, n > q, 
tiene lugar la igualdad cos 2xm!x = 1, y por lo tanto, „ 005" 2 lx = 1, 


lim_ cos" 2x; 


1, Si el número x es irracional, en- 
tonces para cualquier n natural se cumple la desigualdad Icos 2xmtx! < 1, de la 


n>qyporesto li 


cual se deriva que lim lim cos" 2zntx = 0. O 
Como resultado hemos obtenido la forma analitica de la función de Dirichlet 


Jix)= lim lim_ cos 2rnix, xeR. 


19.3. FUNCIONES CONTINUAS 


Como en el caso de las funciones de una variable (véase el p. 5.5), si el punto x% 
pertenece al dominio X de la función f, entonces para la existencia del límite finito 
lim, S0) es necesario y suficiente que 


o 
mO. 119.9) 
Definición 5. Si para la función f: X — R, X C R", en el punto x° € X se 
cumple la condición (19.9), entonces la función f se llama continua en este punto. 
De forma natural, se introduce la generalización formal del concepto de conti- 
nuidad de una función f: X — R, X C R”, en el punto x y precisamente el con- 
cepto de su continuidad en este punto por el subconjunto £ C X, si xO e E, 
Definición 6. Si f: X — R, E C X C R" y para la función f en el puntox'Y e E 
se cumple la condición 


19.4. Propiedades de los limites de las funciones w 


lim =f), ii 
a 1a), (19.10) 
entonces la función f se llama continua en el punto x™® por el conjunto E. 

Como en el caso unidimensional (véase el lema 3 en el p. 5.5) si ct punto x0 e X 
es un punto aislado del conjunto X, entonces la función f: X — R siempre es conti- 
nuaen él, 

Si en la igualdad (19.10) se traslada f(x‘) al primer miembro y se pone Ay = 
= (F(x) — f(x), entonces la condición (19.10) se escribe en la forma 

lm  ay=0, 
Pl 0, 

El número Ay se llama incremento de la función en el punto x®, que correspon- 
de a la variación del argumento del punto x? = x(9) hasta el punto 
xX = (Xis o s Xp). Ya que p(x,x0) = F a donde Ax; = x; — 
— x40, i = 1, 2, ... , n, entonces la continuidad de fen el punto x por el conjun- 
to E significa que su incremento Ay en este punto tiende a cero, cuando el incremen- 
to Ax de todos sus argumentos simultáneamente tienden a cero, (es decir, cuando 
p(x, x — 0) 

Naturalmente, se puede enunciar el concepto de continuidad de una función 
también en el lenguaje de las sucesiones. 

La función f (x), definida sobre el conjunto X, es continua por este conjunto en 
el punto x® e X si y sólo si para cualquier sucesión de los puntos xW% € X, k = 


A SOLO) = f), (19.11) 


Esto se deduce directamente de la equivalencia de las definiciones 2 y 3 del limite 
de una función f: X — R, X C R”, en el punto x% e X. 


19.4. PROPIEDADES DE LOS LÍMITES DE LAS FUNCIONES 
DE VARIAS VARIABLES. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES 
CONTINUAS 


Para los limites de las funciones de varias variables son válidas las propiedades 
análogas a las propiedades de las funciones de una variable enunciadas y demostra- 
das en el p. 5.10. Por cuanto en el caso de las funciones de varias variables, los 
enunciados de las afirmaciones y sus demostraciones permanecen, en esencia, sien- 
do las mismas, sólo que por el conjunto de definición (dominio) X de la función 
analizada es necesario entender un subconjunto del espacio n-dimensional R”; por 
un punto x, un punto de este espacio; por entorno, un entorno en este espacio, etc., 
entonces incluso no enunciaremos estas propiedades, esto nos llevaria casi a una 
transcripción al pie de la letra; es necesario, ciertamente, señalar que en el caso de 
n > 1, el argumento de una función de n variables puede tender sólo al infinito œ, 
es decir, al infinito sin signo, su tendencia a +% ô — œ ya no tiene sentido, ya que el 
conjunto de los puntos del espacio R” para n > 1 ya no es ordenado. Todas las 
propiedades indicadas de los límites de las funciones de varias variables se utilizarán 
en el futuro sin comentarios complementarios. 
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Para las funciones f(X;, ... , x,), n > 1, conjuntamente con su continuidad en 
el sentido anteriormente definido, a la cual llaman continuidad por el conjunto de 
variables x, ... , X,, se puede analizar la continuidad por las variables x, sueltas. 

La función f(x, ... ,X,). definida, por ejemplo, en cierto entorno del punto 
xO = (O, d7) se dice continua en el punto x'® por la variable xsi la función 


IS A E E o) 


de una variable x; es continua en el punto xf?. Es evidente que la función y es una 
restricción de la función f sobre la intersección de la recta x, = xf, j.= 1,2, ... 
» « 4 = 1, i + 1, ..., m, con el conjunto de definición de la función /, o sea, la 
continuidad de la función por una variable significa la continuidad de su restricción 
por el conjunto correspondiente. 

Señalemos que de la continuidad de una función por todas sus variables sueltas 
no se deduce su continuidad por su colección. Por ejemplo, la función 


a+ y, io >, 
san = È š PAEA 


5 continua por cada una de las variables x e y por separado en cada uno de los pun- 
tos del plano, pero no es contínua por su conjunto en el punto (0, 0), ya que en este 
punto incluso no tiene limite (comprutbese). 


19.5. LÍMITE Y CONTINUIDAD DE LA COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 

Analicemos más detalladamente la composición de funciones de varias va- 
riables, ya que en este caso se manifiesta cierta particularidad del análisis multidi- 
mensional, que no tiene análogo para las funciones de una variable, aquí se puede 
tomar la composición de funciones de diferentes números de variables. 

Sea dado, sobre un conjunto X C R”, un sistema de m funciones /,: X — R, ... 
1 Jm: X — R, y sea dado, sobre un conjunto Y C R™, la función g(») = 
Ind: y EY. 


h 0912) 


IP- m ho. k=1,2, 


donde xÙ es o bien un punto de R” y entonces es un punto adherente del conjunto 
X, o bien x0 = co y entonces X es un conjunto no acotado. Para hacer más sen- 
«illo el enunciado del teorema nos limitaremos al caso, cuando todos los límites 
(19.12) son finitos. 

Teorema 2. Supongamos tiene sentido la función compuesta gU, ~- , fn). Si 
existen los límites finitos (19.12), 
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JOE GO, ... y 0) (19.13) 
y existe el límite finito o infinito ln, 10) entonces existe también el límite 
de 
Mm, 801 (2): ++ + Jm/0) de la función compuesta 8U, ~- » fn), además 
E, ECO, «+ SaD = Min, 80) (19.14) 


Corolario. Si tiene sentido la función compuesta 8U, -.. , fm), las funciones 
Las = » Sm son continuas por el conjunto X en el punto x'% e X C R", y la función 
E es continua por el conjunto Y en el punto y® = (Sx, .... fp xO) € Y E 
C R™, entonces la función compuesta 8U, ... f), es continua por el conjunto X 
en el punto x®, 

De esta forma, dicho brevemente, se puede decir, que una función continua de 
funciones continuas es una función continua, 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Sean xy = lim 80) y Ulzp) un entomo, dado 


7 
arbitrariamente, del punto zp, Entonces, según la definición de limite dela función 
g en el punto yÙ, existe un entorno UC) del punto y(%, tal que si 


yeu ™NA Y, (19.15) 
entonces 
RO) € Ulz). (19.16) 
Señalemos ahora que existe n > 0, para el cual el entorno cúbico 
PO, = 9 = o A ko 12 MS 


está contenido en el entorno U(y 9): 
POO, y) € UY) 
y por lo tanto, 


PY, y) A YE UY) Y. (19.17) 
De acuerdo con esta inclusión, de (19.15) — (19.16) se deduce que si 
EPODA Y (19.18) 
entonces 
E0)EURO). (19.19) 


Más adelante, por la existencia de los limites finitos (19.12), para cada k = 
= 1,2, ... , m existe un entorno U,(x') del punto x° tal que para 


xeU O) Nx (19.20) 
se cumple la inclusión 
KaU, 1). (19.21) 
Hagamos a 
UR) = N UNO). (19.22) 
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Por cuanto U¿(x(%) es un conjunto abierto, entonces el conjunto U(x% como 
intersección de un número finito de conjuntos abiertos, también es abierto (véase el 
lema 4 en el p. 18.2). Además, cada entorno U(x) contiene el punto x®, por lo 
que su intersección también lo contiene. Por consiguiente, el conjunto U(x), sien- 
do abierto y conteniendo el punto x%, es su entorno. 

Si x € Ux) N X, entonces, según (19.22) simultáneamente para todos los 
k = 1,2,.... . m se cumplen las inclusiones (19.20) y por lo tanto, la inclusión 
(19.21), lo que por (19.13) significa que 


OD + Sa DEPOO, y). (19.23) 


Pero por cuanto la función compuesta g(/;, ..- , /) está definida sobre el conjunto 
X, entonces para todos los x € X es válida la inclusión 


GA) ++ Sex) € Y. 
Así pues, finalmente, si 
xeu) Nx, (19,24) 


entonces 
Utd, SaD EPO, m) Y (19.25) 
y por consiguiente, por (19.18) — (19.19), 
ENO), =- SnD € Ulo) 


esto significa que la función compuesta g(/,, --- , f) tiene limite en el punto x(0 
ual a zo: 


lim E =2% <= lí . O 

¿Mn LU, + sa) = zp = lim, 800) 
El corolario se deriva directamente del teorema en virtud dela definición (19.9) 
de.continuidad de una función. En efecto, por cuanto lim, f(x) = 4,09) = 


yO, k 1,2)... my 1m 80) = £09/), entonces, según el teorema 
y 

AGUA + Lal) = li, 20) = 

== UA, OY, 
es decir, la función compuesta g/,.../) efectivamente es continua en el punto 
x0, 
OBSERVACIÓN. Como en el caso unidimensional, si en el conjunto de definición 
de la función g se encuentra un entomo U(y®) del punto y Y = (f, ... , y9), 
donde y{®, k = 1, 2, ... , m, se definen por las igualdades (19.12), entonces existe 
un entorno U(x) del punto x® tal que para las restricciones de las funciones f}, ... 
» r/m sobre la intersección X N U(x — denotémoslas, respectivamente, 
fio» +- s Jm y — está definida la composición gU; o» -+ + Sm o). 
Esto se deduce de la existencia de los limites (9.12). Para convencerse de esto es 
suficiente en la demostración del teorema, en calidad de entorno U(y%), tomar un 
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entorno, que se contenga en el conjunto de definición de la función g, entonces el 
entomo U(*(9) alli construido (véase (19.22)) será el buscado. 

Con ayuda del teorema 2 se puede establecer fácilmente la continuidad de la ma- 
yor parte de las funciones, que se encuentran en la práctica, precisamente de las así 
¡llamadas funciones elementales de varias variables. 

Definición 8. Las funciones, que se obtienen de las variables x,, ... , X, Con ayu- 
da de un número finito de composiciones de Junciones elementales de una sola va- 
riable, de operaciones de adición, multiplicación y división, se llaman funciones ele- 
mentales de las variables x, +. » Xy: 


y 


Por ejemplo, la función f(x, y) = xe 7*7 es una función elemental de 
dos variables x e y. Efectivamente, 


y) = xw, w=e, v=y, 23=se01, 1=a/8, 
ax, B=x+ y 


Del teorema 2 y de la conservación de la continuidad en los puntos correspon- 
dientes durante las operaciones aritméticas sobre las funciones continuas (véase el 
p. 19.3) se deduce que cualquier función elemental de cualquier número de va- 
riables es continua en cada punto de su dominio. 


19.6. TEOREMAS ACERCA DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 
SOBRE LOS CONJUNTOS 


La función f se llama continua sobre el conjunto X, si ella es continua por este 
conjunto en cada uno de sus puntos. A veces en este caso se dice también que la fun- 
ción f es continua en el conjunto X. 

Demostremos una serie de teoremas acerca de las funciones continuas sobre los 
conjuntos. Estos teoremas se demuestran de una forma análoga a los teoremas 
correspondientes para funciones de una sola variable. Los analizaremos partiendo 
de supuestos suficientemente generales, esto permitirá aclarar más profundamente, 
con qué están relacionadas las propiedades de las funciones continuas analizadas. 
Comencemos con una generalización del teorema de Weierstrass (véase el p. 6.1) 
para el caso de varias dimensiones. La definición de una serie de conceptos, que se 
analizarán a continuación, como por ejemplo, acotación de una función, cotas su- 
perior e inferior de una función, véase en el p. 5.1. 

Teorema 3. Toda función, continua sobre un compacto, está acotada en él y al- 
canza su cota superior e inferior *. 

DEMOSTRACIÓN. Sea la función / continua sobre el compacto A C R” y sea 
M = sup f. Escojamos por analogía con el caso unidimensional (véase la demostra- 


ción del teorema 1 en el p. 6.1) una sucesión de números a,,, tales que lim a„ = 
= Mya, < M,m = 1, Zoo. 


Dicho de otea forma, uns función continua sobre un compacto toma en êl su valor må- 
ximo y su valor mínimo. 
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Para cada m = 1,2, .. existe un punto x” € A, tal que ((x'%) > ap. Ya que 
el conjunto A es un compacto, entonces de la sucesión [x2) se puede extraer una 
subsucesión convergente (x(5%)), cuyo límite x(0 se encuentra en. Q) = 


=x0eA. 
Para cualquier k = 1, 2... es válida la desigualdad a,,, < f(x™) < M. Pa- 
sando al límite en ésta, cuando k — œ, obtenemos lim /(x™)) = M. En virtud 


de la continuidad de la función f en el punto x por el conjunto A tenemos 
Aim s&h) = fx, y, por lo tanto, M = f(x). 


De esta forma, la cota superior de la función / es finita, y por esto la función f 
está acotada superiormente; además, esta cota superior se alcanza en el punto 
x0 e A. Análogamente se demuestra que la función f está acotada inferiormente y 
que su cota inferior se alcanza en cierto punto del conjunto A. O 

Pasemos ahora a analizar la generalización del teorema de Cauchy sobre los va- 
lores intermedios (véase el p. 6.2) para el caso de las funciones de varias variables. 

“Teorema 4, Sea la función f definida y continua en la región G C R", entonces, 
al tomar dos valores cualesquiera en G, la función f toma en G también cualquier 
valor, que se encuentra entre ellos. 

DEMOSTRACIÓN. Sea la función f continua en la región G C R”, sean xÙ € G, 
xD EG, f(x) = a, f(x) = b y por ejemplo, a < b. Sea más adelante c cual- 
quier número tal que a < c < b. Según la definición de región (véase las defini- 
ciones 25 y 26 en elp. 18.2), existe una curva x(t) a < £ < 8, tal quex(a) = x0, 
x(8) = x® y x(1) e G para todos los £ 6 [a, 8). 

Si x(0) = (x;(0, ... , xp(0)), entonces, según la definición de curva, las fun- 
ciones x¡(1) son continuas Sobre el segmento [a, $]. De acuerdo con el teorema 2 
sobre la superposición de las funciones continuas de varias variables, la función 
SOI) = S(O), ... ,x,(£)) también es continua sobre el segmento (a, 8). Ya que 
Saxla) = a, JG(8) = by a < e < b, entonces por el teorema de Cauchy (véase 
elp. 6.2), existe un punto tọ e (a, 8) tal que f (x(1)) = c. Suponiendex(% = x(fp), 
tenemos xD q G y f(x) = c. O 

Corolario. La función f definida y continua en la región cerrada Ú, al tomar dos 
valores cualesquiera, toma también en G cualquier valor intermedio. 

DEMOSTRACIÓN, Sean G una región, la función / definida y continua sobre su 
clausura dx e G, xD EG, f(x) = a, $00) = b y sea para mayor exactitud 
a < e < b. Demostremos que existe un punto $ € G, tal que f(3) = €. 

Tomemos el número £ > O definido por la igualdad 

c = min{e — a, b — cj. 


En virtud de la continuidad de la función fen el punto xO existe un 3 = ó(£) > 0, 
tal que si x e U(xÚ; 3) N G, entonces 1f(x) — SGD! < e y, por lo tanto, 
1/6) — al < c = a y, en particular, f(x) < c. El punto x™ e O, es decir, el 
punto xD es un punto adherente del conjunto G, por esto en el entorno U(x™; ¿)a 
ciencia cierta existe un punto perteneciente a G; designémoslo por y(”. De esta for- 
ma, y0 € U(x; 8) N G, y por esto (y) < c. Por un método análogo se de- 
muestra la existencia del punto y® e G, tal que (+2) > c. De la existencia en la 
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región G de los puntos y!" e y(% con las propiedades señaladas, según el teorema 4, 
se deriva la existencia en G del punto $ tal que fG) = c, O 

Señalemos que ni en la demostración del propio teorema 4, ni en la demostra- 
ción de su corolario se ha utilizado el hecho de que el conjunto G es abierto. Se ha 
utilizado solamente el hecho de que cualesquiera dos puntos de este conjunto 
pueden ser unidos por una curva perteneciente a él, es decir, que el conjunto es 
linealmente conexo. 


Ejercicio 4. Supongamos que la función f es continua y toma valores de signos distintos 
en un conjunto abierto. Demuéstrese que el conjunto de puntos en los cuales f + Oesun con- 
junto abierto, pero no es una región, 

Problema 16. Constrúyase un ejemplo de región G, en cuya clausura G no existen dos 
puntos tales que no puedan ser unidos por una curva continua en 7. 


19.7. CONTINUIDAD UNIFORME DE LAS FUNCIONES. 
MÓDULO DE CONTINUIDAD. 

Junto con el concepto de continuidad de una función en un punto, en el análisis 
matemático juega un papel importante el así llamado concepto de continuidad uni- 
forme de una función sobre un conjunto. 

Definición 9. La función f (x), definida sobre el conjunto X C R”, se llama uni- 
Sormemente continua sobre X, si para todo £ > O existe un 5 = 6(£) > 0, tal que 
"para cualesquiera dos puntos x € X, x° € X, que satisfacen la condición 


9(x,x)<8, (19.26) 
se cumple la desigualdad 
UG) -SAN < e. (19.27) 


Señalemos que si la función / es uniformemente continua sobre el conjunto X, 
entonces ella es sencillamente continua sobre X, es decir, es continua en cada punto 
x0 e X. Para convencerse de esto, es suficiente, por ejemplo, en (19.26) y (19.27) 
poner x’ = x0, 

Sila función es continua en cada punto x € X, entonces para cualquier e > 0 
existe solamente un ô = S(e; x) tal que, para todos los x” € X, que satisfacen la 
condición p(x, x) < 6 se cumple la desigualdad | f(x) — Je) < £. En este ca- 
so, la elección de ô depende no solo de e, sino, en general, del punto x. 

Subrayemos que cuando la función f es uniformemente continua sobre el con- 
junto X, la elección del 5 correspondiente depende sólo del £ y no depende de la 
elección de los puntos analizados del conjunto X. 

Lo dicho se ve claramente cuando se escriben las definiciones señaladas con 
ayuda de los simbolos lógicos. La condición de continuidad de la función f sobre el 
conjunto X tiene la forma 


(ve > OXvx e XX38 > OM Vx" € XJ lP", x) < 5): 100) -SO < e, 
y la condición de su continuidad uniforme sobre X, la forma 
(ve > 0M35 > ONYX € X, vx” € X, plx’, x) < 3): 190) -JON < e. 


23—6179 
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Ejemplos. 1. La función f(x) = x es uniformemente continua sobre todo el eje 
numnérico,o sea, si es dado £ > 0, es suficiente tomar $ = z, en este caso si lx — 
= xl < 8, entonces en virtud de la igualdad f(x) = x, f(x") = x” obtenemos 
140) = JEY < e. 


2. La función f(x) = sen £ , x = 0, no serk uniformemente continua sobre su 


dominio, es decir, sobre el eje numérico, del cual se ha eliminado el punto x = 0. 
En efecto, si tomamos, por ejemplo, e = 1, entonces para cualquier ô > O tan 
pequeño como se quiera se encuentran los puntos x yx”, por ejemplo, los puntos de 


ME aair) v e y/@r+am) 


(n es un número natural suficientemente grande) tales que lx — xl < 5 y junto 
con esto |f) — fe) > 1. 

En calidad de criterio suficiente para la continuidad uniforme de las funciones 
de una variable sobre un intervalo señalemos el siguiente. 

Lema 2. Si la función f (x) está definida y tiene derivada acotada en un intervalo 
(a, b), entonces es uniformemente continua sobre este intervalo. 

En efecto, si (f"(x)! < c (c es una constante) sobre (a, b), entonces con ayuda 
de la fórmula de los incrementos finitos de Lagrange (véase el p. 11.2) obtenemos 
1700) -SO = ISO = x) < elx” ~ xh, 

a<x<b, a<x <b, a< <b. (19.28) 


Por esto, parae > Oes suficiente tomará = £/c; en estecasosi lx" ~ xl < ô, 
a< x < b,a < x < b, entonces según(19.28) es válida la desigualdad 1/(x) ~ 
= f(x)! < £lo que significa la continuidad uniforme de la función f sobre (a, b). O. 

Un resultado anålogo tiene lugar para cualquier intervalo, finito o infinito. Una 
generalización de este criterio para el caso de muchas dimensiones será dado en el 
p. 39.2. 

Una significación fundamental tiene el siguiente teorema. 

Teorema 5 (de Cantor). Una función, continua sobre un compacto, es unifor- 
memente continua. 

Corolario. Una función, continua sobre un segmento, es uniformemente conti- 
nua. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Utilicemos el método de reducción al absurdo. 
Supongamos que existe la función / definida y continua sobre cierto compacto 
X C R”, pero que no es uniformemente continua sobre éste, Entonces, existe un 
čo > O tal que para cualquier 3 > O se encuentran los puntos xy € X y x;” € X (el 
indice “8” de los puntos significa que éstos dependen de la elección de 5), para los 
cuales p(x, x5) < 3 y junto con esto 1£(x3) — F(X5)1 > to. Tomemos una suce- 
sión cualquiera de números, 3,, tal que lim 5, = 0, por ejemplo, 3, = 1/m, 


m= 1,2 Sea 0 mx x 700 = xi y, por lo tanto, 


x 


prim ximel, Ifet — Ju) > eg. 19.29 
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El conjunto X es un compacto, por esto de la sucesión (x"4")) se puede extraer 
una subsucesión convergente fx à), el límite £ de la cual pertenece al compacto 
X, ¿im x 07) = E e X. El punto E es un punto adherente del conjunto cerrado X, 


y por esto Ẹ € X. 
Analicemos ahora la subsucesión {x “4%*) de la sucesión (x”(7)], correspondien- 
te a la subsucesión {x WW), Demostremos que lim _x"%70 = £. En efecto 


PO E) < A, xE) + ago, E) < -E + plx, E), 
le 
y ya que p(x, Ð - O y -È 0 cuando k — œ, entonces también 
p(x), E) — O cuando k — œ, y sto significa que x”"0%) — E cuando k — œ, 


En virtud de la continuidad de la función fen el punto E € X tenemos f (x 94) — 
SE) y f(x" — f(E) cuando k — œ, y, por lo tanto 


SM — faxm — 0 cuando k- o, (19.30) 

Pero, por el método de construcción de las sucesiones [x0] y (x "01 (véase 
(19.29) 

IIED) — SNI > to (9.31) 


para todos los k = 1,2, -= » 

Es evidente, que las condiciones (19.30) y (19.31) se contradicen mutuamente, 
Esto demuestra el teorema $. O 

La validez del corolario se deriva del hecho de que el segmento es un compacto. 

Señalemos que si se rechaza la exigencia de que el conjunto, sobre el cual la fun- 
ción analizada es continua, sea un compacto, ésta puede no ser uniformemente con- 
tinua, Por ejemplo, la función f(x) = 1/x está definida y es continua sobre el inter- 
valo (0, 1), el cual aunque es un conjunto acotado, no es cerrado; esta función no 
será uniformemente continua sobre el intervalo (0, 1). La función y = x?está defi- 
nida y es continua sobre todo el eje real, que aunque es un conjunto cerrado, no es 
acotado. Esta función tampoco es uniformemente continua sobre el eje real. La de- 
mostración de que las funciones y = 1/xe y = x? no son uniformemente continuas 
sobre los conjuntos señalados será dada más adelante en este mismo punto. 

Con frecuencia resulta más cómodo otro enfoque del concepto de continuidad 
uniforme, precisamente con ayuda del así llamado módulo de continuidad de 
funciones. 

Definición 10. Sea la función f definida sobre el conjunto X C R”. Se llama su 
módulo de continuidad w(5; f; X) la función 


E VUI-IEM X EX, xex. (49.32) 
nes 
A veces para mayor brevedad, en lugar de w(5; f: x) se escribe sencillamente w(5; f) 
o incluso (5). 


No es difícil convencerse de que 
EE IS ES 
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FIG. 9% 


es decir, en el segundo miembro de la igualdad (19.32) bajo el signo de la cota supe- 
rior se puede escribir o no el signo de valor absoluto, con lo cual la magnitud de la 
cota superior señalada no varía. 
Es evidente también que w(5) > 0. 
Más adelante, si O < $, < £,, entonces 
Diy SESE px) < 8, 0 
C yiye S) SAN Px) S bala 


de donde a w 
A T 


(ya que cuando se amplia el conjunto númerico, su cota superior puede solamente 
crecer), es decir, w(8,) < (8), dicho de otra forma, el módulo de continuidad es 
una función creciente. 


Problema 17. Sea G una región en R”. Demvéxtrse quesi im, “OAO 
ces f es una función constant. EE E 


Ejemplos. 1. Hallemos w(5) para la función y = x?, =œ < x < +0. 
Para cualquier > O y un xy arbitrario dado, tenemos: 
E E o a a (19.33) 


= 0, enton- 


Esta desigualdad se cumple para todos los x, y ya que para cualquier ô dado tenemos. 

lim (2x8 — 8%) = +0», entonces de'(19.33)'obtenemos 

ul; x?) = +00, =æ <x< +0, 

Hallemos ahora el módulo de continuidad de la función y = x?sobre el segmen- 
to [0; 1]. Intuitivamente está claro que ya que el módulo de continuidad w(8) descri- 
be según la definición el mayor incremento de la función sobre un segmento de lon- 
gitud å, entonces, para obtener el módulo de continuidad de la función en el caso 
dado se debe tomar el segmento [1 — ô, 8], sobre el cual la función f(x) = x?, 
0 < x < 1, crece más rápidamente: el módulo de continuidad coincide con el incre- 
mento de la función sobre este segmento (fig. 96): 

(8) = fD -SU — 8) =1- (1-59 = 28 - È. 
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Analíticamente esto se comprueba de la forma siguiente. Sea 0 $ x” — 5 < 
< x’ < x” < 1, entonces, en virtud de la desigualdad 


Altet AS DAL d, 


obtenemos 
O 02 a, (19.34) 
pero si se toma x“ = 1 — ô, , entonces 
(bx?) = M e =x?) > 1- (l= ò)? = 28 = 8? (19.35) 


e 


De las estimaciones (19.34) y (19.35) se deduce, que sobre el segmento 10; 1] te- 
nemos w(8; x?) = 25 — 6%, 


2. Analicemos la función y = sen £, x + 0. Por una parte, 
ml) | 

s ea 

<r Con 

Por otra parte, eligiendo x; = vG + 2m).x; 


tal que Ix} < 5/2, Ixy < 8/2 y por esto lx; 
tendremos 


j3 x+ aan yfijandon 
— xl li + lso 


acen) se mls1+1=2 
x z, z 


2 


De as estimaciones obtenidas se deduce que u (5 sen 2) 


3. Analicemos la función y = = sobre el intervalo (0; 1). 
Para cualquier ô, 0 < < 1, tenemos 


2) G 
JB : 
Jete 


w +ë A+ 
De esta forma, w(ô; 1/x) = +00. 
En los términos del módulo de continuidad, la continuidad uniforme puede ser 
expresada de la forma siguiente. 


— +œ cuando x= +0. 


9 Aquí y, es tal que 0 <x, < 1 — è. 
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Teorema 6. Para que la función f definida sobre el conjunto X sea uniforme- 
mente continua sobre este conjunto, es necesario y suficiente, que 


¿im 0(6;fX) = 0, (19.36) 


DEMOSTRACIÓN. Sea la función f uniformemente continua sobre el conjunto X, 
es decir se cumplen las condiciones (19.26) y (19.27); entonces para todo £ > 0, 
existe un d, > 0, tal que six" € X, x” € X, p(x”, x”) < d,, entonces 1/(r") — 
= SÓN < £/2. De aquí se deduce que para cualquier ò < 3, se cumpla la des- 
igualdad 


ES 


mea 
es decir, si 0 < 3 < d,, entonces w(ë) < £. Esto significa que Jim.a(d) = 0. La 


necesidad de la condición (19.36) queda demostrada. 

Demostremos la suficiencia de la condición (19.36). El cumplimiento de la con- 
dición (19.36) significa que para todo £ > O existe un 3,>0,talquesi0<5¿< 
< ð, entonces w(ó, f, X) < £. Elijamos cualquiera de los ô señalados. Entonces 
cuando p(x’, x”) < ô, x"eX, x” €X, tendremos (véase (19.32): 1/(") = 
= SXI G w, S, X < e, es decir, la función f es uniformemente continua 
sobre X. O 

Hemos visto anteriormente que sobre el segmento [0, 1] w(8; x?) = 28 — 8%, 
por esto, ¿lím (8; x?) = 0, y por lo tanto, la función x2es uniformemente conti- 


nua sobre este Segmento, como debe ser según el teorema $. El módulo de conti- 
nuidad de esta misma función x?, pero analizado sobre todo el eje real, al igual que 


los módulos de continuidad (1, sen =), + 0.y=(8.;),0 < x < Inotien- 


den hacia O, cuando 8 — +0 y por esto todas estas funciones no son uniformemente 
continuas sobre los conjuntos correspondientes. 


Ejercicios, 5. Demuéstree el teorema de Cantor sobre la continuidad uniforme de una 
función, continua sobre un compacto con ayuda del lema de Heine — Borel (véase el 
teorema 4 en el p. 18.3 y la observación después de ël). 

6. La función /(+) continua sobre el segmento |a, 6] se lama fíneal a trozos, s existe una 
partición del segmento |a, b] en un número finito de segmentos lx, . y, 4). 

AI +, 
tal que la función /(x) es lineal sobre cada uno de los segmentos (x.y, X}, j = 1, 2, 
mench 

Demutstrese que cualquier función F(x) continua sobre el segmento (o, b] puede ser 
aproximada con cualquier exactitud por una función lineal a trozos, es decir, para cualquier 
£ > Oexiste una función /(x)lineal a trozos, tal que para todos los x € [a, b) se cumple la de- 
sigualdad IF) -= JQOÍ < e. 

Introduzcamos ahora una serie de conceptos, que serán útiles en el futuro. 

Definición 11. Sea X C R". El número (finito o infinito) d = sup plx“, x") 

z 


se llama diámetro del conjunto X y se designa por d(X). 
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Ejercicio 7. Sea Q” una bola n-dimensional con centro en cierto punto x y de radio. 
r: Q" = O(é9, r), entonces d(Q”) = 2r. Demuéstrese que el conjunto X es acotado si y 
sólo si dx) < + 


Definición 12. Sea la función f definida sobre el conjunto X; entonces el valor 
del módulo de continuidad w(, f, X) cuando 3 es igual al diámetro del conjunto E, 
es decir, «(d(A), f, X) se llama oscilación de la función f sobre el conjunto X y se 
designa por wl; X) o sencillamente por (f). 

Es evidente, que por (19.16) 

o0: = A] -JEN 
IS 

Recordemos que si en el segundo miembro de esta igualdad tomamos la cota su- 
perior de los valores absolutos de las diferencias que aparecen alli, obtenemos el 
mismo valor. 

OBSERVACIÓN. De lo dicho en este párrafo y'el anterior, particularmente, es evi- 
dente, que todas las particularidades referentes a las cuestiones relacionadas con las 
funciones de varias variables, pueden ser vistas con bastante claridad en los casos bi- 
dimensionales y tridimensionales. Gracias a la elección afortunada de las defini- 
ciones y notaciones, las demostraciones de los teoremas se trasladan automática- 
mente del caso de n = 2 al caso n-dimensional arbitrario, llevando a veces sólo a 
una complicación técnica de la notación. El caso cuando n = 2 tiene la ventaja de 
su evidencia geométrica y de una notación más sencilla, cuando en ella participan 
las coordenadas de los puntos, Por eso, paramayor claridad y sencillez en la exposi- 
ción, como regla, analizaremos detalladamente sólo el caso cuando n = 26n = 3, 
y en el caso de un n arbitrario sólo enunciaremos los resultados correspondientes o 
incluso sólo señalaremos la posibilidad de su generalización para el caso de un n ar- 
bitrario. Si durante el análisis de alguna cuestión cuando n > 3 surgen algunas difi- 
cultades específicas, entonces esta custión se analizará detalladamente en el caso gc- 
neral. 


$ 20. DERIVADAS PARCIALES. DIFERENCIABILIDAD 
DE LAS FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


20.1. DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIALES PARCIALES 


Analicemos primeramente el caso de las funciones de tres variables. 
Definición 1. Supongamos que en cierto entorno del punto (xg, z) está dada 
la función u = u(x, y, 2). Si fijamos las variables y y z: Y = Yọ, 2 = Zo, Oblene- 
mos una función de una variable x: u = u(x, Yọ, zo). La derivada habitual (véase el 
P. 9.1) de esta función en el punto x = xọ se loma derivada parcial de la función 


u(x, y, z) en el punto (xo, Yo, x0) por x y se designa por čo: 20: 70) a 


De esta forma, 


ul. 20) es Ju a 20 
ES 
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Señalemos que la designación de la derivada parcial según la variable x por 
Pu) es tradicional, Hubiera sido más correcto escribir -z£ (os Jo» zo) 


saque es un simbolo único, que designa una nueva función, cuyo valor se ana- 
liza en el punto (Xp, Yọ» 2p)- 
Si recordamos la definición de derivada Ba (véase el p. 9.1), entonces, por esta 
definición, se puede escribir 
Bulozi ot 839,30) = 18:03) 
dx ao Ax 
ir O OTD T er Gat 


Y tim 2, 
ax armo Ar 


De forma análoga se introducen las derivadas parciales por y y z: 
Mbs» Yos 39) dultg, Y, 20) | 


> y bh. 
Duo: Xq: 29) dult, Jo 2) | 
a e kau 


i 
kapi o ti 2, 
CA a aro Ar 
donde A,u y A,u son los incrementos de la función por las variables y, z respectiva- 
mente. 


Por analogia con las funciones de una variable, a funciones lineales 21 dx, 


Lo FE de de las variables d, dy, dz amadas diferenciales de tas variables inde- 
pendientes, se laman diferenciales parciales de la función u(x, y. 2) según las va- 
riables x, y, z recpectivamente y se designan por 


Definiciones análogas tienen lugar para cualquier número de variables. 
Si la función y = f(x, ... ,x,) está definida en cierto entorno del punto 
xO = (AP, ... , x), entonces por definición 
LOAP. A) aet WAP, AO pc A po A ao. 
ax, dx, P 
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es a 
dl Y i 


donde ayy = A A 


As 


xf, x, (Oy. « + x/0). Para designar la derivada parcial 2 se utilizan también 
e Y E 


simbolos yy, 6 fa. 
La diferencial parcial d, y se define por la fórmula 
a 
At -œ< dy < +0, (20.2) 


y de esta forma es una función lineal de la variable dx, Hamada diferencia! dela va- 
riable independiente x,. Aquí, siempre / = 1,2, ... , n. En el caso cuando n = 1, 
la derivada parcial coincide con la derivada ordinaria, y la diferencial parcial con la 
diferencial ordinaria. 

Subrayemos que 2. es un simbolo único, es decir, que en él el numerador y el 


denominador no tienen sentido independiente. Por otra parte, la derivada parcial 
2 , naturalmente, puede ser escrita también en la forma de cociente de dos dife- 
renciales: z ae $ 

De la definición de las derivadas parciales, como derivadas ordinarias con la 
condición de que se han fijado todas las variables excepto una, por la cual se toma la 
derivada, se deduce que al calcular las derivadas parciales se pueden utilizar las 
reglas del cálculo de las derivadas ordinarias. Supongamos, por ejemplo, que se exi- 
ge hallar la derivada 3z/ ôy de la función z = xye*, Para esto, fijando en esta fór- 
mula x, obtenemos una función de una variable y; calculando su derivada, tendre- 


as Ema 092 (E) 22 
ay dy 

A A AE 
riables en un punto dado, no se deriva la existencia de sus derivadas parciales en este 
punto. El ejemplo correspondiente para el caso cuando n = 1 fue presentado ante- 
riormente (véase el p. 9.2). Es importante señalar, que cuando n > 2 incluso de la 
existencia todas las derivadas parciales en cierto punto, no se deduce la continuidad 
de la función en este punto ”. Esto es natural por cuanto la condición de conti- 
nuidad de la función de varias variables en un punto impone determinadas limita- 
ciones sobre su comportamiento cuando se acerca a este punto por todas las direc- 
ciones, mientras que la existencia de las derivadas parciales en el punto significa que 
Ja función satisface determinadas condiciones acercándose al punto señalado sólo 
en la dirección de los ejes coordenados. 


* Recordemos que para n = 1, es decir, para la función de una variable, de la existencia 
del derivada en un punto se deriva también que la función es continua en este punto (vésse el 
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Para convencerse evidentemente de esto, analicemos la función /(x, y) igual a 
cero si xy = 0, y a 1, si xy + 0. Es evidente que f(x, 0) = f(0, y) = 0, y, por lo 
tanto, 


10,0 YOA 

ax E 
Sin embargo, esta función es discontinua en el punto (0, 0), ya que, por ejemplo, su 
limite a lo largo de la recta y = x cuando (x, y) — (0, 0) es igual a 1, y (0, 0) = 0. 


Más aún, existen funciones, que tienen derivadas parciales en todos los puntos y 
a pesar de esto, son discontinuas. Ejemplo de tales funciones es la función 


xy/ix? + y?) cuando x?+y?>0, 
0 cuando x=y=0 


Esta función tiene derivadas parciales en todo el plano y es discontinua en el punto 
(0, 0) (¿por qué?) 


SN ( (20.3) 


20,2. DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES EN UN PUNTO. 
Analicemos primeramente el caso de las funciones de dos variables. Sea la fun- 
ción z = f(x, y) definida en cierto d-entorno U = U(Mp; 6) del punto My = 
= (xo, Yo) y Sea (fig. 97) 
M= (xy) € Uli 8), Axx- Xp AY =Y = Y 


y, por lo tanto, 


p= p(M, My) = Väx? F Ay? < b. 


Sea, finalmente, Az = /(%, + AX, Yg + Ay) — S(p, Yo): 

Habitualmente Az se llama incremento total de la función; este nombre se expli- 
ca por el hecho de que aquí, en general, todas las variables independientes reciben 
incrementos distintos de cero. 

Definición 2. La función z = f(x, y) se llama diferenciable en el punto (Xp, Xy): 
si existen dos números A y B tales que 


Az = AAx + Bay + a(ax, Ay), (20.4) 


FIO. 97 
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donde, cuando p + 0: 
a(áx; Ay) = e(ax, Ay)o, lim e(óx, ây) = 0. á (20.5) 


De (20.4) se deduce que a(0, 0) = 

Junto con esto señalemos que el valor de la función £(Ax, Ay) en el punto (0, 0) 
no está definido por la fórmula (20.5). 

Definición 3. En el caso de la diferenciabilidad de la función f en el punto 
(Wor Yo) la función lineal AAx + BAy, de las variables Ax y Ay se llama diferencial 
total o sencillamente diferencial de la función f en el punto (xy, Yọ) y se designa por 
dz. 

De esta forma dz = Aâx + Day. 

En lugar de Ax y Ay se utilizan también las notaciones equivalentes dx y dy, es 
decir, se escribe dz = Adx + Bdy. De (20.5) se deduce que 

alax ay) _ y, 
M=Mo p 
La función a(Ax, Ay), que tiene la propiedad (20.6), la designaremos, por 


analogía con las funciones de una variable, por (P) cuando 2 — 0 **). Utilizando 
esta notación, la definición de diferenciabilidad se puede escribir en la forma 


(20.6) 


Az = AAx + BAy + olp), p~ 0. (07 
Lema 1. La condición (20.5) es equivalente a la condición 
a(ax, Ay) = e, (Ax, ay)ax + 6,(Ax, Ay)Ay, a * 0 (20.8) 


donde lime, = lim £, = 0. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que se cumple la condición (20.5), es decir, a = 
= £p, p + 0, donde £ — O cuando p — 0; entonces 


a = ep = e Vaxt F Ay? = 


ar ay 
A A A 
e a 
tax tây 
e T yag Sndo que 


% Recordemos que por lo acordado, la notación Iim f es equivalente a la notación 
Um y donde p = pt, Mo). 

+9 En general para las funciones a y 8 de varias variables a = o(8) cuando x — x, 
xe EC R", xO ER", si alr) = (B(x), donde _ lim elx) = 0. En este caso diremos 


ue la función a es infinitesimal en comparación con la unción £ cuando x — x°, x e X. 
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Ay 

«1) 2] 1,tenemos ley! < lel,le,l < lel d 
mp ll |< s leyl < let, lezl < let de 
donde lim e, = lim c, = O, cs decir, se obtiene una representación de la función a 
en la forma (20.8). 


Supongamos que al revés se cumple la condición (20.8), es decir, a = £, Ax + 
+ £,8y, p + O donde £, — Oy č} — O cuando p — O; entonces 


ar ay rar 
lc E ES = 
a => ed FA? = to 


ar E 
donde £ = et + È s del 

ao A a a EP do del 
< le! +lezliporestoe — Ocuando p — 0. De esta forma, se obtiene la represen- 
tación de la función a en la forma (20.5). O 

Teorema 1. Si la función z = f(x, y) es diferenciable en el punto (Xy, Yọ), en- 
tonces ella es continua en este punto. 

En efecto, ya que 1áx! < p y täy < p, entonces de las fórmulas (20.4) y 
(20.5) se deduce que Az — O cuando p — 0, lo que implica la continuidad de la fun- 
ción f en el punto (Xp, Yọ). D 

Teorema 2. Si la función z = f(x, y) es diferenciable en el punto (xq, Yg) y 
dí = Adx + Bdyes su diferencial en este punto, entonces en el punto (xg, yy) exis- 
ten todas las derivadas parciales de la función f y 


Uord a, E a p, 005) 
De esta formo, a: 
=— — dy. (20.1 
de ia hd (20.10) 


DEMOSTRACIÓN. Por la definición de diferenciabilidad (véase (20.4) y (20.8)), 
Az m Aar + BAy + câr + ay, pO, 


Jim e, = lime, = 0. (20.11) 
Suponiendo Ay = 0, obtenemos Az = 0,2 = Aâ + £,Ax, donde lim c, = 0 


(esto se deduce de (20.11), y ya que, suponiendo Ay = 0, obtenemos p = Axl). 
De aquí, 


donde 


âz 

E eAte, (20.12) 
donde para Ax — 0 el segundo miembro tiende hacia el límite igual a A, por esto, 
también el primer miembro para Ax — O tiene el mismo límite, y esto significa (véa- 


se (20.1) que en el punto (xp y) existe la derivada parcial È = A. Análogamen- 


te, suponiendo en (20.4) Ax = 0 y pasando al límite, cuando Ay — 0 obtenemos 


êz 
J720 
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Corolario. Si la función f(x, y) es diferenciable en el punto (xy, Yo), entonces es- 
ta diferencial es única. 

La unicidad de la diferencial se deriva directamente de la fórmula (20.9), ya que 
las derivadas parciales en el punto dado se determinan univocamente. 

Recordando las definiciones de las diferenciales parciales (véase (20.2), la fór- 
mula (20.10) se puede escrbir en la forma 


dz = dyz + dz 


es decir, la diferencial total de Ja función (cuando existe) es ta suma de sus diferen- 
ciales parciales. 

Señalemos que la afirmación, inversa al teorema 2, no tiene lugar: existen fun- 
ciones que tienen todas sus derivadas parciales en todos los puntos del plano, pero 
no son diferenciables en cierto punto. Como ejemplo puede servir la función (20.3), 
citada en el punto anterior: en el punto (0, Oh esta función es discontinua, de donde, 
por el teorema 1 se deriva que en el punto (0, 0) no es diferenciable, 

De lo dicho se deduce que no siempre la expresión d,z + d,z, cuando tiene sen- 
tido, es la diferencial total de la función. La relación entre la diferenciabilidad de la 
función en un punto y la existencia en este punto de las derivadas parciales es más 
complicada que la relación entre la diferenciabilidad y la existencia de la derivada 
para la función de una variable. 

Enunciemos las condiciones de suficiencia en términos de las propiedades de las 
derivadas parciales para la diferenciabilidad de las funciones. 

Teorema 3. Supongamos que la función z = f(x, y) en cierto entorno del punto 


(o, o) tiene las derivadas parciales E y z las que son continuas en el punto 
y 


(Xo, Yo): entonces la función z = f(x, y) es diferenciable en este punto. 
Corolario. Si la función z = fix, y) tiene, en cierto entorno del punto (xo, Yọ), 


las derivadas parciales SE v FE además estas derivadas parciales son continuas en 


el punto (xo, Yo) entonces la función z = fix, y) también es continua en este pun- 
to. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Designemos por U(5) el ó-entorno del punto 
(os Yo), en el cual está definida la función f, al igual que sus derivadas parciales f, y 
Jy. Eljamos Ax y Ay tales que (xy + Ax, yy + Ay) € U(). Notando que 

Az = fi + Ax, Yo + AY) — SO) = 
= Lo + Ax, yo + Ay) — Sos Yo + AVI + LI» Yo + 89) — Ss h 


apliquemos a las expresiones que se encuentran entre los corchetes y que son incre- 
mentos de las funciones por una variable, la fórmula de los incrementos finitos de 
Lagrange (véase el p. 11.2). Esto es posible, ya que la función f(x, yy + Ay), anali- 
zada como función de una variable x, tiene sobre el segmento con extremos en los 
puntos xo y xg + Ax derivada (que es la derivada parcial según x de la función f), 
por esto es continua sobre el segmento indicado. De esta forma, la función 
Jx, Yo + Ay) satisface todas las condiciones, bajo las cuales fue demostrada la fór- 
mula de los incrementos finitos de Lagrange. Análogamente se comprueba la posi- 
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bilidad de aplicación de la fórmula de Lagrange a la función f(x, y), analizada co- 
mo función de una variable y, sobre el segmento con extremos en los puntos yy e 
J + Ay. Entonces 
fo + 018%, yg + AY) Ax + Slo Yo + 070y)87, 

0<0<1,0<0<1, (20.13) 
además, 9, y 0, dependen, naturalmente, de la elección del punto (xy + Ax, 
o +, AY), es dese, de ax y ay. 


Lalka + 918%, Yo + AY) — Laos Yo) = Eis 

Los Yo + 08) = Sylo Yo) = êz s 
entonces, por la continuidad de las derivadas parciales /, y /, en el punto (Xy, yọ) te- 
(20.15) 


.14) las expresiones para /,(%y + 0,0%, Yọ + Ay) y 
Lo» Yo + 0,4y) y sustituyéndolas en (20.13), obtenemos: 

Az = Silto IDAK + Los YDA + EAX + 630), 20.16) 
lo que en virtud del cumplimiento de la condición (20.15), significa que la función / 
es diferenciable en el punto (Xy, Yo) (véanse (20.4) y (20.8). O 

El corolario del teorema se deduce del hecho de que una función diferenciable en 
cierto punto es también continua en éste (véase el teorema 1). 

El teorema 3 tiene una significación importante, relacionada con el hecho de 
que el concepto de diferenciabilidad de una función desempeña un papel de primer 
orden en una serie de secciones de la teoría de funciones de varias variables. Sin em- 
bargo, la comprobación directa de la diferenciabilidad de una función (por 
ejemplo, para aclarar las posibilidades de aplicación de unos u otros teoremas) con 
frecuencia es muy dificil, mientras que la comprobación de la continuidad de las de- 
rivadas parciales, para el cálculo de las cuales se tiene un aparato analítico muy có- 
modo, resulta más fácil. 

Definición 4. La función, que tiene en cierto punto (o sobre cierto conjunto, 
respectivamente) derivadas parciales continuas, se llama continuamente diferen- 
ciable en este punto (sobre este conjunto, respectivamente). 

'Comparemos la definición de diferenciabilidad de una función (definición 2) y 
la definición de diferenciabilidad continua (definición 4). La diferenciabilidad de 
una función en un punto, implica la existencia en este punto de la diferencial, es de- 
cir, la validez para este punto de la fórmula (20.4). Lo que la función sea conti- 
nuamente diferenciable en un punto, significa que sus derivadas parciales en este 
punto son continuas. De esta forma, la diferenciabilidad de una función está rela- 
cionada con el concepto de diferencial, y la diferenciabilidad continua está rela- 
cionada con el concepto de derivadas parciales. Conjuntamente con esto, de la dife- 
tenciabilidad continua en un punto (sobre un conjunto abierto) se deduce la diferen- 
ciabilidad en este punto (sobre este conjunto respectivamente); en esto reside la afir- 
mación del teorema 3. 

En el futuro necesitaremos de algunas propiedades auxiliares de las funciones £, 
y €, de la fórmula (20.16). 
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Definición 5. Sean A y B dos conjuntos planos, A C R3,, B C Ri, y sea la fun- 
ción f = f(x, y, u, v) definida para (x, y) € A, (u, v) € B. 

La función f se llama uniformemente tendiente hacia cero sobre el conjunto A 
de las variables x, y cuando (ù, v) — (ug, Yọ), si para cualquier e > O existe 
$ = 5(e) > 0 tal que para todos los (ù, v) que satisfacen la condición 
u +0 < 8, (u, V) + (Up, Yo) y todos los (x, y) € A se cumple la 
condición Ifí <a 

La definición general de tendencia uniforme de la función hacia un limite, será. 
dada en el p. 39.4, 

Teorema 4. Sea la función z = f(x, y) continuamente diferenciable sobre el 
conjunto abierto G C R?. Entonces 


Az = f(x, y) ax + £,(%, YAY + EAX + 3V, (20.17) 


donde las funciones e, = £,(%, Y, Ax, Ay) y £} = £¿(x, y, Ax, Ay) tlenden unifor- 
memente hacia cero cuando p = Väx! + Ay? — O sobre cualquier compacto 
ACG. 

DEMOSTRACIÓN. Sea A un compacto, perteneciente a G, Entonces los conjuntos 
cerrados A y R? N G no se intersecan y ya que A es acotado (véase el p. 18.3, 
teorema 3), entonces d = p(A, R? N G) > 0 (véase el lema 7 del p. 18.2). 

paso = (tx, y)" p(x, y), A) < d/2)) está contenido en el conjunto 


G y es compacto lema 11 del p. 18.3). 
Sea ahora p = VAr? + Ay? < d/2; entonces cuando (xy, Yg) € A Obtendre- 
mos (véase (20.13): 


(o + 0,4x, yo + Ay) € Aans Wor Yo + 8749) 6 Aan 
y, por lo tanto, según las fórmulas (20.14), tenemos las desigualdades 
leyl < oloi fi Aad lezl € alos Li Aan) 


donde, en sus segundos miembros, están los módulos de continuidad de las fun- 
ciones Jy y fy, respectivamente. De la continuidad de las derivadas parciales /, y f, 
sobre el compacto A, se deduce que 


Por esto, para todo £ > O existe ô = 3(£) > O tal que, para todos los p < 5 se 
cumplen las desigualdades 
lA Li Aga) < E, elf Aan) < e. 

Por lo tanto, para todos los p < 8 y todos los (Xy, Yg) € A son válidas las desigual- 
ee. lal<a, le <e 
Esto implica que las funciones £, y £; tienden uniformemente hacia cero cuando 
p — 0 sobre el compacto A. O 

OBSERVACIÓN. En las suposiciones del teorema 2, el incremento Az de la fun- 
ción, también es representable en la forma 


Az = f(x, y)Ax + Spx, y)Ay + £0, (20. 


) 
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donde e = e(x, y, Ax, Ay) tiende hacia cero uniformemente sóbre cada uno de los 
compactos A C G, cuando p = VAx? + Ay? — 0. Para la demostración, es sufi- 
ciente en la fórmula (20.18) poner e = £, %% + e} 2 (compárese con la de- 
P » 
'mostración del lema al inicio de este punto). 
Todas las definiciones y afirmaciones de este punto se extienden al caso de la 
función y = f(x), x = (X,. ..: , Xy), de cualquier número n de variables, definida 


en cierto entorno del punto x'®. Por ejemplo, la condición de diferenciabilidad en 
un punto dado x'®, en el caso general tendrá la forma siguiente: 


Ay = A,A; +... +A, Ax, +0(0). p=0, (20.19) 


p= f EAR. ay = 0,0%) aP, 


ayax- a, i=in 


s0), 


O) 
además, en este caso A, = O2 „i = 1,2, 


De esta forma, si ta función / es diferenciable, entonces 
SO SKN + Axm A + o + Ann M + 0(0), p=0, (20.20) 
es decir, la función f en el entorno del punto dado, salvo un infinitésimo de un or- 


r0)? es igual a una función lineal *. Dicho de 


den másaltoquep = | Y 


otra forma, la diferenciabilidad de una función en un punto dado significa que la 
función f es “cas lineal" en un entorno de este punto; el sentido exacto de la expre- 
sión “casi lineal” está contenido en la fórmula (20.20). 

Y) 


En el caso cuando tiene lugar (20.19), la función lineal Tax + 


se a Ax, de las variables A, ... , Ax, (aqui, en lugar de x está escrito 


x) se lama diferencia! de la función, o más claro, diferencial total de la función en 
un punto dado x y se designa por d/(x): 

Y) aw) 

dfi) = > ant e A 


(0.21) 


La diferencial, como toda función lineal de n variables, está definida sobre todo 
el espacio n-dimensional R”. De esta forma, la fórmula (20.21) tiene sentido para 


Las funciones de la forma y = & + Gx, + == + €,X,» Wonde c son constantes, 
i = 0,1,2,... „ m, se Naman funciones lineales de n variables o lo que es lo mismo funciones. 
lineales del punto x = (Xy, --,x,) € R”. 
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todos los valores Ax,, i = 1,2, ... , m; al mismo tiempo que la fórmula (20.19) 
tiene sentido sólo para aquellos que no salen fuera del dominio de la función f. 
Las variables Ax, se llaman también diferenciales de las variables x, y se designan 


por dx, i = 1,2,.... , n. Con esta notación la diferencial de la función f se escribe 
en la forma 
af) fw) 
af) a t E 


Es evidente que A/(x) = df(x) + o(p) cuando p — 0. 
Si se analiza la diferencial cuando varía el punto x = x(x, 
ta será una función de 2n variables: Xy, ... + Xy, 0...» pol 
Los teoremas 1 — 4 del presente párrafo, de forma evidente, se generalizan para 
las funciones de » variables, por esto no daremos sus enunciados. 


x,) entonces és- 


20.3. DIFERENCIACIÓN DE LA FUNCIÓN COMPUESTA 


Teorema 5. Sean las funciones x(1) e y(t) de una variable t, diferenciables en el 
punto t (lo que, como sabemos, es equivalente a la existencia de sus derivadas en el 
punto fo, véase el p. 9.2) y sean xy = x(g), Yo = Y). Si la función z = fix, y) es 
diferenciable en el punto (xy, Yọ) entonces la función compuesta z = J (x(t), X) 
definida en cierto entorno del punto tọ, tiene en tọ derivada y esta derivada se expre- 
sa por la fórmula 


£ Ek Ed (20.22) 
dad xd ya 


o más detalladamente, 


II Yor Yo) AU) , Yo.) drito) 
dr ax dt ay d 


DEMOSTRACIÓN. La función f(x, »), por la definición de diferenciabilidad de 
una función, está definida en cierto entorno del punto (Xy, yy). De la diferenciabili- 
dad de las funciones x(() e y(() se deduce su continuidad en el punto fg. Por esto, se- 
gún la observación al teorema 2en el p. 19.4, en cierto entorno del punto fọ está de- 
finida la función compuesta f(x(1), y(1)). 

La diferenciabilidad de la función z = f(x, y) en el punto (xy, Yo) significa que 
su incremento total Az = f(x, + Ax, yy + AY) — SU» Yo) es representable en la 
forma 


aem E ax ay a e VERAS, 20.23) 


donde la función e = £(Ax, Ay)es tal que lim e(Ax, Ay) = 0. Aquí, como es habi- 


tual, p = Väx? + Ay?. Definamos la función (Ax, Ay) en el punto (0, 0), po- 
niendo £(0, 0) = O (compárese con la demostración del teorema 4en el p. 9.7). Así 
la función definida e(Ax, Ay) es continua en el punto (0, 0). 


24--6179 
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Sea ahora Ar el incremento de la variable / y Ax = x(f} + âf) — x(f), Ay = 
= y (ty + âf) — yC). Dividamos ambos miembros de la igualdad (20.23) por Af: 


Az _ zar, ôr ay DO 
tay (=) k (8) 22 


Cuando Ar — Oen virtud dela continuidad de las funciones x(1) e y(£) en el punto fg 
Obienemos Ax — O y Ay — O, por lo tanto, también lim p = O. De aquí, según 


el teorema sobre la composición de funciones continuas (véase el p. 19.3), 
dim (Ax, Ay) = 0. Señalemos, por Último, que existe el limite finito 


De todo esto se deduce que, cuando Ar — O la parte derecha de la fórmula 


dede, 
(20.24) ende hacia el límite finito Z£ SE + ay y (f = fo), por esto, también la 


parte izquierda de esta fórmula, es decir, <=, tiende hacia el mismo imite, y esto 


lim, 
“ 


significa que en el punto f existe la derivada SË y se expresa por la fórmula 
(0.2). O 

Señalemos que aunque en la fórmula definitiva de la derivada de una función 
Compuesa (20.22) entran slo las derivadas parciales ZÉ y <E dela función 
z = f(x, y), durante ia aemostracion se na usado esencialmente una propiedad más 


fuerte de esta función que la existencia de sus derivadas parciales, como es su dife- 
renciabilidad. 


Ejercicio 1. Muéstrese que cuando se rechaza la exigencia de diferenciabilidad de la fun- 
ción z = f(x, y)enel punto (x, yo) y cuando se supone solamente la existencia en este punto 


des aa pra 2 y da ds tds È y ao a 
fórmula (20.22), en general, no es válida, y, más aún, la función compuesta / [x(7), y(()] (se 
Supone que tiene sentido), en general, no tiene derivada en el punto £,. 


Corolato. Sean las funciones x = x(u, v) e y = y(u, v) definidas en cierto en- 
tomo del puro, 3 le ión = Js y definida e cano entorno de 
punto (xq, o): donde Xy = X(gs Yo), 7g = Yup» Y): 

Sila función f(x, y) e dierenciable en el punto (o, yy) y sien el punto (up, Yo) 
entonces en este punto (ug, vg) existe tam- 


bién la derivada parcial ŽŽ. de la función compuesta z = fix(u, v), y(u, v)), ade- 
más 
(20.25) 


20.4. Invarioncia de la forma de la primera diferencial m 


DEMOSTRACIÓN. Fijemos y = v y analicemos la función compuesta z = 
alt YU Yo de una variable Según el teorema 5, esta función está de- 
cierto entorno del punto u y tiene en este punto derivada. De esta forma, 


Diaea a caets Vo) existe y de la fórmula (20.22) se deduce la fór- 
mula (20.25). D 

De forma análoga, si en el punto (1o, Y) existen ls derivadas parciales y 
2. ataca paraa Telin copon s = fichi, VFO; VD diest A punto 
lo» Vo) la derivada parcial por v y para ella es válida la fórmula 


Analicemos el dimensional. 
Am dE: 8) dada la función y = y 
ECR fas funclones x, = xl. + 

+. ED) = 3/9, Si la función y 


punto x® y si en punto 10) = (rf, AP) tn derivadas ora, 
Jim 1,2, ad = 1,2,..., R, entonces la función compuerta yett) tiene ah at 
Punto 10 derivadas parciales -> , j = 1,2, .., k, además 

1 


22, j=l, h.k (20.26) 
7 


Señalemos, que si en las suposiciones hechas las derivadas parciales 3> y, 


La 1,2, ...+ MJ = 1,2, .... 800 continuas respectivamente en los puntos x 
10, entonces en virtud de la fórmula (20.26) las derivadas parciales de la función 
compuesta y = y(x(()) también serán continuas en el punto /%, por lo tanto, serán 
diferenciables en este punto (véase el teorema 3 en el p. 20.2). En el próximo punto 
sd decrostrada la difcenciobiidad de la cocspodción de foacionas con tipórele 
más débiles. 


20.4. INVARIANCIA DE LA FORMA DE LA PRIMERA DIFERENCIAL. 
CON RESPECTO A LA ELECCIÓN DE LAS VARIABLES. 
REGLA DE CÁLCULO DE LAS DIFERENCIALES 
Teorema 6. Er ip Li = (Xy, -= + Xp), definida en cierto entorno 
del punto x® = (x, ... las funciones x; = xt), t = (ty, + to), 
iahh n dein m arte mono da pans P Y y sea 
0), 121,2... Ps 


a 


m $20. Derivadas parciales. Diferenciabilidod de las funciones 


En este caso, si la función f(x) es diferenciable en el punto x® y las funciones 
xi = x0), i = 1,2, ... . n.son diferenciables en el punto t®, entonces la función 
compuesta fixt) - Fe (O), -+ + Xy (1) está definida en cierto entorno del punto 
100 y es diferenciable en este punto. Además la diferencial df de la función FUN) 
0 ata pued scr es ls dos Joan pens: 


on 
de y YE y, gim 


“È EM a, donde dx, = dx) (20.28) 


DEMOSTRACIÓN. Ya que las funciones x/1).  = 1,2... están definidas en 
cierto entorno del punto £(% y ya que de la diferenciabilidad de las funciones se de- 
duce su continuidad, entonces la función compuesta /(x(1)) está definida en cierto 
entorno del punto 1% (véase la observación al teorema 2 en el p. 19.4). Fijemos dos 
números cualesquiera 3 > Oy n > Ode tal forma que la función f(x) estuviese defi- 


nida sobre un rrentomo del punto x°, las funciones x(0), į = 1,2, ..., 1, en un 
ó-emtormo del punto 1%, y que (xl), -~ , x,(1)) € UXO; n) cuando 16 
€ UUO; 3). Entonces, sobre el entorno U(r; 5) está definida la función compues- 


ta f (x(t). La posibilidad de elegir tales números ô y y (evidentemente ¿ depende de 
la elección de n) fue mostrada en el p. 19.4. La función /(x) es diferenciable en el 


Ax, + er, (20.29) 


donde e = e(Ax,, ..., Ax,) es tal que lim e = O. Pongamos £(0, .., 0) = 0. De- 


finida complementariamente de esta forma la función £ es continua en el punto 
U,» 


o 
Por la diferenciabilidad delas funciones x, = x44), i = 1,2, - 


tO cuando p = [Eso < 5 obtenemos: 
A 


Ax E xP + Ats e IP + At) — xP, 11) = 
A 


(0) 
-F yraa iona 
jsi ha 


n, en el punto 


(20.30) 
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Sustituyendo los valores de Ax; de (20.30) en (20.29), obtenemos 


p A 
Yo) ax 
af = — at +8, (20.31) 
LA 
donde 
b= y Ll A 003) 
ax, 
m 
Cambiando el orden de la adición en (20.31), tendremos 
j . 
YE) axu 
Afs E ( Ta ay +B. (20.33) 
a) 


PASA 


Ahora, para demostrar que la función compuesta /(x(1)) es diferenciable en el 
punto £, es necesario demostrar que £ = o(p) cuando p — O. Por la continuidad 
de las funciones x,(1), i = 1, 2, ... , men el punto £ tenemos Jm Ax, = 0, y por 


lo tanto, lim = O. De aqui, en virtud del teorema sobre la composición de fun- 


ciones continuas (véase el p. 19.2) 
(20.34) 


(20.35) 


Demostremos que la relación 7/p es acotada. Utilizando la fórmula (20.30), 0b- 


> 
Ll [Eal Y aos Y Y Ja] a 
cl Ear Y wo Y Y, pee 


Y como ll e, = 0, entonces en cierto entomo del punto £% las funciones ¢ son 


acotadas, y ya que Af] / p < 1, entonces, la función r/p es acotada en cierto en- 
torno del punto £(0 Por esto, de (20.34) y (20.35) se deduce que lim (8/p) = 0, es 


Nos servimos de la desigualdad. pEr É 1. que es una comenten evi- 
a 


dente de la desigualdad El a? < ( E tep)? venecia. 
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decir, que 8 = o(p) cuando p — O. La diferenciabilidad de la función compuesta 


Set) en el punto 1%) queda demostrada. 
De la fórmula (20.31) tenemos 


o 
duh = DES siii) 


o 
De aqui, observando que Y se = dx i ="1,2,... , n, precisamente 
A a 

obtenemos la fórmula (20.28). La fórmula (20.27) es la forma habitual para la dife- 
rencial (véase (20.21). D 

Formalmente ambas notaciones (20.27) y (20.28) de la diferencial de la función, 
son iguales: en ambas fórmulas, la diferencial es igual a la suma de los productos de 
las derivadas parciales por las diferenciales correspondientes, sin embargo, en el ca- 
so de la fórmula (20.27) dí, son las diferenciales de las variables independientes, y en 
el caso de la fórmula (20.35) dx, son las diferenciales de la función. Esta propiedad 
se llama invarioncia de la forma de la primera diferencial con respecto a la elección 
delas variables. 

OBSERVACIÓN 1. De la fórmula (20.33) se deduce que 


RA 
0) axe) 

du = Y D3 LED UDa, 
ms a e e 


Pero los coeficientes de la diferencial de la función en las diferenciales de las va- 
riables independientes se determinan univocamente y son iguales a las derivadas 
parciales correspondientes, por esto, comparando esta fórmula con la fórmula 
(20.27), obtenemos 

YA) ax, men, 
=> - Y un 


e 


es decir, otra vez la fórmula (20.26). Cierto es que esta vez ha sido deducida tenien- 
do en cuenta limitaciones más fuertes que las anteriores; esta vez se ha supuesto la 
diferenciabilidad de las funciones xf), í = 1, 2, ... , m, mientras que en el p. 20,3 
se ha supuesto sólo la existencia para estas funciones de sus correspondientes deriva- 


das parciales. 
OBSERVACION 2. Si las funciones f(x, ... ,X,)YX, = X/(0), t = (t, 
I=1 


el caso general), son diferenciables en los puntos señalados y por esto satisfacen las 
condiciones del teorema 6. Por consiguiente, para ellas se cumplen las hipótesis de 
este teorema y la fórmula, que se deduce de éste, para,el cálculo de las derivadas 
parciales de la función compuesta (véase la observación anterior). 


20.4. Invariancia de la forma de la primera diferencial 3s 


La invariancia de la fórmula de la primera diferencial se utiliza ampliamente du- 
rante el cálculo práctico de las diferenciales y de las derivadas parciales. Si u y y son 
funciones de cierto número de variables, entonces con ayuda de las fórmulas 
(20,28), se obtienen fácilmente las siguientes: 

1. díu + y) = du + dv. 

2. d(uv) = vdu + udv. (20.36) 


3. d(u/v) = meee, 


Demostremos, por ejemplo, la fórmula 3. Sea z = u/v, donde u = u(x;, --. 
9d,” = Vo 4): Notando que 3e = Ly ŠE = Le seg Ia fór- 
mula (20.28) tenemos ia 
vdu — udv 
del du dr = Eet, [=] 


Durante el cálculo de las diferenciales concretas de funciones de varias variables 
se pueden utilizar ampliamente las fórmulas obtenidas anteriormente por nosotros 
(véase el $ 9), para las diferenciales de las funciones elementales. Señalemos para es- 
to lo siguiente: sea la función y = y(x;, --. , x,) representada en la forma 
y = F(u), donde u = (xy, Entonces, teniendo en cuenta las suposi- 
clones correspondientes, por la fórmula (20.28), 

dy = F'(u)du, u= u(y, Xp). 

Por ejemplo, siy = senu, entonces dy = cosu disi = Inu, entonces dy = 
= < isiy = arctg u, entonces dy = ra: , etc. (subrayamos que aquí en to- 
dos los casos u = Mbs <> 2) 

En calidad de ejemplo hallemos la diferencial de la función z = arctg 2. 


El cálculo se realiza en el orden siguiente: 
y 1 YY A xdy — ydx _ xdy — ydx 
de a(uast)- (e) E E 


Si se exige calcular las derivadas parciales de las funciones de varias variables, cn 
particular, si es necesario calcular todas las derivadas, entonces es conveniente cal- 
cular la diferencial de esta función, y en este caso las derivadas parciales buscadas 
serán los coeficientes de las diferenciales correspondientes. 


Asi, en el ejemplo analizado z = arctg% , tomando los coeficientes de dí y dy 
de la expresión hallada por nosotros para la diferencial, obtenemos 
ES 


OBSERVACIÓN 3. Cualquier función y = f(X,, ... , x,) de n variables puede ser 
analizada también, en cierto sentido, como una función de cualquier número de va- 
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riables n + m >n, Xy, Xa, -+ Xps <> » Xp 4 mo Precisamente, para cualquier 
función f(x... ,x,), dada sobre el conjunto E C R”, definamos la función 

n + Xn + m) Sobre el conjunto de puntos (Xy, «+ Xps +++ + Xp y m) 
EE < x < +o, j= n + do... + m, dela Tor- 


ma siguiente: 
Lo e Anr o Xn d md =S Ega e Xn) (20.37) 
De esta forma, el estudio de la función de n variables, como una función de 


n + mvariables, de hecho significa la prolongación, según la fórmula (20.37), de la 
función f desde el conjunto de su definición E C R” sobre el conjumo 


Xi EE << 40, 
jenti, nom, 


que se encuentra ya en el espacio R” * ™, Para la función f*, obtenida, después de 
esta prolongación, tenemos 


=i 


dy, = df, 


ap 


A 

Por ejemplo, cuando decimos que la función de una variable z = /(x), definida 
sobre un intervalo (a, 5), la analizamos como una función de dos variables f(x) = 
= Fix, y), x e(a, b), ~œ < y < +00, esto significa que la función F(x, y) es 
constante, igual a,/(x) sobre cualquier recta que pase por el punto x del intervalo 
(a, b) del eje Ox paralelamente al eje Oy. En este caso 


EEN a po, ED o, a) = dfa) 
dx 0 


a<x<bh-e<y<+e. 
Será útil para el futuro señalar el hecho contrario, en un determinado sentido. 
Sea E C R”. Sila función f* (Xy, ... » Xy» Xy + 1) definida sobre el conjunto 


E Xa a 1) E pr Xp) E, a< xy p g < D) 
y 
Wo Ata u Osobe E, (20.38) 


2 +1 
entonces, existe la función f(x,, ... , x,) de n variables, definida sobre el conjunto 
Ey tal que f* (x, Xar Xn 4 1) = S0%1» -+ » Xp) para todos los (x, ... , Xp) € 
6 E, x, . ı © (2, b). En este caso, se dice quela función f* de hecho no depende de 
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la variable x, , ,. En efecto, de la condición (20.38) se deduce que la función f* es 
constante como la función x, „ , (véase el corolario 1 del teorema 3 del p. 11.2) pa- 
ra el punto dado {x}, ... , Xp), €s decir, fijando, cualquier e € (a, b) para cualquier 
Punto (x, ++ 1) EY Xn 4 1 €(0,D), tenemos J” Ox, -++ v Xp 4 1) =S Ops -ne y Xp 
c), La función buscada J, evidentemente, se define por la igualdad f(x, 
La) = S ye además no depende de la elección de c e (a, b). 

De'lo dicho anteriormente, en particular, se deduce que las fórmulas (20.36) pa- 
ra las diferenciales siguen siendo válidas también en el caso cuando las funciones u y 
v dependan de un número distinto de variables, ya que siempre, en virtud del méto- 
do señalado, este caso puede reducirse al caso analizado anteriormente para las fun- 
ciones de una variable. 


20.5. SENTIDO GEOMÉTRICO DE LAS DERIVADAS PARCIALES 
Y DE LA DIFERENCIAL TOTAL 
Para una mejor evidencia geométrica y para no introducir nuevos conceptos, en 
este punto nos limitaremos al análisis de las funciones de dos variables. 
“Analicemos la función z = /(x, y), definida sobre el conjunto abierto y plano 
G, es decir, sobre el conjunto G que se encuentra sobre el plano R?. Sea (xp, Y9) € 


€ G y supongamos que en el punto (xg, yy) eisela derivada parcial HE - Su sentido 


geométrico se obtiene inmediatamente de la definición de la derivada parcial z, 


como una derivada ordinaria de la función /(x, y) por x para un y dado y del senti- 
do geométrico de la derivada ordinaria (véase el p. 9.3). En efecto, tomemos el 
circulo cerrado Q de radio 7 con centro en el punto (xy, Yo) Y que se encuentra en 
G ”. Sea una curva dada por la representación 

2= (Jo. Y= Yo Xr LXK 
es decir, la curva que se obtiene seccionando la gráfica de la función z = f(x, y), 


(x.y) € Q con el plano y = yọ (fig. 98). Como es conocido, Hey %9. 


-ew = tga, donde a es el ángulo formado por la tangente ala grå- 
bam 

fica dela función /(x, yy) en el punto (Xy, f (xo, Jo)) con el eje Ox, es decir, el ángu- 

lo formado por la tangente a la curva y en el punto (xo, g, (xg, Yo) con el eje Ox, 


De esta forma, 
ALI go, 


âx 
p” 
en esto consiste el sentido geométrico de la derivada parcial 2 ~ 


Tal circulo Q siempre existe. En efecto, según la definición de conjunto abierto, existe 
un ¿entorno U del punto (Xy, 7). tal que U C G. Entonces el circulo cerrado Q de radio 5/2 
con centro en el punto (xy. Jo). estará, a ciencia cierta, en G. 
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FIG. 98 


De forma análoga se establece también el sentido geométrico de la derivada par- 
cta 2er o? como tangente del ingulo de inclinación, formado por la tangente en 
PEA Yo» fo» Yo)) a la curva obtenida seccionando la gráfica de la función 
z = fix, y), (x, y) e Q por el plano x = xp con el eje Oy. 
En lo que respecta al sentido geométrico de la diferencial, entonces de las fórmu- 
las (20.20) y (20.9) para nuestro caso, es decir, cuando n = 2, obtenemos 


IEN = gt AX- xo) + BO — Y6) + olo), 90, 00.39) 
e AO, to = SO: Yo): 
La ecuación 
z= 29 + Alx Xp) + BO = y) (20.40) 
es la ecuación del plano que pasa por el punto Jo» Zo) Y Que no es paralelo al 
Se Oe. Como sabemos los coeficientes A y B w def Enel por ll: 
ción (20.39), además 
a Y, Bo Para 00.41) 


y, por lo tanto, el plano (20.40) se define univocamente por la relación (20.39). Este 
plano se llama plano tangente a la gráfica de la función z = f(x, y) en el punto 


os Yo! 20): 

De esta forma, llegamos a la definición siguiente. 

Definición 6: Se lama plano tongente a ia gráfica de la función fix, y) en el 
punto dado el plano tal que la diferencia entre su coordenada z y el valor de la fun- 
ción f(x, y) es una magnitud infinitesimal en comparación con p cuando p — 0. 


FIG. 9 


En virtud de (20.41) la ecuación de este plano tangente tiene la forma 
LA a xg + O y 1) aan 


En adelante (véase el t. 2, el p. 50.4) presentaremos otro enfoque del concepto de 
plano tangente. 

Suponiendo Ax = x = xo AP = 9 — Yg, el spundo miembro de la ecuación 
(20.42) lo escribemos en la forma 


Maun ar + LO ay, 


POE EE EE A -Jaya 
el punto (Xy, Yo) y Por esto la ecuación (20.42) puede ser escrita en la forma: 
z- Ey = de. 
De esta forma, geométricamente la diferencial total de la función en el punto 
(or Yo) es igual al incremento de la coordenada z del plano tangente a la gráfica de 
la función (fig. 
Más detalladamente, la diferencial 


de VOTO a + MO ay, axax- Xp AY == Yo 


coincide con el incremento en el punto x = x, + Ax,» = yy + Ay dela coordena- 
da z del plano tangente a la gráfica de la función en el punto (xp, Xy, Sy: Yo). 


20.6. GRADIENTE DE LA FUNCIÓN 


Supongamos que la función F(x, y) es diferenciable en el punto (xy, yy) y la cur- 
va y es tal que las funciones x = x(),y = (0), 0 < £ < b, que son su forma pa- 
ramétrica, satisfacen la ccuación 
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Fœ. y) = 0, 


es decir, por medio de ella está dada de forma implicita la curva y. Sean 1, € [a, b], 
Xo = xlo), Yo = YUo), Y las funciones x(1), y(r) diferenciables cuando  = tg, 

Diferenciando para ! = f la identidad F(x(), y(0) = 0, a < £ < b, ob- 
tendremos 


es decir, los vectores (x 4%). y UY (e e Ms 
y 

El vector a = (x;, »;), en el caso cuando es distinto de cero, como es conocido, un 

vector tangente a la curva y en el punto (xg, Yo) = (xl), P((9). El vector 


(Fe, Eee) s tama gradiente de la función F en ei punto 


(o Yo) y se denota por grad F (xg, yg). De lo dicho se deduce que el gradiente de la 

función Fes ortogonal a la tangente de la curva dada implicitamente por la ecuación 

F(x, y) = O. La recta, perpendicular a la tangente a la curva plana y que descansa 

en un mismo plano con ésta, se llama (véase el p. 17.3) normal a la curva dada. 
De esta forma, el gradiente de la función Fes colineal con la normal a la curva, 

dada por la ecuación F(x, y) = 0, en el punto correspondiente. 

En el caso de la función diferenciable f(x,, ... , X,), se llama su gradiente el vec- 
ôF Y 


tor 


20.7. DERIVADA RESPECTO A UNA DIRECCIÓN 

Las derivadas parciales de la función son derivadas “por la dirección de los ejes 
coordenados”. Es natural plantear la cuestión sobre la definición y el cálculo de la 
derivada respecto a cualquier dirección dada. Ante todo, definamos este concepto. 
Realicemos el análisis de esta cuestión en el ejemplo de las funciones de tres va- 
riables, 

Sea la función f definida en el ó-entorno U(Mp; 8) del punto Mg € R? y sea 
M, € U(Mo; 8). Tracemos una recta a través de los puntos M, y M, . Por dirección 
positiva sobre esta recta tomaremos la dirección del vector / = MGM;, es decir, la 
dirección desde el punto Mọ hacia el punto M. Para cualquier punto M de esta rec- 
ta, desígnemos por MM la longitud orientada del segmento con origen en el punto 
Mpy extremo en el punto M, es decir, la longitud de este segmento con signo positi- 
vo, si el vector M¿M tiene la misma dirección que el vector /, y con signo negativo en 
el caso contrario... 


Definición 7. límite, Ji, ZCO LO) si existe, se ama derivada dela 


unción f en el punto Myrespeco a la dirección del vector y se denota por ŽS. $ 


EN 


FIG. 100 


Sea ahora dado, en el espacio R?, un sistema de coordenadas x, y, z. Sean 
Mo = (xos Yo Zo), M = (x, Y, 2), AX = X — Xo, AY = Y — Yo, AL = Z — 20 Y 
s 2 MM. Hallemos la relación entre las coordenadas del punto M y la longitud 
oriendada s del segmento M¿M. Sean a, 8 y y los ángulos formados por el vector 
MGM, con los ejes Ox, Oy, y Oz respectivamente, entonces (fig. 100) 

X= xy "5008, Y = yg "50058, 2 Zo = 50057. 

Allo largo de la recta MoM, la función f es función de una variable s, más exac- 

tamente 

Syz) =f + 50050, Y+ 50058, zg +s cosy). 
La derivada de esta función según s (si naturalmente existe) es la derivada de la fun- 
ción J en el punto Mọ respecto a la dirección del vector MM, . 

'Señalemos que los cosenos directores cos a, cos £ y cos y del vector M¿M, a tra- 
vés de las coordenadas de los puntos Mp = (xy, Yọ, 20) Y M, = (ry, Yy, 21) € defi- 
nen de la siguiente forma: , 

osas 22, cosp A, co, 0 
P 
e AO AE 

La derivada respecto a la dirección se calcula según la regla de diferenciación de 
la función compuesta. Sea la función J(x, y, z) diferenciable en el punto (xy, Yg, 
DIA eo + 50080) Y =p RECOSb, z= 450087. 00.44) 

De aguerdo con la definición de derivada respecto a la dirección y la fórmula de 
la derivada de la función compuesta tenemos: 

NOD E 
ar MO MM 
Lixo + $ cosa, Yg + $ 0058, zo + s 0051) — SO Yy 20) a 


s 
-S| „YMY de , YM) dy , YM) dz 
ASE ax ds dy ds CIN 


382, $ 20. Derivadas parciales. Diferenciobilidad de las funciones 
pero de (20.44) se deduce que 


C 


de de 
q, grah g (20.45) 


por esto definitivamente 
UM) _ AMY _ UM AM) YM) 
al > > cosa + D cosp + a cosy. (20.46) 


Esta es la fórmula buscada. 

De esta forma, queda demostrado el teorema siguiente. 

Teorema 7. Sea la función f diferenciable en el punto (Xy, Yọ, zg). Entonces, en 
este punto la función f tiene derivada respecto a cualquier y esta derivada 
se halla por la fórmula (20.46). 

Es curioso señalar, que de la fórmula obtenida (20.46) para la derivada respecto 
a una dirección no se ve inmediatamente que esta derivada no depende de la elección 
del sistema de coordenadas. Esta independencia se deduce directamente de la defini- 
ción de derivada respecto a una dirección, de donde a su vez se deriva, que la parte 
derecha de la fórmula (20.46) no depende de la elección del sistema de coordenadas 
rectangular cartesiano y se determina sólo por los puntos Mọ y M,, o lo que es lo 
mismo, por el punto Mọ y el vector MGM. 

EI vezor con coordenadas LU MO., SMO sy a, como sibe 
mos, gradiente de la función f(M) en el punto Mọ y se designa por grad f. (Ya nos 
hemos encontrado con el concepto de gradiente de las funciones cuando analizamos 
las curvas dadas implicitamente: véase el p. 20.6.) 

De esta forma, si i, y k son versores coordenados, entonces 


maase is Aja Ma 


(20.47) 


E 


Con frecuencia resulta cómoda la utilización del vector simbólico de Hamilton * 
a 
K 
llamado nabla. Es la notación de una determinada operación que se debe realizar 
sobre una u otra función, 
Para la función /, según la definición, suponemos 
Y, ¡Y 


DA 
Yair ¡LE rl. 
s EG 


Formalmente esta igualdad se puede analizar como el “producto” del vector Y por 
el número f. Así, el grad f y Vf son las notaciones de una misma expresión. 


a a 
vell 
GUA 


% W. Hamilton (1805 — 1865), matemático irlandés. 
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Sea ahora el vector unitario, y, por lo tanto, } = (cosa, cos 8, cos y). Con ayu- 
da del gradiente, la fórmula para la derivada de la función f respecto a la dirección / 
se escribe de la forma siguiente: 


Y DA Y Y_ 
e lr ia A (20.48) 


donde en el segundo miembro se halla el producto escalar de los vectores, y grad /. 
De aquí, por cuanto / es un vector unitario, 


ES = Igradfl coso, 


donde y es el ángulo formado por el vector [y el grad /. De esta fórmula se ve que si 
en el punto dado 
2 
Igrad/1 = (2) + (2). E ET 
ax ay. az 

entonces la derivada de la función diferenciable respecto a la dirección, alcanza su 
valor máximo en una única dirección, y precisamente en aquella para la cual 
cosp = 1, es decir, en la dirección del gradiente. De esto se deduce que para la fun- 
ción dada del punto /(M), el gradiente en cada punto se determina univocamente 
por la propia función, y no depende de la elección del sistema de coordenadas, co- 
mo hubiera podido parecer de la fórmula (20.47). 

En realidad, ante todo, si el gradiente es igual a cero en un sistema de coordena- 
das cartesianas, entonces es igual a cero también en cada sistema de coordenadas se- 
mejante. En efecto, la igualdad a cero del gradiente en un punto, por la fórmula 
(20.48), es equivalente a la igualdad a cero en este punto de las derivadas respecto a 
todas las direcciones, lo último no depende de la elección del sistema de coordena- 
das cartesianas, por cuanto de esta elección no depende la derivada respecto a la di- 
rección. Si el gradiente no es igual a cero, entonces su independencia de la elección 
del sistema de coordenadas cartesianas se deduce directamente de su sentido geo- 
métrico demostrado anteriormente: la dirección del gradiente muestra la dirección 
del crecimiento más rápido de la función (es única), y su magnitud es igual a la deri- 
vada en este dirección. 

Tomemos ahora cualquier curva continuamente diferenciable, sin puntos parti- 
culares, que pase por punto (xo, Yo, Zo), Y al que el vector M¿M, sea su vector tan- 
gente. Designemos por s la longitud variable del arco de esta curva, medida desde el 
punto Mọ en una dirección tal que el vector M¿M, de la dirección positiva sobre 
la tangente. Si x = x(5), y = (5), z = 2(s) es una representación de esta curva, 
entonces, como sabemos (véase el p- Ss cosa, Z = cosg, E = cosy, 
es decir, también se cumple (20.45). Por esto, si se toma la derivada en el punto 
Go» Ya» Zo) de la función diferenciable f(x, y, z) respecto a la curva dada, es decir, 
cuando x = x(3), y = »(s),z = 2(5), dicho de otra forma, se toma la derivada de 
la función /(x(5), y(5), 2(5)) respecto a s, entonces para esta derivada será válida la 
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fórmula (20.46). Esto significa que la derivada en cierto punto dela función alo lar- 
80 de la curva, que pasa por el punto señalado coincide con la derivada respecto a la 
dirección de la tangente a esta curva en este mismo punto. 

Todo lo dicho se extiende a funciones de cualquier número n de variables 
(M3 2. Enunciemos sólo la definición de la derivada respecto a una dirección. 

Sea la función f(x) definida en un entorno del punto x® = (x[?, ... , x(0), y 
sea x = (xj?) ... , x(O) un punto de este entorno, xÙ y x, 

Tracemos una recta por los puntos x(0 y x(%. Su ecuación tiene la forma (véase 
(18,44) y (18.49) 


2 =xP + scossa (=1,2..,n, e <s< +0, 
donde cos a son los cosenos directores 
La GP xP... x 10 — 10), 


Analicemos la función dada f sólo en los puntos de esta recta, es decir, analice- 

mos la función 
SO + 50080), n., x + s cosa,). 

La derivada 3. de ta función ftx, a) en el punto x® en la dirección del 
punto x™, o lo que es lo mismo, en la dirección (cosa, ... , c05:,,), se define co- 
mo la derivada.. de a función compuesta SGP + sosa, n., x0 + 500507). 

En el caso, cuando la función f cs diferenciable en el punto x %, entonces, por la 
fórmula para la derivada de la función compuesta, tenemos en este punto 


TELL cai N 


Recordando la definición de gradiente de la función de n variables (véase el 
20.6), con ayuda del producto escalar de vectores n-dimensionales (véase 
(18.32)), la fórmula de la derivada de la función f respecto a la dirección del vector 
para cualquier espacio a-dimen 1sional R”, se puede escribir en la forma (20.48), es 


Y 
TAN 


donde h = (cosa, ... , cos p). 

Para concluir señalemos que del hecho de que la función en cierto punto tiene 
derivadas respecto a todas las direcciones, no se deduce que la función en este punto 
es diferenciable, Por ejemplo, la función 


0 si yax, óx=y=-0, 
sanf iy 4yo 
tiene en el punto (0, 0) respecto a cualquier dirección derivada igual a cero. Sin em- 


bargo, en el punto (0, 0) la función f es discontinua y de ningún modo diferenciable 
(fie. 101). 
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FIO. 101 


20.3. EJEMPLO DE LA INVESTIGACIÓN DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 
Con ayuda de las derivadas parciales se puede estudiar el comportamiento de las 
funciones de varias variables, de forma semejante a como se investigó el comporta- 
miento de las funciones de una variable con ayuda de su derivada. El problema de la 
búsqueda de los valores máximos y mínimos, lo estudiaremos más tarde, en los $ 40 
y $ 43, aquí nos límitaremos sólo a un ejemplo del estudio de una función de dos va- 
riables, que nos permitirk obtener una desigualdad útil para el futuro. 
Mostremos, que para cualesquiera a > 0, ò > 0,p > 1, y el número q, defini- 
do por la igualdad 
Lilas 20.49) 
» 


es válida la desigualdad 


e 
P 


Ante todo, señalemos que la ecuación (20.49), que relaciona a los números p y q, es 
equivalente a la relación 


(20.50) 


W-DMa-10)=1, (20.51) 
la que es equivalente a la condición 
00.52) 
Esto se establece comparándolos directamente. 
Para la demostración de la desigualdad (20.50), analicemos la función 
> 
ran=o-1-L, x>0 y>0 e.s) 
P q 
Calculemos sus derivadas parciales: 


àF aF 
= A Æ =x-y%-), Y 
E Eeey (20.54) 


256179 


FIO. 102 
De (20.51) se deduce que cuando x > Oe y 2 0, las ecuaciones 
y2-xP=1=0 (20.55) 
ximo 0.56) 
son equivalentes. De esta forma, los puntos (x, y), que satisfacen tanto la condición 
ae» - 0, como lo condición SE ¢x, y) = O descansan sobre la curva (20.55), 


©, lo que es lo mismo, sobre la curva (20.56). 
En virtud de (20.49) y (20.52), a lo largo de la curva (20.55) tenemos: 
xP o De 


A o. (0.57) 


Designemos ahora por G * el conjunto de todos los puntos, situados por encima 
de la curva (20.55) y sobre la propia curva: 
cy): a xP, xa o) 
y por G”, el conjunto de todos los puntos del primer cuadrante (incluyendo el eje 
Sala ASTE ORS 00A T oea aa 
Tiy:0< y ei, x>0. 


Por las fórmulas (20.54) para (x, y) € G*, y # x? Mienemos SE (x, y) > 0, 


y para(x, y) e G7,y + xP 1 respectivamente SE (x, y) > O (aqui se ha utiliza- 


do la equivalencia de las ecuaciones (20.5) y (20.56)). Por esto, a lo largo de cual- 
quier segmento, situado en el conjunto G * y paralelo al eje de las x (fig. 102), la 
A O O 3 
tonces . 

e F(x, y) < Fix, xP" 1) = 0. 


De forma análoga, sobre cualquier segmento, situado en el conjunto G ~ y para- 
lelo al eje de las y, la función F(x, y) también crece estrictamente. Por esto, si 
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(y) € G7 ey + xP” !, entonces otra vez 
Fr, y) < Fœ, xP- 1) =0. 


Dena Keni EI aT LE q q »< 
es. recordando la Torma de la función E (eos (0035), enanos si 
AO, eones 


. 
z cuando b+ aP- 1, 


abm ËT cuando b= ar-!, 
Pp a 
Así la desigualdad (20.50) queda demostrada. 
$ 21. DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIALES 
DE ÓRDENES SUPERIORES 


21.1. DERIVADAS PARCIALES DE ÓRDENES SUPERIORES 
Sea dada la función f(x, y). Entonces cada una de sus derivadas parciales (si na- 
turalmente existen) LED y EA, las que se llaman también derivadas par- 


ciales de primer orden, VIS Ln Paca 061 veias ope laca y 
Jos Jo tanto padda leas amena decidas paielikia; LA deceo RUAN 
y 


E a 


+= LS "4% 
Ds 


Las derivadas f, dy Sa z P Ee gundo orden. Ana- 
de éstas, obtendremos todas posibles derivadas par- 


y OO yO 
a a 


De forma análoga se definen las derivadas parciales de un orden arbitrario para 
las funciones de cualquier número de variables. 
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Definición 1. La derivada parcial (respecto a cualquiera de las variables inde- 
pendientes) de la derivada parcial de orden m — 1,m = 1,2, .-- , ° se llama deri- 
vada parciol de orden m. 

La derivada parcial, obtenida por la diferenciación respecto a distintos va- 
riables, se lama derivada parcial mixta (cruzada). La derivada parcial, obtenida di- 
Jerenciando sólo con respecto a una variable, se llama derivada parcial pura. 

El número de las distintas derivadas parciales cuando aumenta m, naturalmente, 
crece; sin embargo, resulta que para determinadas suposiciones muchas de ellas 
coinciden, precisamente, las derivadas parciales mixtes respecto a las mismas va- 
riables, no dependen del orden de diferenciación. 

Más exactamente tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema 1. Sea la función f(x, y), al igual que sus derivadas parciales f, Jy, foy 
Y yx, definida en un entorno del punto (Xy, Yo), además fry} f „son continuas èn es- 
te punto; entonces 


Lo 0: 10) =S 7): an 


DEMOSTRACIÓN. Sea la función f(x, y) definida, junto con sus derivadas /,, /,, 
Lay Y fa en el d:entomo del punto (xo, Yo) Y sean Ax y Ay fijados, tales que Ax? + 
$ AYT < 82. Designaremos, al igual que antes (véase el p. 20,1), por d simbolo A, 
respectivamente Ay, al incremento de la función f respecto al argumento x, respecti- 
vamente y, en el punto (Xp, Yo) *”. Introduzcamos la notación 


AgS = ALAS), Ayfa) 
y demostremos que asa Spf aa 
En efecto, 
Agf = Ala S) = ArU lo: Yo + Ay) = Sa JO = 

= L(g + Ax, Yo + Ay) = S (xg + Ax, IO — Lo Yo + AY) = S Co Yoli (21.3) 

análogamente, 
AS = AAS) = Uo + Ax, Yo + AY) = Sg Yo + A) = 

= Lixo + Ax, Yo) — S (Xo. Yol- as 
Comparando (21.3) y (21.4), nos convencemos de la validez de la relación (21.2). 

Hagamos ahora 


el) = flx, ya + Ay) = Si yo) 
entonces (21.3) se puede transcribir en la forma 
DS = Plta + Ax) — elo). 


den Coura comodidad de la notación, la propia función se considera derivada parcia! de or- 
pn cero. 


49 Para la función dada F(x, y) sus incrementos 4, y â, „ en el punto dado (xy, yy) se 
determinan porlas fórmulas A, F(x. y4) = F% + Ax, o) — FOJ). A, FOs Yo) = 
= Fia Yo + AY) — FO Yod- 
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Debido a que en el entorno analizado del punto (xy, yg) existe la derivada parcial fy, 
la función æ (x) es diferenciable sobre el segmento con extremos en los puntos xg y 
Xg + Ax. Del teorema de Lagrange sobre los incrementos finitos, se deduce que 
Agf = 9'(xp + 0,Ax)Ax, 0<0,<1. 
Pero g'(x) = £,(%, Yo + Ay) — Slx, Jo). Y pOr esto 
Ay) = Ug + 0,8x, yy + Ay) — felg + 0,x, yo) JAx. 
Aplicando otra vez el mismo teorema de los incrementos finitos, pero ahora respec- 
to a la variable y, tendremos 
ALS = f(x + 0,8%, 99 + ayara 
0<0 <1, 0<8<1. 81.5) 
De un modo completamente análogo, suponiendo ¥ (7) = f(xg + Ax, y) — fxg, Y) 
tenemos 
Apa = VOo + AY) = VOo) = Y Op + Ayayay = 
= [f, (Xp + Ax, Yo + 9103) — Syo Yo + 010y)]Ay = 
= falo + Oy Ax, Yo + OAY)Ax dy, 0<0,<1, 0<0,< 1. (21.6) 
Por (21.2), los primeros miembros de las igualdades (21.5) y (21.6), son iguales 
entre si, por lo tanto, son iguales también los segundos; igualándolos y simplificán- 
dolos por AxAy, cuando Ax + 0 y Ay + 0, obtendremos 
Soot AX, Yo + 028)) = Jj (xp + 0442, Yo + 0,4y), 
0<9,<1, 1=1,2,3,4. (21.7) 


Por la continuidad de las derivadas parciales /,, y /,, en el punto (Xy, yo), pasan- 
do en (21.7) al límite cuando Ax — 0, Ay — 0, obtenemos (21.1). O 

OBSERVACIÓN 1. Del teorema demostrado, por inducción, es fácil deducir, que si 
para una función de n variables, las derivadas parciales mixtas de orden m son con- 
tinuas en un punto, entonces no depende del orden de diferenciación. 

Esto se deduce del hecho de que dos sucesiones cualesquiera de diferenciación, 
que se diferencian sólo en el orden de diferenciación (es decir, tales que respecto a 
cada argumento fijo contienen el mismo número total de diferenciaciones), se puede 
convertir una en otra con un número finito de pasos, en cada uno de los cuales se 
cambia el orden de diferenciación respecto a dos variables, y las restantes permane- 
cen fijas. De esta forma, en cada paso, de hecho, se analiza el cambio del orden de 
diferenciación de la función que tiene sólo dos variables, es decir, en este caso nos 
encontramos en las condiciones del teorema demostrado anteriormente. Así, el caso 
general se reduce al caso de las funciones de dos variables. 

Aclaremos esto en un ejemplo. Demostremos, por ejemplo, que 


Lan = Lage 
Por lo dicho anteriormente, tenemos la sucesión 


Lore" Vdr = Ud = iy = Vid = Vo = o v fon 
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OBSERVACIÓN 2. Para concluir este punto señalemos, que, a primera vista, el teo- 
rema demostrado puede parecer que no tiene mucho contenido: para juzgar, si tiene 
lugar la igualdad f, =f,,, es necesario, según este teorema, comprobar la 
continuidad de las funcions /,, y f,,, y para esto parecería necesario conocerlas, 
pero si ya las conocemos, entonces sin ningún teorema podemos aclarar si son 
iguales o no. No obstante, el teorema 1 tiene sentido. El problema es que sobre la 
continuidad de una función se puede juzgar algunas veces a base de ciertos teoremas 
generales, sin tener que recurrir al cálculo concreto y a la investigación de la propia 
función. Así, sabemos que todas las funciones elementales de varias variables son 
continuas en sus dominios (véase el p. 19.4). Por otra parte, las derivadas parciales 
de las funciones elementales, también son elementales, por esto, si por ejemplo, la 
derivada de cierta función elemental está definida sobre un entorno de cualquier 
unto, entonces esta derivada también es continua en cada punto del entorno 
señalado. 


Problema 18, Demuéstres que si la función /(x, y) está definida junto con sus derivadas 
parciales ./, Y fy, en un entorno del punto (xy. Y), además la derivada parcial /,, es conti- 
ua en el punto (3, Yọ), entonces en este punto existe la derivada parcial J, Y 

La: 0) = Ly o: 0): 

La función que tiene en un punto (O, respectivamente, sobre un conjunto abier- 
to) derivadas parciales continuas de todos los órdenes hasta un cierto orden m inclu- 
sive, se llama m veces continuamente diferenciable en este punto (sobre este conjun- 
10). 

Señalemos que para que la función tenga en el punto (sobre un conjunto abierto) 
derivadas parciales continuas de todos los órdenes hasta un cierto orden m inclusi- 
ve, es suficiente que tenga en este punto (sobre este conjunto) derivadas parciales 
continuas de orden m. En efecto, de la continuidad de todas las derivadas parciales 
de orden m en el punto (sobre un conjunto abierto), según el corolario del 
teorema 3 en el p. 20.2, se deriva la continuidad de todas las derivadas parciales de 
orden m — 1, en el punto analizado (sobre el conjunto analizado). De la conti- 
nuidad de las derivadas parciales de orden m — 1, se deriva (en el caso m > 1) la 
continuidad de las derivadas parciales de orden m — 2, etc. 
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La función de 2n variables xų, ..., Xy, y» -+ + Ys 0, lo que es lo mismo, de los 
pares ordenados de puntos del espacio n-dimensional x = (x, --. ,X,), y = 
= Op +e » Ya) del tipo 


AW, y) = A 


m= E te 

aftr 
donde a,, son números dados (i, k = 1,2, ... , n), se llama forma bilineal de x e y. 
Este nombre se explica por el hecho de que si uno de los puntos x o y es fijo, enton- 
ces la función será lineal respecto a las coordenadas de los puntos restantes. 

La función A (x, x) se llama forma cuadrática, correspondiente a la forma bili- 
neal dada A(x, y): 


% 
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AX) F e 


Lea 


Ax) = Al. 


En el caso cuando ap k = 1,2, ...., m, la forma bilineal A (x, y) yla for- 
ma cuadrática A (x, x) correspondiente a ela se llaman simétricas. 
Por ejemplo, el producto escalar de dos vectores x = (x, x; 
= Oir Jan = » Ya) del espacio euclideo n-dimensional R” 
I) S AV, + Xa E Y 


es una forma bilineal simétrica de los puntos x = (x, x; Vey = Oyra- 
0: yl ponien do la lomglcud del vector Lal L oA i Ae 


ey. 


izl? ma? tag t tad 


En el futuro, para comodidad de la exposición, denotaremos las diferenciales no. 
sólo por el simbolo d, sino también por el símbolo 3, por ejemplo, escribiremos no 
sólo 


de pa o, sino también den qt t Say, 


además, a la diferencial de cualquier función la llamaremos bala, su primera di- 
ferencial. 

Supongamos que la función z = z(x, y) tiene continuas las primeras y segundas 
derivadas parciales sobre cierto conjunto abierto y plano G (tales funciones, por la 
definición del punto anterior, se llaman dos veces continuamente diferenciables 
sobre el conjunto G). De la continuidad sobre el conjunto G de las derivadas par- 
ciales y H + Se deduce, como sabemos (véase el teorema 3 en el p. 20.2), la dife- 
renciablidad de la propia función z(x, y) en cada punto de este conjunto. De esta 
forma, para todos los puntos (x, y) € G está definida la diferencial 


dex, y) dal, y) 
E ES 


Por cuanto, según las suposiciones hechas, las derivadas parciales 2È y > 


tienen sobre un o abierto derivadas parciales continuas 
=(5- e E E) - 

ala) ax? ay kar) ar * 

03 Pe a fa Pe 


== ay * yy) y 


entonces, por el teorema 3 del p. o también son diferenciables sobre el 
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conjunto G. Por esto, la diferencial dz, analizada como función sólo de las variables 
Xe y. a su vez, es diferenciable sobre el conjunto G de la función. Calculemos la di- 
ferencial de la primera diferencial dz, considerando a dx y dy fijas, y el punto (x, ») 
perteneciente a la región G: (x, y) € G, en este caso, la nueva diferenciación la de- 
notaremos por el simbolo 5: 


o) (as Z o)- (jas (jo > 
(8% 


ee Pe ez 
bx + -> by dx == de + byjdy = 
aa JE ay 0 
z 
- EL ab a (dxdy + åxdy) + E ayi». 


Llamemos la atención al hecho de que la continuidad de las segundas derivadas 
ha sido utilizada no sólo para que los cálculos tuvieron sentido (e de 


para que 


ò: 
en todos los puntos analizados existieran las diferenciales 6 z yö 5) sino tam- 
y 


bién para que en el proceso de cálculo no se presentara atención al orden de la dife- 

renciación. En efecto, fue demostrado (tags dl Re que en el caso de conti- 
z z 

nuidad de las derivadas parciales mixas Z$, y “33 

para su designación puede ser utilizado un mismo símbolo, lo que ha sido hecho en 

los cálculos sev alados. 

Como resultado se ha obtenido la forma bilineal simétrica de las variables dx, 
dy, $x, dy. Suponiendo dx = dx, dy = dy, obtendremos su correspondiente forma 
cuadrática, la que se llama segunda diferencial de la función z = z(x, y) en el pun- 
to dado (x, y) € G y se designa por dz. 

De esta forma, hemos llegado a la siguiente definición. 

Definición 2. Se:llama segunda diferencial d?z de la función 2 = f(x, y) en el 
punto dadó la forma cuadrática de las diferenciales dx y dy de las variables indepen- 
dientes, correspondiente a la forma bilineal de la diferencial de la primera diferen- 
cial, es decir, 


, éstas coinciden, por esto 


Pe Pe 
Pa 142 Han. 
den gat Ty axdy + dy (21.8) 


En la pråctica, durante el cálculo concreto de las diferenciales con frecuencia se 
simultanean ambos pasos, o sea, el cálculo de la diferencial de la diferencial ô (dz) y 
la igualación de las diferenciales de los argumentos èn las sucesivas diferenciacion 
öx = dx, ôy = dy. Por ejemplo, sca z = x? cos!y y se pide hallar dz. Sucesivs 
mente tendremos: 


dz = 3x? costydx — x? sen2ydy, 
d?z = 6x cos? y dr? — 3x? sen 2y dx dy — 3x? sen 2y dx dy — 2x? cos 2y dy?= 
= 6x cos? y dx? — 6x? sen 2y dx dy — 2x? cos? 2y dy? 
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De forma análoga, durante la continuidad de las derivadas parciales de tercer or- 
den, se puede calcular también la diferencial de la segunda diferencial 5(d?2), des» 
pués de lo cual, suponiendo ĉr = dx y ĉy = dy; obtendremos por definición la 
tercera diferencial. Por induéción se define también la diferencial de urden 
(m + 1) 87 + 1z, m = 1, 2, -+ De forma más precisa, en la suposición de que son 
continuas todas las derivadas parciales hasta del orden m + 1 inclusive, de la fun- 
ción dada sobre un cierto conjunto, para obtener su diferencial d" + 1z, es necesa- 
rio tomas la diferencial de la diferencial d™z de orden m: 3(d”2) y hacer dx = dx, 
dy = dy. En este caso, para las diferenciales de orden m = 1, 2, + será válida la 
fórmula A 


az 
mz = dx k dy*, 15 
ne) a no aa 
con frecuencia se escribe simbólicamente en la forma siguiente que es más cómoda 
para ser recordada: 


ar € ala) ja) CEG 
ra (a+ 0) 14» A 
Demostremos la fórmula (21.9) por inducción. Param = 1, evidentemente es 


cierta. Supongamos que sea válida para cierto m, mostremos su validez para m + 
+ 1. Tenemos 


dz) = 

S mra m = k dyk l anik m= k k 
ÓN AA e ep ww). 
A, 

Hagamos åx = dx y dy = dy; entonces 

m + S gosi meke 

a e Y) e hola 


ps 
EE a 
$ Y A ATI. 
m, 
Sustituyamos en la segunda suma el indice de la adición p por k — 1 y observe- 
mos que CÈ + CE- 
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A ENTI 
- ) TAO 
E 


"OBSERVACIÓN. Se debe tener en cuenta que si se tiene una función compuesta 
z = f(x, y), donde x = x(u, v), y = (u, v), entonces la segunda diferencial de la 
función f, expresada por las diferenciales de las variables x e y, ya no tendrá, en ge- 
neral, la forma (21.5) y tendrá, como regla, una forma más compleja. De esta for- 
ma, en el caso de la diferencial de orden superior (es decir, de orden mayor o igual a 
dos) no tiene lugar la invariancia de la forma de la diferencial respecto a la elección 
de las variables. Para convencerse de esto, calculemos en el caso analizado la segun- 
da diferencial de la función z = f(x, y), donde x = x(u, v), y = y(u, v). Por la 
invariancia de la forma de la primera diferencial tenemos 


a de 
=Z dr + Edy 
den tta” 
Más adelante, calculemos la diferencial 5(dz), considerando que du = du, 
Bu = dv. Utilizando la invariancia de la forma de la primera diferencial respecto a 
la elección de las variables durante los cálculos de ($) ys 2); 


aN Pz p, Pt 
EY ý 
e ata > 
(3 Pz ae 
5) ay tr 
y notando, que la diferencial 5(dx), es la diferencial de la función, y por lo tanto, en 
general, no es nula, obtendremos 


snol, ao), 
kis 
(3 dz 
-à AE ba 
Pz lo Ar ÎE y2 
Pt aas id Hr E dxs Eann 


En la práctica también en este caso ambas operaciones — cálculo de las diferen- 
ciales e igualación de las diferenciales ¿u = du, du = dv — se realizan simultánea- 
mente, es decir, la notación 5(d2) lr . ax , se considera equivalente a la nota- 


+. 

ción d(dz). 
Todo lo dicho, en particular, la definición de las diferenciales de Órdenes supe- 
riores, de una forma natural se extiende a las funciones de un gran número de va- 
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riables. Señalemos que la diferencial de orden m de las funciones de n variables 
Y = Yı» +=» » Xp) tiene la forma 


ES a ym 
a ye (Zeite) 1% 


g Qu 
Esta fórmula se demuestra de forma análoga a la fórmula (21.10). 


Ejercicios. 1. Hállense las derivadas parciales de primer orden de la función z = muje 


2. Hállese la diferencial total de la función u = z”. 
3. Hállense todas las derivadas parciales de segundo orden de la función, 


u = zsenge y) + y cosb + y). 
4. Hállese dz, six =F ing? + yò). 


5. Hállense las derivadas de los dos primeros órdenes de la función w = f(u, v), donde 
ur yo 


CAPÍTULO TERCERO 
CÁLCULO INTEGRAL 
DE LAS FUNCIONES 
DE UNA VARIABLE 


$ 22. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES 
DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 


22.1. PRIMITIVA E INTEGRAL INDEFINIDA 

En este párrafo se analiza el problema de hallar una función para la cual la fun- 
ción dada es su derivada, 

Definición 1. Sea la función f definida sobre un intervalo A, finito o infinito, del 
eje numérico R, es decir, sobre un intervalo, intervalo semiabierto o segmento *. 

La función F definida sobre este intervalo se llama función primitiva (o sencilla- 
mente primitiva), de la función f sobre A, si 

1) la función F es continua sobre el intervalo ô, 

2) en cualquier punto del intervalo A, excepto un conjunto finito Ey 
C A, la función F tiene derivada, iguel al valor de la función f en este 

F = 0) XEAN Ej. en 

A veces en lugar de “primitiva de la función dada” se dice “primitiva para la 
función dada”. 

En los puntos del conjunto E) la función F, siendo obligatoriamente continua 
puede tener O no derivada, y además, si la derivada existe, entonces F'(x) # f(x), 
ref 

El conjunto E, puede ser, en particular, un conjunto vacío. 

Ejemplo. Pará la función /(x) = signx (véase cl p. 5.2) la función F(x) = Ixl, 
=œ <x < +00, es primitiva. Aquí el conjunto Æ, está compuesto por un punto, 
el cero: Eppa = (0). Para cualquier punto x + O'iene lugar Ixl” = sign. 
Señalemos que la función F(x) = |x| es también primitiva de la función 

1 cuando x>0, 
sme fa cuando x< 0, 


que se diferencia de la función f(x) = sign x por su valor en el cero. 
En este ejemplo se ve que una misma función F puede ser primitiva para diferen- 
tes funciones f, no obstante, en virtud de la condición (22.1) estas funciones f 


% Si el intervalo analizado es un segmento, entonces por supuesto, puede ser solamente 
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pueden diferenciarse una de otra sólo en los valores sobre un conjunto finito de 
puntos (que depende de las funciones escogidas). 

Es evidente que si la función Fes un primitiva de la función f sobre cierto inter- 
valo A, es decir, Fes continua sobre A y en todos sus puntos menos cierto conjunto 
finito se cumple la condición F'(x) = f(x), entonces para cualquier constante C, la 
función F(x) + C también es continua sobre el intervalo A y en todos sus puntos 
menos el conjunto finito indicado se cumple la condición 

(EG) + CY = FU) + C = fO), 
es decir, la función F(x) + C también es primitiva de la función f sobre el inter- 
valo A. 

Por otro lado, si las funciones F y 4 son primitivas para la función f sobre elin- 
tervalo A, es decir, F y ẹ son continuas sobre el intervalo A y en todos sus puntos cx- 
cepto los conjuntos finitos E, p y respectivamente Ey, y se cumplen las condiciones 

FO) =J y 46) =0, 


entonces para todos los puntos del intervalo A excepto el conjunto E,, p U Ey, 4, Se 
cumplirá la condución 


Fa) = fœ) = 4%) 
y además, el conjunto E, p U Ey, q donde esta condición se altera, es finito como la 
unión de dos conjuntos finitos. 
De aquí, en virtud del corolario 2 del teorema 3 del p. 11,2 se deriva que las fun- 
ciones F y € se diferencian sobre el intervalo A sólo en cierta constante C: 


bx) =F0)+C, xes. (22 


Asi pues, si la función F es cualquier primitiva de la función f sobre el intervalo 
A, entonces cualquier función $ del tipo (22.2) también es primitiva de la función f y 
cualquier primitiva de la función / es representable en la forma Fx) + C. 

Definición 2. El conjunto de todas las primitivas de la función f definidas sobre 
cierto intervalo A se llama integral indefinida de la función f sobre este intervalo y se 
denota por 


[So0ax. 02.3) 
El simbolo | se Mama símbolo de la integral, f(x) función subintegral (inte- 


grando). 
Si F es cualquier primitiva de la función f sobre A, entonces se escribe 


[Sodax = Fo) + C, (22.4) 
aunque sería más correcto escribir 
$400 4x = (Fu) + C). as 


Como se acepta usualmente, utilizaremos la escritura (22.4). Asi pues, un mismo 
simbolo ( f(x)dx denotará tanto todo el conjunto de primitivas de la función f 
como cualquier elemento de este conjunto, es decir, cualquier primitiva de la fun- 
ción J. 
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Es necesario, no obstante, tener en cuenta que cualquier igualdad en ambos 
miembros de la cual aparecen integrales indefinidas, es una igualdad entre conjun- 
sos 

Bajo el signo de la integral se escribe para mayor comodidad no la propia fun- 
ción f sino su producto por la diferencial dx. Esto se hace ante todo para indicar res- 
pecto a qué variable se busca la primitiva. Por ejemplo, 

[rr o | rue = EE +a 


aqui en ambos casos la función subintegral es igual a x?z, pero sus integrales indefi- 
nidas en los casos analizados resultan diferentes: en el primer caso se analiza como. 
una función de la variable x y en el segundo como una función de z. 

Otras comodidades que se derivan de la utilización de la notación [| f(x)dx, se- 
rán indicadas en el futuro (véase al cambio de variable en la integral, eh el p. 22.3). 

Si Fes una primitiva de la función f sobre el intervalo A, entonces por la defini- 
ción 2 en la fórmula (22.3) bajo el signo de la integral aparece la diferencial de la 
función F en los puntos x 6 A N Ej: 

dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx. 


Consideraremos a base de la definición que esta diferencial bajo el signo de la in- 
tegral se puede escribir en cualquiera de las formas indicadas, es decir, según este 
acuerdo 

fax = | Fitddx = | dFL). 02.6) 


PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Supondremos que todas las funciones analizadas están definidas sobre un mis- 
mo intervalo finito o infinito A. 

1°. Sea la función F continua sobre el intervalo y diferenciable en sus puntos in- 
teriores; entonces 

| aF(x) = Fœ) + C, 
o, lo es lo que mismo, véase (22.6): 
| F'in)dx = Fa) + C. 

La validez de esta igualdad se deriva de la definición de integral indefinida como 
conjunto de todas las funciones continuas sobre el intervalo dado A cuya diferen- 
cial (en los puntos x € A \ Ej) aparece bajo e signo de la integral (véase (22.6), y 
de la forma general (22.2) de todas las primitivas de la función dada. 

2". Supongamos que la función f tiene primitiva sobre el intervalo A; entonces 
para cualquier punto interior del intervalo A tiene lugar la igualdad 


d | fix)dx = foja. 
En la fórmula dada por integral | f(x)dx se entiende cualquier primitiva F de la 


gustas. La validez de esta fórmulá es evidente en virtud de la definición de primi- 
iva, 
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3°. Si las funciones f, y fy tienen primitivas sobre A, entonces, la función f, + fy 
también tiene primitiva sobre A, y además 
[LO + AI: = | Aida + | hdx (22.7 


Esta igualdad expresa la coincidencia de dos conjuntos de funciones y significa 
que la suma de primitivas cualesquiera para las funciones f y fes una primitiva pa- 
yal función 4 E La que sora salis pira función f, + fs 


LIS: 

La propiedad de la integral expresada por la fórmula (22.7) se llama oditividad: 
de la integral con respecto a las funciones. 

Sea | //(0)dx = F,(x) + Cy, [/,6)dx = F,(x) + C3 y, por consiguiente, 
las funciones F, y F son continuas sobre el intervalo A y en sus puntos x € 4 \ Ej, 
se cumple la condición F¡(x)-= f, (x) y en los puntos x€ â N E la condición 
F(x) = f(x), donde Ey, y E, son ciertos conjuntos finitos. 

Hagamos F = F, + Fy. Entonces la función Fes continua sobre el intervalo A 
como suma de las funciones F, y F, continuas sobre este intervalo y para cualquier 
punto x€A N (E,, U Fp) tiene lugar la igualdad 

Fx) = IF) + FLO) = Fj) + F) = 4,60) + 4,60, 
y además, el conjunto Ey, U Ey, para los puntos del cual esta igualdad no se 
cumple, es finito, como. de dos conjuntos finitos E,, y Ep- 

Esto significa, que F es la primitiva para la función /, + / sobre A, por esto 

(LLO) + hdx = F) + C = Fi) + Fox) + Co 

De esta forma, la parte izquierda de la fórmula (22.6) está compuesta por las 
funciones del tipo F; (x) + F,(x) + C la parte derecha, por las funciones del tipo 
F,(x) + C, + F,(x) + Cz. Por la arbitrariedad de las constantes C, C, y C}, estos 
conjuntos coinciden. O 

4°. Si la función f tiene primitiva sobre el intervalo A y k es un número, entonces 
la función kf también tiene sobre A primitiva, además cuando k + 0 es válida la 


igualdad 
f dde = k | f)dx. (2.5) 
En efecto, sea | f(x)dx = F(x) + C, es decir, Fes continua sobre el intervalo 
A y en todos sus puntos, excepto un conjunto finito Ej, se cumple la condición 
FM) =S), xea N Ep 


Entonces, la función / también es continua sobre este intervalo y en todos los pun- 
tos x € A N Ep tiene lugar la igualdad (KF(X)]" = kF“(x) = k/(x). Esto significa 
que la función kF es primitiva para K/, y por esto | kf(x)dx = KF(x) + Cy. 

De esta forma, la parte izquierda de la fórmula (22.8) es un conjunto de fun- 
ciones del tipo kF(x) + C, y la derecha está compuesta por funciones del tipo 
KIF) + C] = kF(x) + kC. Por la arbitrariedad de las constantes C y C;, a con- 
dición k + O ambos coinciden. O 

Corolario Qinealidad de la integral). Si las funciones f, y f, tienen primitivas 
sobre el intervalo A y A, € R y A, € R son números tales que Mi + M > O entonces 
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la función Af, + Mf; también tiene primitiva sobre A y además 
$ 04,00 + Df ONde = A, | Ade + » | addr. 
Esto se deduce directamente de las propiedades 3° y 4%, 
La cuestión sobre la existencia de la primitiva se estudiará algo más tarde (véase 


el p. 29.2) y ahora analicemos los métodos más simples del cáleylo de las primitivas 
para las funciones elementales. 


Ejercicio 1. Demuéstrese que para la función sign x no existe una función F tal que para 
todos los x e R se cumpla la igualdad f'(x) = signx. 


22.2. INTEGRALES DE TABLA 

La operación de hallar la integral indefinida de una función dada llamada in- 
tegración es la operación inversa a la diferenciación, es decir, a la operación de 
hallar por una función dada su derivada (véanse las propiedades 1 y 2 de la integral 
indefinida en el p. 22.1). Por esto, cualquier fórmula que expresa la derivada de una 
u otra función, es decir, del tipo F (x) = f(x) puede ser invertida (escrita en forma 
de fórmula integral): 

[404% = Fu) + C. 


Utilizando esta idea escribiremos la tabla de valores de una serie de integrales in- 
definidas, que se obtiene directamente de la tabla correspondiente de las derivadas 
de las funciones elementales (véase el $ 9) 
1. | xede E = 
x+ 
Si el número a es tal, que la potencia x” tiene también sentido para todos los 
x € 0, entonces la fórmula 1 es válida sobre cualquier intervalo. Por ejemplo, la 


fórmula 3 
f retro 
3 
es válida sobre todo el eje numérico. 


No obstante, para la integral ya no es posible escribir al fórmula única, 


válida para todo su dominio, es decir, para todo el eje numérico, de cual se excluye 
el cero. En este caso tenemos: 
1 
-2+C, para x<0. 


de 
z7 
z 


2f E-n + C sobre cualquier intervalo sobre el cual x + O. 


+C x>0 ar-l 


-isa para x> 0, 


>] na +0 a>0, a+ 1. En particular, | e%dr =e* + C. 
a 


a. f senrde = — cosx + O 
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5. | cosxdx = senx + C. 
de 

6. E er +a 

7. de 

A On 

8 made chos 


9. | casar mx + c 


de 
10. -ax+C 
C 


dx 
UN = —cthx + C 
mx 5 


= arsenž + Ca -arccos Ž + C, Ixl < lal. 
a 


de 
== " In ix + Vx Ta a?) + C, y además, cuando bajo la raiz 
var 


aparece x? — a? se supone que Ix! > lal. 

Claro, se sobreentiende que si el denominador de la función subintegral se anula 
en cierto punto, entonces las fórmulas escritas serán válidas sólo para aquellos inter- 
valos en los cuales no se anula el denominador indicado (véanse las fórmulas 2, 6, 
7, 11, 13, 15). Esta observación se refiere también a las situaciones análogas que nos 
encontraremos en el futuro y que no serán comentadas especialmente cada vez, 

Lo que las derivadas de las funciones que aparecen en las partes derechas de es- 
tas fórmulas son las expresiones subintegrales correspondientes se comprueba direc- 
tamente diferenciando (véanse los ejemplos en el $ 9). 

Con ayuda de las integrales 1-15 llamadas usualmente integrales de tabla y las 
propiedades de la integral indefinida demostradas anteriormente, se pueden expre- 
sar las integrales de funciones elementales más complejas también con funciones 
elementales. 

Por ejemplo 


Scosx +2 3x? + 


Jæ- 


A f a-s f rare f E-a fai- 


= Ssenx + 2x x? + im lx] — 4 arctgx + C. 
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Señalemos que para cualquier polimonio de grado n existe la primitiva y es un 
polimonio de grado n + 1, más exacto, 


[Oy + ax + ae... + 0, x%)dx = 


Esto se deduce de las propiedades 3 y 4 de la integral indefinida (véase el p. 22.1) 
y de la fórmula 1 de este punto. 

Si la primitiva de cierta función f es una función elemental, entonces se dice que 
la integral | f(x)dx se expresa con funciones elementales o que esta integral se cal- 
cula. 


22.3. INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN 
(CAMBIO DE VARIABLE) 

En este punto y en el siguiente se analizarán dos propiedades de la integral inde- 
finida que a menudo resultan útiles en el cálculo de las primitivas de las funciones 
elementales. 

Teorema L. Sean las funciones f(x) y (1) definidas respectivamente sobre los. 
intervalos Ayy By, P(A) C Ay, la función f tiene sobre A, la primitiva F(x) y, por 


consiguiente, 
[Side = Fo) + C, (22.10) 
Ey un conjunto finito tat que E C à, y para todos tos x € â N Ese cumple 
1 
a F'O) = f0). 


Si la función y es continua sobre el intervalo A,, es diferenciable en todos sus 
puntos a excepción de cierto conjunto finito y la prelmagen total y” (Ej) del con- 
Junto Ey también es un conjunto finito, entonces la función fle (1) w (0) tiene la 
primitiva Flo (1) sobre el intervalo A, y por esto 

[API (Det = Fie) + C mn 


DEMOSTRACIÓN. Las funciones /(x) y F(x) están definidas sobre el intervalo A, y 
por la condición del teorema es válida la inclusión p(A,) C 4,, por lo que tienen 
sentido las funciones compuestas /[p(1)] y Fl (1)]. Según las condiciones del teore- 
ma, la función y es continua sobre el intervalo 4, y existe un conjunto finito — 
degoroo por E, — ta que ia fuzción w es diferncabo en todo los putos e 

Por consiguiente, la función F9(£)] es continua sobre 4, como la com- 
ol de rca coo y pr e e ran ds E farc 
compuestas, para todos los puntos £ € A, \ [E, U p”!(E/] tiene lugar la igualdad 
de) del) 

e. 


y además, el conjunto £, U p—' (Ep), donde la igualdad indicada no tiene lugar, es 
un conjunto finito como la unión dé dos conjuntos finitos E, y p”!(E/). Esto signi- 


£ Feoi = 


22.3. Integración por sustitución (cambio de variable) w 


fica que la función f lẹ (r)}ø (r) tiene en calidad de una de sus primitivas la función 
Fle(1)]. De aquí se deduce inmediatamente la fórmula (22.11). O 

La fórmula (22.9) a menudo se aplica en la práctica para el cálculo de integrales. 
Para mayor comodidad de su utilización démosle una forma algo diferente. Obser- 
vando que 


[LOA a pu = FU) + Chy a pi = Flo lo] + C, 
transcribamos la fórmula (22.9) en la forma 
E IS man 


De aqui se ve que se puede inicialmente calcular la integral | /(x)dx y luego en lugar 
de x poner la función p(1). Esta fórmula usualmente se llama fórmula de integra- 
ción por sustitución. Su parte izquierda se puede escribir de otra forma según la 
igualdad 


[Mewe war = | flodet). 

Señalemos además, que resulta conveniente utilizar la fórmula (22.12) en el or- 
den inverso, es decir, de derecha a izquierda. Precisamente, a veces resulta cómodo. 
el cálculo de la integral 

[£)dx 
con ayuda del cambio de variable correspondiente x = y(1) reducirlo al cálculo de 
la integral 


[Ateo ar 


(si esta integral en algún sentido es **más simple” que la inicial), es decir, utilizar la 
fórmula (22.12) en la forma 


jsd = [HAIR a ¿100 (22.13) 


Esta fórmula se deduce directamente de (22.12) si en ambas partes hacemos el 
cambio de variable £ = w~ ' (x), donde y”! como siempre denota la función inver- 
sa a la función ø. Para que la función p”"! exista, en complemento a las condiciones 
del teorema 1 es suficiente, por ejemplo, exigir que sobre el intervalo analizado la 
función y sea estrictamente monótona. En este caso, como es conocido (véase el 
p. 6.3) existirá la función inversa univoca p” 

La fórmula (22.13) usualmente se llama fórmula de integración por cambio de 
variable. 

Ejemplos. 1. Paraelcálculo delaimtegral [cosaxdxes natural hacer la sustitución 
u = ax, entonces 


senax 
a 


f corava = 2 | cosudu = $ senu + € = +C, a#0. 


z 


i xdx ü ddi 
2. Para el cálculo de integral f 3p g7 © cómodo aplicar la sustitución 
u =x? +a? 
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jhe +a) +C. 


3. Al calcular las integrales del tipo j + olx) + O, cs útil la sustitu- 
e 
ASA E dow) 
e 
dx= — 2 hl I Cc 
f +0 j +6) did 
Por ejemplo, 
tg Limo + C, 
cosx 
x’ 
as 8) 
¡ej 8 pagos 
rer m 
"r veg 2 
4. Las integrales del upo | = a + 0, en el caso cuando la 
Var + bre 
expresión subradical es no negativa sobre cierto intervalo ”, fácilmente se reducen, 


con ayuda de un cambio de variable a integrales de tabla. 
En efecto, observando que ax? + bx + e = o(s + 


T” 

+ e = È? , naga- 

) da: aga 

mos el cambio de variable £ = VTAT (e+ E) y vongamos a = e = $ . en- 
7) 


2a, 


z 
tonces dx = ET Y en Virtud de la fórmula (22.11) obtendremos 


de 1 de 
(ka me 
(frente a r aparece el signo "+" sia > Oy el signo “sia < 0). La integral que 
aparece a la derecha, es de tabla (véanse las fórmulas 14 y 15 en el p. 22.2). Hallán- 
dola por las fórmulas correspondientes y regresando de la variable / a la x obtendre- 
mos la integral buscada. 
Con un método semejante se calculan las integrales del tipo 


0 
at+b+ro 


(véase esto en el p. 24,1). 


* En el caso contrario, es decir, cuando la expresión subradical es negativa para todos los 
xe R. se obiendrá la integral de una función de valores complejos. Tales tegrales agul nO se 


22.4. Imi sos 


5. La integral | Va? — x7dx se puede calcular con ayuda de la sustitución 

x + sent (véase el ejemplo 2 en el p. 22.4). Tenemos dx = a costdi y 
por esto 

f vaa dx m aè | coria e | qe, 

2 E a 

A fona- 


sen2t + C. 


7 
Sustituyendo en la expresión obtenida / = arcsen> y observando que 
d 
sen2aresenă = 2sen (acres) cos (acen) = 25 EE 
a z, TES aar a 
finalmente tendremos 
2 
| ra o AVR + €. 


Observemos que para la comprobación del resultado obtenido en el cálculo de 
una integral indefinida, es suficiente diferenciarla, después de lo cual se debe obte- 
ner la expresión subintegral de la integral que se calcula. 

Otros ejemplos de integración con ayuda del cambio de variable se analizarán en 
los $ 25, 26, 


22.4, INTEGRACION POR PARTES 
Teorema 2, Si cada una de las funciones u (x) y v(x) es continua sobre un inter- 
valo dado, diferenciable en todos sus puntos excepto un conjunto finito de ellos y 
sobre este intervalo existe la integral | vdu, entonces sobre este mismo intervalo 
existe también la integral | udv y además 
| ude = w — | vdu. (22.14) 


Demostración, Sean las funciones u (x) y v (x) continuas sobre el intervalo A, la 
función u(x) no es diferenciable sobre el conjunto finito E,, la función v (x) no es 
difesenciable sobre el conjunto finito E, y E = E, U E,. Es evidente que Etambién 
es un conjunto finito y que para todos los puntos x e A \ Æ, por la regla de dife- 
cenciación del producto tendremos 

due) = vdu + udv 
tas udv = (uv) — vdu. 

La integral de cada sumando de la parte derecha existe, ya que por la propiedad 

ARA jdum) = w+ c 


y la integral [ vdu existe por la condición del teorema. Por esto, según la propiedad 
3° del p. 22: existe también la integral | udv y además 


judo = | diw) — $ vdu. 0219) 
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Sustituyendo en la parte derecha de (22.15) uv + Cen lugar de | d (uv) y levan- 
do la constante arbitraria C a la integral | vdu obtendremos la fórmula (22.14). O 

Con ayuda de la fórmula (22.14) se muchas integrales. En su uso prácti- 
co está dada la parte izquierda de (22.14), es decir, la función u y la diferencial dv y 
por esto v se determina no univocamente. Usualmente en calidad de v se escoge la 
función escrita con la fórmula más simple. 

Ejemplos. 1. Supongamos que se exige calcular la integral | xe*dx. Conside- 
rando 


u=x, de= e*dx, dedonde du = dx, v = e*, 
tenemos 
[endo = | xde* = xe* — | e*dx = xe* — e* + C. 


Observemos que tomando u = e* y de = xdx, de donde u = e* y v = x?/2 
tendremos 


es decir, la integración por partes nos llevará a una integral más compleja que la ini- 
cial. De aquí se ve que al calcular las integrales con ayuda de la fórmula (22.14) no 
cada forma de elección de las funciones u y v nos lleva a una integral más simple que 
la inicial, 

2, Calculemos la integral 7 El va —= dx integrando por partes (anterior- 
mente, véase el p. 22.3, ejemplo S, fue calculada con ayuda de un cambio de va- 
riable). 

Considerando u =vVaT=x%, dv=dx y, por consiguiente, du = 


= — 5 di, v = x, obtendremos 


VA 
1- [varo a= -f 


'Sumemos y restemos a? en el numerador de la función subintegral de la integral 
en la parte derecha de la igualdad; entonces realizando la división por 
fat ~ x? tendremos 


dde 


(02.16) 


jes] 


- [Ra ton — 1 


Sustituyendo esta expresión en (2.16) obtendremos: 
Leva + aarc sen — 1. (2.47 


23.1. Números complejos a 


Como ya se señaló anteriormente, cualquier igualdad de tal tipo cs una igualdad 
entre dos conjuntos de funciones; los elementos de cada uno de estos conjuntos se 
diferencian uno de otro en una constante. Por esto, la expresión general para un ele- 
mento del conjunto /, según (22.17) tiene la forma 


2 
LAT TO 


3. A veces para el clculo de una integra, es necesario aplicar la regla de integra- 
ción por partes varias veces, por ejemplo, 
f arcsen?xdy = x arcsen?x — 2 f arce n 


Yon 
xao 2 | arcsenxd == 


= xarcsen?x = 2arcsenx VTZ X? 2x + C. 

4. SI P, (x) es un polinomio de grado n, entonces para el cálculo de la integral 

[pateras e necesario aplicar Ia fórmula de integración por por partes n veces. 
fectuando esto ol 

P) Po 


A Era -2+ 


Otros ejemplos de la aplicación de la integración por partes serán analizados en 
e1426, 


$ 23. ALGUNOS CONOCIMIENTOS SOBRE NÚMEROS 
COMPLEJOS Y POLINOMIOS 


23.1. NÚMEROS COMPLEJOS 

Como es conocido del álgebra, se laman numeros complejos.las expresiones del 

tipo 

z=x+iy 
donde í? = —1 y x e y son números reales cualesquiera. El conjunto de todos los 
"números complejos se denota por C. El número x se llama parte real e y, parte ima- 
ginaria del número complejo z = x + iy. Esto se escribe de la siguiente forma: 
x= Rex, y = m2”. 

Un número complejo z que no sea real, es decir, para el cual Imz + O, lo llama- 
remos número esencialmente complejo. El número Vx? + y? se lama módulo del 
número complejo z = x + (y y se denota por lzl, es decir, Izl = Vx? + y7. 

A cada número complejo z = x + iy le corresponde un par ordenado de núme- 


9 De los vocablos latinos realis, real, e imaginarias, imaginario. 
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FIG. 103 


ros reales (x, y) y viceversa, a cada par ordenado de números reales (x, y) le corres- 
ponde el número complejo z = x + iy. Por esta relación biunivoca (y también en 
virtud de otras circunstancias sobre las cuales se hablará posteriormente) el número 
complejo z = x + (y es cómodo interpretarlo geométricamente o bien como el 
punto (x, y) o bien como el radia vector sobre el plano con coordenadas x e y (en 
cierto sistema rectangular de coordenadas cartesianas dado). 

El plano coordenado, cuyo punto (x, y) (para x, y e R cualesquiera) está identi- 
ficado con el número x + yí se llama plano complejo. En él el eje Ox se llama real y 
Oy, eje imaginario, 
ángulo y que forma el radio vector z, z + 0, con la dirección positiva del eje 
Ox se llama argumento del número complejo z y se denota por Argz. Los valores y 
del argumento del número complejo z tales que ~x < y < + usualmente se deno- 
tan por argz. Evidentemente, Argz se define por el número complejo z + O salvo 
un múltiplo entero de 2x, mientras que arg z ya se determina por el número z + 0 
univocamente. Es evidente también, que 


argo = arag + kr, 


donde k = 0 para los cuadrantes primero y cuarto, k = 1 para el segundo y k = 
= — 1 para el tercero. Six = 0, entonces para y + Ose considera que argz = sign» 
yparax = y = O argz no está definido. 
Sea Izi = 7, Argz = p, entonces (fig. 103)x = 7 cosp,y = r senp y por esto 
z =x + iy = r (0059 + iseng). 


Elsegundo miembro de esta igualdad se Ilama forma trigonométrica del múmero 
complejo z. 

Los números complejos x, + y,1 y x, + yzi se consideran iguales si y sólo si 
x "YY = da, Senha la deflción, se considera también x + Dl x, 
O+ yi = yi, 0 +01 = 0. 

La suma de dos números complejos x, = x, + 0 Y 2, = X} + (yy se define 
porla fórmula + + 101 + ya). (23.1) 


Dicho de otro modo, las partes real e imaginaria de la suma z, + 2, son iguales 
a las sumas de las partes reales e imaginarias correspondientes de z; y z3- 
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K 
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La diferencia de números complejos se define como la operación inversa ala su- 
ma, es decir, la diferencia z = z, — 2, es número č, tal que z; + 2 = 2,. Por 
consiguiente, si z = x + iy, entonces x} + x + 104 + y) = x; + Dr. De aquh, 
x = x} = Xy, Y = Yy — a, 65 decir, las partes real € imaginaria de la diferencia 
Z, — 24 son Iguales a las diferencias de las partes reales e imaginarias delos números 
7, Y Zq» respectivamente. 

"Por cuanto geométricamente las partes real e imaginaria de un número complejo 
son sus coordenadas y en la suma (resta) de las coordenadas de los vectores los pro- 
pios vectores también se suman (restan), entonces la fórmula (23.1) significa que ge- 
ométricamente los números complejos se suman y restan como los vectores 
(figs. 104 y 109). 

El producto de dos números complejos z; = X, + iy, Y 33 = Xy + iy; se defi- 
ne por la fórmula 

ziza = DO A MI + la AD: O2 
Hallemos las fórmulas de la multiplicación de números complejos en la forma 
irigonométrica. Si 
z, = 1 (cosoy + seny), 33 = ros) + iseng) 
entonces 
2127 = rn ilcosp, cosp, — senp, senya) + 
+ ¡(cose senp, + senp, cose) = 
= r,ricos(p, + e) + ¿sente, + ea) 
y de esta forma 
Yaz! = lalo Izal, Arg( 25) = Argz, + Argaz 9. GEJ 
Por el método de inducción matemática es fácil mostrar que 
A 
Argl2,22 2) = Argz, + Argzz + -n + AlBzpo 


% Esta igualdad, como en general todas las igualdades ¡tienen Arg, es necesario 
enendesa como 1a Igldad de on conjuntos core: o 
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De aquí, considerando z, = z; =... = z, = z, para la potencia z", n = 
=1,2,3, . de un número complejo z t 


ll = izi", Argel = n Arg? = 2km, k=0,+1,22,. 
en particular, para Izl = 1, es decir, cuando z = cosp + /senp, 
(cosp + i senp)" =cosmp + i senno. (3.9 
Esta relación se llama fórmula de Moivre **, 


La división ŽL de un número complejo z, por un número complejo 2, + 0s 
a 


define como la operación inversa a la multiplicación, es decir, el número z = al 
a 
llama cociente de la división de z, por z} si z, = 2,2. Por esto 
lol = izl lzl y Argz, = Argz, + Argz, 


de donde 
A EN PLA Araz = Arg ŽL + Arg, = AS8E7> (m5) 
a 


Con las fórmulas (23.5) el número complejo z = ŽL para losz; yz, + O dados 


evidentemente está definido univocamente. Una serie de propiedades de los núme- 
ros complejos como, por ejemplo, la conmutatividad y asociatividad de la adición y 
la multiplicación, la distributividad de la multiplicación con respecto a la adición y 
otras propiedades se deducen directamente de las fórmulas, con ayuda de las cuales 
Están definidas estas operaciones para los números complejos y de las propiedades 
correspondientes de los números reales. Por esto no nos detendremos detalladamen 
te en ellas. 

La raiz de n-Ésimo orden w = VZ del número complejo z se define como el nú- 
mero w, cuya n-ésima potencia es igual a la expresión subradical: 

waz 


ll z=r(cosp +/seng) y w= plcosý + isay) 
soe 9'cosny + Isenmp) = rícose + iseng); 
de donde 


o=. 


Aqu la raiz se entiende en el sentido aritmético como un número real no negativo, 
ya que según la definición, del módulo de un número complejo p > 0. 
A continuación 


ný=p+2ke (kesene) 6 y HT, 


9 Observemos que Argz” + n Argz, n = 2, 3, 
9 A. Moivre (1667—1754), matemático francés. 


FIG. 106 


En esencia se obtienen diferentes valores del argumento para los valores k = 
= 0,1, ... „n — 1: diferentes en el sentido de que si denotamos estos valores del 
argumento por Y, Y hacemos w, = p(cosy, + í sen ýy), entonces cuando p + O 
se obtendrán diferentes números complejos. Para todos los k restantes los valores 
de y se diferenciarán de los números y, indicados, en un múltiplo de 2r, es decir, 
estos valores del argumento nos llevarán a uno de los números complejos y, k = 
= 0,1,... , n — 1. Deesta forma, la ralz Vz tiene paraz + O exactamente n valo- 
res wo Wi, 

Beal tiano cocapielo, boe números wy, k = 0,1, zi 
los vértices del polígono regular de n lados inscrito en el circulo de radio p con 
centro en el origen de coordenadas. Esto se deduce de que el argumento del número 
Ww se diferencia del argumento del número w, _ , para todos los k = 1, 

'n — 1 en un mismo número 2x/n. En la fig. 106 está representado el caso 
nas 

A cada número complejo z = x + ¡y le corresponde el número x — iy que se 
llama conjugado a z y se denota por zi 2 = x — iy. Geométricamente el número Z 
se representa con el vector simétrico a z con respecto al eje Ox (fig. 107). 

PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS 

1° IZI = lzl, argz = —asgz. 

- 12 


La propiedad 1 es evidente (véase la fig. 107). 
A continuación, por la regla de la multiplicación de números complejos 


ZE = (x + Iya — iy) = IO 


a $ 23. Números complejos y polinomios 


FIG. 108 


La propiedad 3 también es evidente: siz = x + iy, entonces Z = x — iy y Z = 
=x-ğex+iýez 0O 

De la validez de la propiedad 4 es posible convencerse geométricamente toman- 
do un paralelogramo simétrico, con respecto al eje Ox, al paralelogramo construido 
con los vectores z, y z como lados (fig. 108), es decir, el paralelogramo extendido 
Sobre los vectores E, y èz- Las diagonales de estos paralelogramos también serán si- 
métricas una a otra con respecto al eje Ox y por consiguiente serán iguales az} + 2, 
y Z, * Zy, respectivamente. Por otro lado, la última diagonal, como la suma de los 
vectores £, y 3z es igual también a z, + z3. O 

La propiedad 5* se demuestra análogamente. 

Las propiedades 6° y 7*.se deducen de que los módulos y los argumentos de las 
expresiones que aparecen en las diferentes partes de las igualdades correspondientes 
coinciden. En efecto, utilizando la propiedad 1 obtendremos 

122 = laa = lalola) = 131121 = 17,71, 
Argz;Z, = —Arg2,z, = —(Argz, + Argz)) = 
= —Argz, ~ Argz, = Arz, + Arg2, + Arg2,2,. O 

De forma análoga se demuestra la propiedad 7°. 

Para números complejos z, y z, cualesquiera es válida la desigualdad triangular 

lz, + zal < Iz,l + 12,1 y su consecuencia 112,1 = Izi! < Iz; = 27). 


La primera de estas desigualdades geométricamente significa que la longitud de 
un lado de un triángulo no sobrepasa la suma de las longitudes de sus otros dos la- 
dos (véase ia fig. 104) y la segunda, que la diferencia de las longitudes de dos lados 
de un triángulo no sobrepasa la longitud del tercer lado (véase la fig. 105). 


23.2. ” TEORÍA FORMAL DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 
El lector reflexivo prestó atención a que el enunciado dado en p. 23.1 “la expre- 
sión deltipo z = x + (y se llama número complejo” no es una definición exacta de 
los números complejos. 


23.3. Conceptos del análisis para los números complejos a 


El conjunto de los números complejos C se puede definir como el conjunto de 
los pares ordenados (x, y) de números reales, x € R, y € R, en el cual están introdu- 
cidas las operaciones de suma y multiplicación por la siguiente definición: 


ER EE ARER 


yEy) Ë y + xy) 
nec w yec. 


No es dificil comprobar que como resultado de esta definición, el conjunto de 
los pares indicados se convierte en un campo, es decir, satisface las condiciones1, I, 
II del p. 2.1. El campo obtenido de esta forma y también cada campo isomorfo a él 
se llama campo de los múmeros complejos. 

Los pares (x, 0) se denotan simplemente por x (su conjunto es Isomorfo al cam- 
po de los números reales) y el par (0, 1) se denota por i: i * (0, 1). 

Por la operación definida de multiplicación 


i = (0,1960, 1) = (1,0) = —1, esdecir, Pm 1. 


Para cualquier número complejo (x, y) tiene lugar la identidad fácilmente 
comprobable 
(EA 
En efecto 
(y) = (5,0) + (0, y) = (2,0) +(0,1)0,0) =x + iy, 


y de nuevo llegamos a la escritura de los números complejos de la cual partimos en 
el p. 23.1, 


23.3. ALGUNOS CONCEPTOS DEL ANÁLISIS EN LA REGIÓN 
DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 

Los conceptos de sucesión numérica y su límite se generalizan fácilmente al caso 
de los números complejos. 

Una función definida sobre un conjunto de números naturales cuyos valores son 
números complejos se ¡lama sucesión de números complejos, Como en el caso de los 
números reales al número complejo z correspondiente al número natural n se le ad- 
junta el índice m: 2,, n = 1,2. 

Definición 1. Sea dada una sucesión de números complejos z, = X, + las 
n = 1,2, ... . El número $ = Ẹ + in se llama su límite si para cualquier número 
real e > O existe un número n, tal que para n > n, se cumple la desigualdad 

la, = pi <e- 


En este caso se escribe lim z, = $ y se dice que la sucesión {z,] converge al nù- 


mero $. 
Así pues, por su forma, esta definición es exactamente la misma que la del limite 
de una sucesión de números reales. 
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ES 


FIG. 109 


Geométricamente, si denotamos por M, el extremo del radio vector z„, es decir, 
el punto con coordenadas (x,, y,) y por Nel punto con coordenadas (E. 1), enton- 
ses la igualdad lim z, = Ftendrá logar si y sólo si lim M, + N en el sentido del 


P. 18.1. Esto se deduce directamente de que el conjunto de los extremos M = (x, y) 
de los vectores z = x + ¿y tales que lz — f) < e forman un e-entorno del punto 
N = (E, n) (fig. 109), 

De lo dicho se deduce (véase el p. 18.1) que la sucesión z, + x, + iv, converge 
al número 7 = E + íy si y sólo si 

lx E limy, = v 

La sucesión de números complejos que tiene el cero como su limite se llama infi- 
nitesimal. 

A las sucesiones de números complejos, de forma natural, se extiende una serie 
de teoremas sobre los limites de las sucesiones de números reales, por ejemplo, el 
teorema sobre la unicidad del límite, sobre la acotación de una sucesión que tenga 
limite, el criterio de Cauchy, etc. 

En el $ 8 fueron introducidas las notaciones **o” y “O” para la comparación de 
funciones, En el futuro, se necesitarán esas mismas notaciones para las sucesiones. 

Definición 2. Diremos que la sucesión (z,) está acotada con respecto a la suce- 
sión [w,] y escribiremos z, =-O(w,) ° sí existe una constante c > O tal que 
leyl Elm 1, 2y iae 

Esta definición en el caso de w, + 0,7 = 1, 2, ... , es equivalente a la siguien- 
te: para las dos sucesiones dadas (2,) y (w,) existen una constante c > O y un nú- 
mero ng tales que 


lz,l <c’ iw,l, n= pam +1, 


9 A veces a esto se agrega: cuando n — œ. 
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izl G ele, nm 1,2, 2. 
es decir, la definición inicial. 

Definición 3. Si z, = O(w,) y w, = O(z,), entonces diremos que las suce- 
siones [z,) y |w,] son de un orden y escribiremos z, = Wy. 

Definición 4. Diremos que la sucesión Íz,] es infinitesimal con respecto ala su- 
cesión (w,] y escribiremos z, = o(w,) si existe una sucesión infinitesima! |a) tal 


quez, =a Wp, n = 1,2, 0... 
'Detiición 5. Las sucesiones (z,] y [w,) se llaman equivalentes o iguales asintu- 
ticamente si existe una sucesión |¢,) tal que 


Mem ly 29 bid 


En este caso se escribe z, ~ w,, n = 1,2, 
Ejercicios. 1. Demuéstrese que para que z, ~ w, es necesario y suficiente que z, = 


=w tohn = i2, 

4. Demubstrese: si z, = cw, + o(w,). n = 1, 2, .. . entonces z, = O(w,). 

"También se pueden analizar las funciones de argumento complejo. Por ejemplo, 
fiz) = izl, f(z) = 22. Ambas funciones están definidas sobre el conjunto de to- 
dos los números complejos, la primera de ellas toma sólo valores reales no negati- 
vos, la segunda toma también valores esencialmente complejos. 

'Geométricamente, si la función f (z) está definida sobre,cierto conjunto X del es- 
pacio euclideo n-dimensional R” y toma valores complejos, entonces define una 
aplicación del conjunto X en el plano. Por ejemplo, la función del conjunto 
w = izl aplica el plano en una semirrecta y la función w = z? todo el plano en to- 
do el plano, como se dice, de una forma doble, en el caso dado, esto significa que en 
la aplicación w = z? cada punto de la imagen menos el cero tiene una preimagen 
compuesta por dos puntos. 

Si el conjunto X sobre el cual se da cierta función está en el plano R2, entonces 
se puede analizar siempre para un sistema de coordenadas fijo como un conjunto de 
números complejos y la función dada como una función de argumento complejo. 

Para las funciones de valores complejos definidas sobre un conjunto X del espa- 
cio n-dimensional R” se pueden introducir muchos de los conceptos introducidos 
anteriormente para las funciones de valores reales (imite, continuidad, derivadas 
parciales, diferenciabilidad, integral y otros). En los párrafos próximos nos veremos 
obligados a encontrarnos sólo con el concepto de acotación y continuidad de fun- 
ciones de valores 

La función de valores complejos f (P), P € X se llama acotada sobre el comjun- 
to X si sobre este conjunto está acotada la función 1/(P)I. 

De esta forma, el concepto de que la función f de valores complejos es acotada 
se reduce al concepto de que la función |f] de valores reales es acotada. 
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Definición 6. Sea f una función de valores complejos definida sobre el conjunto 
X C R" y sea P, € X. La función f se llama continua en el punto P) si para cual- 
quier e > O existe 3 = 6, > O tal que para todos los puntos P € X que satisfacen 
la condición p(P, P,) < 3, se cumple la desigualdad 
IMP) = HP) < e. 
Vemos que por su forma esta definición coincide completamente con la defini- 
ción de continuidad para las funciones de valores reales (compárese con el p. 19.3). 
En el caso cuando X es un conjunto plano y por lo tanto sus puntos se pueden 
analizar como números complejos z, la definición de continuidad toma la forma: la 
función f(z) es continua en el punto z€ X si para cualquier ¢ > 0 existe 
$= 5(e) >0 tal que para todos los zeX que satisfacen la condición 
1z — zo} < 3, se cumple la desigualdad 
Ile) = So) < e. 


Una función de valores complejos continua en cada punto de cierto conjunto se 
llama continua sobre este conjunto. Por la definición de continuidad de una fun- 
ción y la desigualdad 


HAPN = LAB YM < IAP) — SP), 


es evidente que si la función /(P) definida sobre el conjunto X C R”, es continua 
en algún punto P, de este conjunto: Py e X, entonces la función de valores reales 
LZ(P)! es continua sobre este conjunto, Por esto, si la función de valores complejos 
S es continua sobre el compacto X C R”, entonces, por lo dicho, la función 1/1 
también es continua y por consiguiente acotada sobre este compacto. Esto, según la 
definición dada anteriormente de la acotación de función significa que la propia 
función f está acotada. De esta forma, para las funciones continuas de valores 
complejos es válido el análogo de la primera afirmación del teorema de Weierstrass 
(véase dl teorema 3 en el p. 19.4): una función continua sobre un compacto está 
acotada sobre él. 

A las funciones de valores complejos también se trasladan los teoremas de que si 
dos funciones f y g definidas sobre cierto conjunto X C R” son continuas en el 
punto P, € X, entonces las funciones / + g, fg y si g(Pp) + O, entonces también 
J/g son continuas en este punto. De este teorema se deduce, por ejemplo, que cual- 


Quier polinomio P,(z) = Y 2,2* con coeficientes complejos ay, k =0, 1, «.. 
e 
+1, es continuo en cualquier punto zy € C (compárese con el p. 7.1). 


23.4. DESCOMPOSICIÓN DE POLINOMIOS EN FACTORES 


P,(2)= AL HA ¡207 + o H AE +H Ao (3.6 


23.4. Descomposición de polinomios en factores “7 


Del álgebra es conocido que si el grado m del polinomio Q, (x) no sobrepasa el 
grado n del polinomio P, (x), entonces existen los polinomios S, (x) de grado k y 
R(x) de grado I, tales quen = m + k, 0 < 1 < m, y el polinomio P, (x) es repre- 
sentable en la forma 


P 0) = SQL) = R0). 

Además, tal representación es única. 

La operción de bailar 1os polinomios S, (r) y R(x) seg Jos polinomios dados 
P,(%) Y Qm (x) se liama división del polinomio P,(x) entre-Q„(x); el polinomio 
P(x), dividendo; Q(x), divisor; S, (x), cociente y R(x), residuo de la división de 
P(x) entre Qp (x). 

Señalemos quedem = 1 se deduce que/ = 0, es decir, en este caso el residuo de 
la división es una constante. 

El número complejo z tal que 

Pie) =0, 

se llama raíz del polinomio dado (23.6). 

Si el polinomio P, (z) de grado n > 1 se divide porz — $, donde Fes un número 
complejo cualquiera, entonces obtendremos 

PL) == DO, (+ 

donde Q, .. (z) es un polinomio de gradon — 1, y el resto r es una constante. De 
prep, Per da yl o bp  E EN 
sólo si el polinomio P, (z) es divisible sin resto por z — xy (teorema de Bézout 9) 

Si el polinomio P, (z) es divisible por (z — zo)" (k es un entero positivo) y no es 
divisible por (z — zo)" * !, entonces el número k se llama multiplicidad de la ralz zo. 

De esta forma, si el número complejo z, es una raíz de multiplicidad k del poli- 


nomio P, (z), entonces 
Pato) = (2 — 2o)" O, ~ (2) 


donde Q, .. ¿(2) es un polinomio de grado n — k, tal que Q, _ z(zo) + 0. 

El el curso de álgebra se demuestra que cualquier polinomio P,(x) de grado 

7 > 1 tiene al menos una rte. a multiplicidad es igual a k, once, como 
ha señalado, es válida la descomposición 


Pale) = (2 Or a1(2), Qn- l) e O 


donde el gado del polinomio Os - (z) es menor que n. El polinomio Q, ~ x (2), 
si su grado es mayor que 1, tiene también al menos una raíz z,. Si la multiplicadad 
de esta raíz es igual a kz, entonces 


PL) = (e 2 — 2.0, = i ~ al) 
E Qn- i - l) + 0 


> E. Bézout (1730—1783), matemático francés. 
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Condinuando este proceso, después de un número finito m de pasos obtendre- 
mos un polinomio de grado cero P, — x, — ... — ze(r) = Ay» Y por lo tanto, para el 
polinomio P, (z) es válida la siguiente descomposición en factores 

Pa) = AL DE 2. (e 2 to, (3.7) 
donde k, + k, + ... + kn = n, de donde se deduce que cada polinomio de grado 
n > 1 tiene exactamente n ralces, si cada ralz se cuenta tantas veces como sea su 
multiplicidad, 
Fara d poliaoaio G39 detecemes por F.t) sí ollcado neos cenas 
son los números complejos conj los coeficientes del polinomio P, (z): 

aos + Ayz + Ago 
Ei polinomio P, te) œ Mama polinomio conjugado de polinomio P (z). 
En virtud de las propiedades de los números complejos ten 
PL) =P.) 


PA RAE + Ao = 


=+ A, i AT Ay PO 
Es evidente también que P(z) = P(z). 
Mostremos que si el número z, es una raíz del polinomio P, (z) de multiplicidad 
k, entonces el número conjugado de él z4 es una raiz del polinomio conjugado P, (z) 
y además de la misma mi l. 


Pale) = (6-20, - aa) O, — t0) + O, 
a las expresiones conjugadas, obtendremos 
BO = EDO, ODAO 
Sayoalado ense nomas £ = Z y taaibiia Lomo comólajos ar- 
bitrarios) transcribamos las fórmulas obtenidas en la forma 


PA) ED, a0 Qro + 0. 


E 
1) 
Sean ahora todos los coeficientes del polinomio P, (z), números reales. En este 


de multiplicidad 
también el número conjugado de èl ży es una faiz de multiplicidad k de este poino- 


e E el producto (z — 20)(2 — ž) es siempre un poli- 
nomio (respec a z) con coeficientes reales. En efecto, sen z9 > a + Bl, dondo ay 
b son reales. Entonces z4 = a — bi, y por esto 
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G- zot — Zo) = (z — a — DIME — a + bi) = 
= {z-a} +b?=z?— 2az +a, + b? =z? + pr +q, (23.8) 
donde se ha hecho p = —2a y q = a? + b?, evidentemente p y q son reales. 
Señalemos que £- — q = —b?, por esto, cuando b + 0, es decir, cuando la raiz 
2, €s un número esencialmente complejo se cumple la desigualdad 
Paco (29) 


Prestemos atención también a la validez de la afirmación inversa: si se cumple la 
desigualdad (23.9), entonces las raices del trinomio z? + pz + q (p y q son reales) 
son números esencialmente complejos. 

De lo dicho se deduce que para cualquier polinomio de gredo n con coeficientes 
reales es válida la descomposición en factores del tipo 


P (x) = An (e a)... (e È px + q 
a? pa + q, (23.10) 


asa Ay <o, Y EEE 


E 


y todos los coeficientes A, a, -+ 4 0,5 Py» Qi» +=» + Pys 9,» SON reales. En este caso 
2... ason todas ls rales reales del polinomio P, (x), y a cada raiz esencialmen- 
te compleja zo y a su raíz conjugada ¿ple corresponde un factor deltipox? + px + 
+ q = (e — olx — Zo). E lagar dela lara 2, que ha ido utlzada con anterior: 
dad para designar cl argumento del polinomio analizado, aquí se ha empleado la 
letra x, como es tradicional, para subrayar que el análisis se realiza en la región real. 

La fórmula (23.10) se deduce directamente de las fórmulas (23.7) y (23.8): es ne- 
cesario agrupar, en la descomposición (23.7), por parejas los factores con raices 
conjugadas y escribir los productos del tipo (z — zoXz — Zp) en la forma (23.8). 

Entonces, notando que la multiplicidad de las raíces conjugadas zo y 7, son 
iguales, obtendremos la fórmula (23.10). 

La descomposición de un polinomio en factores del tipo (23.10) es única, ya que 
se determina univocamente por las raíces de este polinomio y por sus multiplicida- 
des. 


23.5.* MÁXIMO COMÚN DIVISOR DE POLINOMIOS 


Sea dado un polinomio P(x). Cualquier polinomio R (x), por el cual se divide el 
polinomio P(x), es decir, 
x) = RG) i), (2.10 


donde r(x) también es un polinomio, se llama divisor del polinomio P(x). 
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Hemos visto que el polinomio P(x) se puede escribir en la forma 
PO) = A a, an (= ama + px q. 
2 (8 px + qy%, (23.12) 
donde a,, ... , a, son las raices reales del polinomio, y los factores del tipo x? + 
+ pyx + q, corresponden a las raíces esencialmente complejas de este polinomio, 


A 
B -ayso md 


los coeficientes A, py q, U = 1, 2, ... „ 5) son reales. De aquí se deduce que cual- 
quier divisor R (x) del polinomio P(x) puede ser escrito en la forma 
Rx) = Bra. aa + pyx + q)". 

a? pp q 0%, (23.13) 
donde < ap, i = 1,2... € Bye 


AS (23.14) 
En realidad, ningún otro factor que no sea del tipo. 
x-a y xi+px+Q (23.15) 


a 
donde a, p y q son reales y Z- — q < 0, puede aparecer en la descomposición del 


poligono R(x), ya que por un lado, el polinomio R (x), como cualquier polinomio 
ser descompuesto en factores del tipo (23.15), por otro lado, de la fórmula 
CD e deu qe s en a esnpodgin de RU noe lea 
del tipox — a, respectivamente del tipo x? + px + q, entonces x = a, respectiva- 
mente las raices del trinomio x? + px + q, son precisamente raices del polinomio 
P(x); por esto, los factores indicados aparecen en la descomposición (23.12). Las 
desigualdades (23.14) también son evidentes: de la misma fórmula (23.11) se deduce 
que la multiplicidad de una raiz del polinomio R (x) no puede sobrepasar la multipli- 
cidad de esa misma raiz del polinomio P(x). 

Sean ahora dados dos polinomios P(x) y Q(x). Cualquier polinomio que sea di- 
visor tanto del polinomio P (x) como del polinomio Q(x) se llama su divisor común. 
El divisor común de dos polinomios que se divide por cualquier divisor común de es- 

común divisor. 


Si los polinomios P(x) y Q(x) están escritos en el forma (23.12): 
PO Ama a JU + 


+ px + q; 
QW) Am a pr a ay 
e a, (217) 


entonces cualquiera de sus divisores comunes R(x) se puede escribir de la forma 
(23.13), donde los factores 


23.5*. Méximo común divisor de polinomios “a 


x-a, ml ld Hpt U= l2 0.8) aran 
aparecen tanto en la descomposición (23.16) como en la descomposición 2 
Supongamos 


que los índices de los coeficientes de los factor ibid 
descomposiciones (23.16) y (23.17) son iguales a iz, Jj e i’, Jj”, respectivamente, 
entonces por las desigualdades (23.14) tenemos 

MEA ME KELD, am 


HSB MSB 1=1,2, 


Para que el polinomio (23.13) sea el máximo común divisor de los polinomios 
P(x) y QU: es necesario y suficiente que los exponentes de las potencias Ay, k = 
m 1,2, == +7 Y y, 1 = 1,2, ...., 5 sean los máximos entre los posibles, es decir, 
zi Me = min fæ, 

m= minli. 8 


k at 
) 1=1,2, 


(3.20) 


4 


En efecto, cuando se cumplen estas condiciones el polinomio R (x) será un divi- 
sor común de los polinomios P(x) y Q(x) y además se dividirá por cualquier polino- 
mio del tipo (23.13) para el cual se cumplen las condiciones (23.19), de desc ROn 
divi por calquier divisor comén de los polinomios Ps) y 069). E 

Del tipo hallado de un común divisor, en particular del máximo común divisor, 


pueden diferenciarse uno de otro sólo en un factor constante (la constante 8 en la 
fórmula (23.13), se puede tomar arbitraria, no igual a cero); en segundo lugar, que 

el máximo común divisor de dos polinomios tiene un grado mayor que cualquiera de 
sus divisores comunes que no sea máximo común divisor. 

En calidad de ejemplo útil para el futuro hallemos el máximo común divisor de 
sn police PG y 2 decadá P00; 

bservemos previamente que si el número a es una raiz real de multiplicidad a 

del polomio PO, es de, 


PO) = (x-a P,a), P,(0)20, (520) 


entonces a es una raiz de multiplicidad a — 1 del polinomio P (z). 
En efecto, diferenciando (23.21) tenemos 


Po) = au = a) ~ TP + (e a) Pi) = (e = a)? = PO, 
donde 
Pa) = aP o) + x PO) 


P,(a) = aP, (a) + 0. 
De forma semejante, si 
PO) = (e? + px + qP 0), Bm 
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donde Z- — q < 0 y por lo tanto las raices z, y z; (27 = ;) del trinomio 


EREA q son esencialmente complejas, y si 
Ps(x,) +0, Ps(2) #0, entonces P"(x) = (e? + px +q) ~ "Po 
donde P¿(2,) * 0, P¿(27) + O, es decir, P, (z) no se divide por x? + px + q. 
En efecto, diferenciando (23.22) obtendremos: 
PO CA CR 
+ K? pr + OP = è + px + q} PO, 
donde P¿(x) = B(2x + p)Py(x) + (x? + px + q) P; (x) de donde se deduce que 
Piz) = BQz, + PIP LE) e O, Pale) = BO + pP R) + 0, 
ya que z, + —p/2y z, + —p/2 al ser esencialmente complejas. O 
De lo demostrado se deduce que si el polinomio P(x) está escrito en la forma 
(23.12), entonces su derivada P”(x) se puede representar en la forma 
ES EN t pag 
m? 4 pyx + q y IP, 
donde el polinomio P,(x) no se divide ni por x — aj, í =1,2,... , 7, ni por x? + 
+ pyx + qj, = 1,2, ....5, es decir, no tiene raices comunes con el polinomio PG). 
tas fórmulas (23.13) y (23.20) obtenemos que el máximo común divisor R (x) 
del polonomio P(x) y su derivada P*(x) tiene la forma 
ROS) = (x = ap y e pa ao 
pq yl (3.2) 
El método desarrollado anteriormente de la obtención del máximo común divi- 
sor de dos polinomios P(x) y Q(x), en principio resuelve completamente la cuestión 
sobre la existencia y el aspecto del máximo común divisor. No obstante, práctica- 
mente su aplicación puede provocar dificultades sustanciales: para la utilización de 
este método es necesario conocer las descomposiciones en factores del tipo (23.16) y 
(23.17) de los polinomios P(x) y Q(x) dados, las cuales no siempre se logran escribir 
de forma 


No obstante, existe otro método de obtención del máximo común divisor de dos 
poligonos 2209 000 Mamada oola apart de de Euclides *. Describá- 


AAA patinando Pr) mayor o lat al grida de 
polinomio Q(x). Dividiendo P(x) por Q(x), obtendremos en calidad de cociente 
o pe O o A e e e ie 
el grado del polinomio Q(x) (en el caso contrario hubiera sido posible continuar el 
proceso de dividir por Qx)): 

PO) = QWQ) + R6). 


9 Euclides (apr. 365 — apr. 300 a.n. e.), matemático de la Antigua Grecia. 


23.6. de las fracciones racionales propia m 


De esta fórmula se deduce: 1) si los polinomios P(x) y Q(x) se dividen por cierto 
polinomio 7 (x), entonces el polinomio R, (x) también se divide por este polinomio: 
2 si los polinomios Q) y R, (x) se dividen por cierto polinomio 7, entonces el 
polinomio P(x) también se divide entre este polinomio 7 (x). De aquí a su vez se de- 
duce que los divisores comunes de los polinomios‘P (x) y Q(x), en particular sus må- 

respectivamente con 


Dividamos a continuación el polinomio Q(x) por el polinomio R, (x): 
QW) = ROQ) + Rabo 
co ntinuando el proceso más adelante, tendremos 
R(x) = R30)Q0) + Rao. 


Ra 200) = Ry ¡00Q460) + RG). 


Los grados de los polinomios R/(X), / = 1, 2, ... , decrecen, por esto existe un nú- 
mero (lo denotaremos por m + 1) tal que R , ,(x) = O y por consiguiente 
Rig 10) = Re Qin 100): 
Los mares de polizcmios PO) y QU), QU) y RO) Rin) y Ra 
14%) y R(x) tienen divisores comunes iguales y esto significa que tienen 
canos icon dices iguales. Pero R, _. ,(x) se divide por R, (x), por 10 que 
R, (x) es el máximo común divisor de R, -. 60) y R(+), y quiere decir que tam- 
bin es el máximo común divisor de los Polinomios Fx) y Q0). 


13.6. DESCOMPOSICIÓN DE LAS FRACCIONES 
RACIONALES PROPIAS EN FRACCIONES ELEMENTALES 
Sai POY 00) O la con coeficientes 
racional Pl OO se lama propia al el gado del polinomio PI) 
PER aen grado del polinomio Q(x). 
O al ie aae entonces realizando la división 
del numerador por el denominador según la regla de división de polinomios se 
puede representar en la forma 


PO Po 
=R) +H, (23.24) 
awT Ot g kai 
donde RG). Py) son ciertos polinomios y P, 0)/Q 0) cs una fracción ra- 
r Sea P(x)/Q(x) una fracción racional propia. Si el número a es una raiz 
real de multiplicidad a > 1 del polinomio Q(x), es decir, 
Qu) =œ- aO) y Qla) + 0, 


entonces existen el número real A y el polinomio P, (x) con coeficientes reales tales 
que 
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PO "E r P) 
0 RR O" 
donde la fracción > 


Po) PO) 


PO) - 40,6) 
AL (23.28) 
Pa PA 


por eodein e tdo deipio 200 e meros qu co dl fc 
QW) = (x — a)" Q, (x). Es evidente que el grado del polinomio Q, (x) también es 
menor que el grado del polinomio @(x) (ya que a > 1) por lo que cualquiera que 


sen la elección del número A la fracción racional 242 AQLÓ es regular, 


a — ayQu) 
Escojamos ahora el número A de tal forma que el número a sea ralz del polino- 
mio P(x) — AQ, (x) y por consiguiente, que este polinomio sea divisible por x — a. 
Dicho de otru modo definamos A a base de la condición. 


Pía) - AQ;(a) = 0; 


Por cuanto por condición Q, (a) + 0, entonces A = zo Para tal elección de 


A el segundo sumando de la parte derecha en la fórmula (23.25) se puede simplificar 
Por x — a, como resultado obtendremos una fracción del tipo 


a, dondo a es ree, entonces alla misma 
reales. O 


propia 
OBSERVACIÓN 1, Si fos polinomios P(z) y Q(z) tienen coeficientes complejos y 
2 = a es una raiz compleja de multiplicidad a > 1 del polinomio Q(z), entonces la 
descomposición (23.25) también tiene lugar, pero el número A en este caso es ya, en 
general, un número complejo. La validez de esto se deduce directamente de los ra- 
zonamientos realizados en la demostración del lema 1. 
Lema 2. Sea 2% una fracción racional propia. Si el número complejo z, = 


= a + bi (a y b son reales, b + 0) es una raíz de multiplicidad £ > 1 del polino- 


23.6. Descomposición de las fracciones racionales propias as 
mio Q(x), es decir; 


Qu) = (0 + px + q} Q, 0), 
donde Q,(z,) + 0y x? + px + q = (œ — 2,)4x — 3), entonces existen los nú- 
meros reales M, N y el polinomio P, (x) con coeficientes reales tales que 
Pa MEAN Pw) 
Ow) aa O 
Pro) 


también es propia. 
CEA TA n 
i. Para cualesquiera M y N reales tenemos 


donde la fracción 


pad 20) - 

20) "AT pr + O 

a MAN af Pix) MXN a 

Aira lar Rar 
MEN, PU) EQ 23959 
VE ET 

y además el segundo sumando del segundo miembro de la igualdad (23.26) es, como 

no es dificil ver, una fracción propia. 

Tratemos ahora de escoger M y N de forma tal que el numerador de esta frac- 

ción sea divisible entre x? + px + q = (œ — 2, Xx — 2,). Para esto es suficiente 

elegir M y N de forma tal que z, sea raíz del polinomio P(x) — (Mx + N)Q;(x). 

En efecto, entonces, por lo dicho en el p. 23.3, el número z,, conjugado a z, tam- 

bién será ralz del polinomio indicado. De aquí se deduce que este polinomio, por la 

existencia de la descomposición del tipo (23.10) es divisible por x? + px + q. Asi, 

sea 


PG) - Ms, + MQ(2) = 0. 0327) 
Si esto tiene lugar, entonces Me, + N = -Æ i, donde por condición Q (+) +0. 
Seaz, = a + bi, Pl,)/Qle,) = A + Bi, entonces 
A + iB = Mz, + N = M(a + bi) + N. 


De aquí, igualando las partes imaginarias y reales obtendremos las ecuaciones 
Ma + N = Ay Mb = B, por consiguiente 


mo y N=A (23.28) 


Para cstos valores de M y N el polinomio 
Pix) — (Mx + MOG) 
se dividará por el polinomio x? + px + q. Simplificando el segundo sumando de 
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segundo miembro de la igualdad (23.26) por x? + px + q obtendremos una frac- 
ción del tipo 


Pix) , 
G? + px + qF 10,0) 

Por cuanto ella se obtuvo con la simplificación de una fracción racional propia 
con coeficientes reales por un polinomio con coeficientes reales, entonces ella mis- 
ma es también una fracción racional propia con coeficientes reales. O 

Enunciemos ahora el teorema principal de este punto. 

Teorema 1. Sean P(x)/Q(x) una fracción racional propia ", P(x) y Q(x), poli- 
nomlos con coeficientes reales, 


SQU) = x = a)” n. œ = 


JA? + px + qP oe 
mA tpa ta (123) 
donde a; son races reales distintos dos a dos del polinomio Q(x) de multiplicidad 
api = 1, 2s sss s7 yX? + pyx + q, = (x — 240 — 3), donde z; y z son ralces 
esencialmente complejos, distintas des a dos para distintas j del polen QU) de 
5; entonces existen los números reales AP, Í = 


Mix MO MPs p MPx emp 
a rra 
MOLE NO MONO Méx + NË 
MO TTT 


DEMOSTRACIÓN. De la descomposición (23.29) tenemos: 
QU) = & — a," Q0). 
Aquí 
QUO = (e a)... (x = JU pa q. a px + gy 


9 Sin perder generalidad se puede considerar que el coeficiente del término de mayor gra- 
dodd polinomio Q(x) es igual ala A] 


23.6. Descomposición de las fracciones racionales propias _ m 
y por consiguiente Q, (a,) + O, por lo que según èl lema 1 


Pæ AP Pe) 
O ON 


Aplicando de forma semejante el mismo lema cuando a, > 1 a la fracción ra- 


A PO) 
cional 
wa To) 


TNE. EE. P r 
2 Raya aT ay TO 
Continuando este proceso más adelante mientras que el exponente de la potencia 


del factor x, — ase convierte en cero y procediendo lego deforma analoga respon- 
to a los factores x — a, Í = 2, ... , 7, tendremos 


1. Ap $ Ago 4 


Dw Ray maya 
A 4D am , Pu 
RH at" 
donde. T de nuevo es una fracción racional propia y además P*(x) y Q*(x) son 


polinomios con coeficientes reales y el polinomio Q*(x) no tiene raíces reales. 
Aplicando sucesivamente el lema 2ula tracción P*(x)/Q? (x) y alas expresiones 
obtendremos la fórmula (23.30). D 


2 
dónde a, p, q, A, My N son números reales y Z- — q < O as raices del trinomio 


x? + px + q son esencialmente complejas) se llaman fracciones racionales elemen- 
tales, 

De esta forma el teorema demostrado afirma que cualquier fracción racional 
propia puede ser descompuesta en la suma de fracciones racionales elementales. 

Cuando se cumple la descomposición del tipo (23.30) para una fracción concreta 
dada comúnmente resulta cómodo el así llamado método de los coeficientes in- 
determinados. Este consiste en lo siguiente, Para la fracción dada P ()/Q (x) se 
a 3) e cos enel eM se con- 

n s, 


coeficientes. Kupi airia Oaia a ae enel 
numerador del segundo miembro de rá dy dla 


a 
denominador comin se obtiene ua ugro 1 es decir, un polino- 
n coeficientes, mer e colas 9, MS”, NJP también es igual a n 


dao (23.10): 
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Eat geen 
a A 
De esta forma obtenemos un sistema de n ecuaciones con n incógnitas. La existencia 
de solución para ella se deriva del teorema demostrado. 
Señalemos que después de reducir la expresión (23.30) a un denominador común 
y de su eliminación en el caso cuando Q(x) tiene raices reales, es conveniente susti- 
tuir en ambos miembros de la igualdad obtenida sucesivamente estas raices; como 
resultado se obtiegen ciertas relaciones entre los coeficientes buscados, útiles para 
su determinación final. 
Eiemplos, 1. Descompongamos la fracción x/((x? — 1x — 2)) en fracciones 
elementales. Según (22.30) la descomposición buscada tiene la forma 


x B e 
AS + + h 
W=- De-D x-i xti x-2 
Reduciéndola al denominador común y eliminándolo, obtendremos 
xm Alx + 1Mx = 2) + Bi 1Mx— 2) + C(x— 1 + 1). (23.31) 


Tenemos el caso cuando todas las raíces del denominador son reales. Suponien- 
do en la igualdad (23.31), de acuerdo con lo dicho anteriormente, sucesivamente 
x= lx = 1, x = 2, hallaremos 

l=-24, -1=6B, 2=3C, 
de donde 
1 1 


23 Bos Omodo 


2 
De esta forma la descomposición buscada será 
x E APO: 2 
D-3) 2-1) 6-1 3-3" 


A 


(5.2) 


ee 
2. Hemos la descomposición en rcconsclemenaes para 57 y «La 
forma general de la descomposición en este caso es 
e-1 A Bx+C _ Dx+E 
AR 
Reduciéndola al común denominador y eliminándolo tenemos 
X? 1= AG + 1? + (Bx + C)x + (Dx + EN + 1)x. 
Igualemos los cocficientes para las potencias iguales de x: 
=A, 0=C+E, 1=24+B+D, 0= E, 0=4+D 
de aquí hallamos 
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y por esto E E AR 


e-i += 
ra ala Tyt Fi (333) 


A E AE A 
elementales se puede obtener más fácil y simplemente, no recurriendo al método de 
los coeficientes indeterminados, sino actuando por cualquier otro camino Por 
ejemplo, para la descomposición de la fracción 

1 


EEE 


en la suma de fracciones elementales lo más fácil es dos veces añadir y restar en el 
numerador x? y realizar la división como se indica a continuación: 


1 ü + x?) -= x? 1 1 
aare easy Pas AAA 
EE 1 1 1 1 
AU) CRA ATACA 


La descomposición obtenida como resultado es la descomposición de la fracción da- 
da en suma de fracciones elementales. 


Ejercicio 3. Demuéstrese que la descomposición del tipo (23:30) de una fracción racional 
propia es única, 


OBSERVACIÓN 2. Si los polinomios P(z) y Q(z) tienen coeficientes complejos, 
entonces aplicando a la fracción se sucesivamente la fórmula (23.25) (véase la 


observación 1) obtendremos que cualquier fracción racional propia 24) es repre 


Qe) 
sentable en la región compleja en la forma de una suma finita de fracciones elemen- 
tales sólo del tipo 7, A EC, k es un número entero no negativo que no 


sobrepasa la miltiplicidad a de la raíz a QU), es decir, 
PR) 
2 -$ È ir e= Sa 


§ 24. INTEGRACIÓN DE FRACCIONES RACIONALES 


24.1. INTEGRACIÓN DE FRACCIONES RACIONALES ELEMENTALES 


En este párralo y en el próximo serán analizados los métodos de integración de 
ciertas clases de funciones elementales. En cada caso, sin aclararlo especialmente, 
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vamos a suponer que se habla del cálculo de la integral sobre cierto segmento, en to- 
dos los puntos del cual está definida la función elemental subintegral (dicho de otra 
forma, sobre el cual la fórmula que define la función subintegral, tiene sentido, véa- 
se sobre esto en el p. 4.3). 

En el párrafo anterior fue demostrado, que cualquier fracción racional es repre- 
sentable en forma de suma de un polinomio y fracciones racionales elementales 
(véanse (23.24) y (23.30)). La integral de un polinomio se calcula y además de mane- 
ra muy simple (véase el p. 22.2). Analicemos la cuestión sobre la integración de las 
fracciones racionales elementales. 

Primero analicemos el cálculo de las integrales de las fracciones de tipo 


ee) 
y sim + 1, entonces (véase la fórmula 1 en el p. 22.2) 

A A 
d=- +0 (24.2) 
EN aa 

Analicemos ahora las integrales de las fracciones 
Mxs+N 
0d pr gy 


e 


dondeE ~ q < On = 1,2, 


servando 2 2 
a armsan (ef) (0-2). 
3 7 
2 


De nuevo comencemos por elcasoden = 1. Ob- 


2 
En el caso de n > 1, suponiendo, como anteriormente, £ =x + Z- , 


= q — 1, de forma semejante, obtendremos 


24.2. Caso general “s 


Mx+N tar A e d 
pe a? z Proy € 
Analicemos en particular cada una de las integrales obtenidas en el segundo 


miembro de esta igualdad. Lo que respecta a la primera de ellas, se calcula inme- 
diatamente: 


a 

ra RARA A 

La segunda integral del segundo miembro de la igualdad (24.4) se calcula un tanto 

más complicado. Sea a 
1y [nt renas e 

Integremos la integral /, por partes, poniendo 


1 2ntdi zpi 
u= grygy #7 yporlaamo, du = -qro yT: = 


y después agregando y restando a? en el numerador de la función que se obtuvo 
bajo el signo de la integral y realizando la división como está señalado a conti- 
nuación, obtendremos 


dt t è 
ne airm e jer ai 
t U? +a- a 
“a A ja A 
t dr 2 de ] 
o r een 


t 
decir, 1, = Dal, — ml, p ye 
G h = aa * a — 247, , 1, de donde 


L dd t ¿21 
(AY a 


e Wiik ea wo 


La integral /, se calcula fácilmente (véase en el p. 22.2 la fórmula 12); la fórmula 
(24.6) permite calcular 7; conociendo /,,-por la misma fórmula se puede hallar 7}; 
continuando este proceso se puede hallar la expresión para cualquier integral 
hín =1,2,..). 


24.2. CASO GENERAL 
De los resultados del p. 23.6 y del p. anterior 24.1 se deduce directamente el si- 
gulente teorema. 


Teorema 1. La integral indefinida de cualquier fracción racional sobre cualquier 
intervalo, sobre el cual el denominador de la fracción no se anula, existe y se expresa 
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a través de funciones elementales, y concretamente es la suma algebraica de las su- 
Perposiciones de fracciones racionales, arcas tangentes y logaritmos naturales. 

El teorema 1 es una consecuencia directa de las fórmulas (23.24), (23.30), (22.6), 
(22.8), (24.1) — (24.6). Estas fórmulas dan un método concreto del cálculo de la in- 
tegral de una función racional: primero, dividiendo el numerador por el denomina- 
dor, se separa la “parte entera”, es decir, la fracción racional dada se representa en 
forma de suma de un polinomio y una fracción racional propia (23.24), después la 
fracción racional propia obtenida se descompone en una suma de fracciones ele- 
mentales (23.30), después de lo cual utilizando linealidad de la integral (22.6) se 
pueden calcular las integrales de cada sumando por separado, por las fórmulas 
(22.8) y (24.1) — (24.6). 


Elemplos, 1. Calculemos ¡AS . Ya es conocido (véase (23.32) que 


x OI E 
w-wa w- EN 


¡(E 


+ - 
6Jx+1 "3 Jx=2 


be qn nd 214 0 


sas 
2. Calculemos E Por la regla general, separemos la 
parte entera, dividiendo el numerador entre el denominador obtendremos 
rara 2-1 


zerr RR 


Para la fracción racional propia obtenida está hallada su descomposición en frac- 
ciones elementales (véase la fórmula (23.33)): 


Pa, A ARE 
EE 
por lo que 
tatea- dx 2xdx 
f EE en [rar [Eo [PE 
x. 4% dg? +i) 1[d+D 
+ [a 7 nte e wanj 1 


2 
x EA 

E tab +lne+p+a 
z =- aa e 
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Se debe tener en cuenta, que el método de cálculo señalado de la integral indefi- 
nida de una fracción racional es general; con su ayuda se puede calcular la integral 
indefinida de cualquier fracción racional, si se puede obtener una descomposición 
concreta del denominador en factores del tipo (23.10). No obstante, naturalmente 
en casos particulares aislados resulta más conveniente para una reducción esencial 
de los cálculos utilizar otros caminos. 

Por ejemplo, para el cálculo de la integral 


š dx 
=> 


es más sencillo no descomponer la función subintegral en fracciones elementales, si- 
no utilizar la regla de integración por partes. Haciendo 


i 
El 


sax den 3% r consiguiente du 
da 


obtendremos 


Pa Qs ==, 1 Ls 
2 ES Ap ¿Jar 
Agregando y restando a del numerador de la función subintegral obtenida, reali- 


zando la división, obtenemos dos integrales de las cuales la primera es de tabla y la 
segunda se calcula fácilmente integrando por partes: 


E AR 
avr a y 


x 1 (HEN 1 da- 
aiy a" NTE sf a” 
> 142] - + 

AA ima sa 

x Jus] x 
+ “a ar e 


24.3". MÉTODO DE OSTROGRADSKI 


En el punto (24.1) fue demostrado que cualquier fracción racional propia puede 
ser presentada en forma de suma de fracciones elementales. Pero del p. 24,1 


se deduce que las primitivas de las fracciones elementales —— y 


x-a 
tN_ (è 

Ti zE -0<0) son funciones trascendentes de tipo 

EEES 


ss 824. Integración de fracciones racionales 
A arctg (a,x + a,) + Bin (b,x + b,) + C (véase (24.1) y (24.3)); la primitiva de 
la fracción elemental 


Alw = af, a=2,3, n 


es una fracción racional; la primitiva de la fracción elemental (Mx + N)/(x? + px + 
+ qY,8 =2,3,... „en virtud delas fórmulas (24.4), (24.5), (24.6) y la fórmula 12 
del p. 22.2 puede ser, en general, representada en forma de suma de una fracción ra- 
cional propia y una función trascendente del tipo A arctg (a,x + az) + C, que es 
B 

la primita de a tución det tpo sra (2 a<o). Por esto, cual- 
quier primitiva de cualquier fracción racional es representable, en general, en forma 
de suma de una fracción racional (parte algebraica) y una función trascendente que 
es la primitiva de la suma de las fracciones del tipo 


Ši 
De esta manera, si P(x)/Q(x) es fracción racional propia y 
QU) = Q = aP n fx = a, O? + pyx + q... el + px + q) 
+ es la descomposición de su denominador en la forma (23.10), entonces 


fitan A, i 
2w Qu) EN 
AA A AA 
Pu) Pao) 
— de A A l.i 
153 MET e 
donde Q,(x) = œ — 85)... (œ — a, Me? + pix + qi) = (a, APA De 
las fórmulas (24.2) y (24.6) se deduce que el polinomio Q, (x) tiene la forma 
Qu) e aT l. a) è + 
tpat aP) è + pata, 
es decir, el polinomio Q, (x) es el máximo común divisor del polinomio Q(x) y su 
derivada Q” (x) (vease (23.23). 

La fórmula (24.8) se llama fórmula de Ostrogradski *. El segundo sumando de 
la parte derecha de la fórmula (24.8) se llama parte trascendente de la integral 
[2 a esto es natural ya que de lo dicho anteriormente se deduce que cual- 
quier primitiva de la fracción P¿(x)/Q,(x) salvo un sumando constante representa 


"M. V. Ostrogradski (1801 — 1861), matemático ruso. 
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una combinación lincal de logaritmos y arcos tangentes de funciones racionales y es- 
to significa, como se puede mostrar, que será en general una función trascendente. 
El primer sumando denominado parte algebraica puede ser hallado de manera 
completamente algebraica, si son conocidos los polinomios P(x) y Q(x) (y por lo 
tanto Q(x), es decir, sin integras ninguna función). En realidad el polinomio Q, (x), 
siendo el máximo común divisor de los polinomios Q (x) y Q” (x), siempre puede ser 
hallado con ayuda del algoritmo de Euclides (véase el p. 23.5*), así mismo para 
hallar el polinomio Q, (x) no se exige el conocimiento de las raices del polinomio 
Q(x); no obstante, si las raíces debpolinomio Q (x) son conocidas, y por lo tanto se 
conoce su descomposición del tipu (23.17), entonces el polinomio Q, (x) se escribe 
directamente por la fórmula (23.23). El polinomio Q,(x) se halla como cociente de 
la división de Qx) entre Q). ~ 

Para la búsqueda de los polinomios P, (x) y P¿(x) se puede aplicar el método de 
los coeficientes indeterminados. Aclarémoslo. Denotemos el grado del polinomio 
Q, tx) por n, el grado del polinomio Q,(x) por nz, entonces de la igualdad 


Qu) = 010010) 04.9) 


obtendremos n = n, + nz. Puesto que las fracciones P4 (x)/Q; (x) y P3 (x)/Qz(x) 
son propias, los grados de los polinomios P (r) y P} (x) respectivamente no son su- 
periores an, — 1 yn, — 1 y por eso en estos polinomios la cantidad de coeficientes 
distintos de cero respectivamente no supera a n, y n; de esta manera, la cantidad de 
coeficientes desconocidos es igual a n, + nz = n. Diferenciando las primitivas que 
aparecen en ambas partes de la fórmula (24.8), tendremos (omitiendo, para mayor 
brevedad, la notación del argumento) la relación 


La ayoa 


Q Q, Q 
Realizando la diferenciación, tendremos 
$- ne + a 04.10) 


Observemos que 
P{Q - P,Q; _ PiQi- PR 
H QQ: 

donde R = Qi Q3/Q, es un polinomio. En realidad si z es una raíz del polinomio 

Q, de muhiplicidad A, entonces como conocemos (vease el p. 23.4), z es una raiz de 

multiplicidad A — 1 para la derivada Q; y la raiz de multiplicidad uno del polino- 

mio Q}. por eso en este caso z es también una raíz de multiplicidad A para el polino- 

mio Qi Q. De aquí por la fórmula (23.7) directamente se deduce que el polinomio 

jy Se divide, sin residuo, entre el polinomio Q}, es decir, que R es también un 
polinomio. Así, de (24.9), (24.10) y (24.11) tenemos 

Pi Q — PiR 


. (04.11) 
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de donde 
P=Pj03—PiR + P2Q, 2412) 


El polinomio P tiene grado no superior a n — 1 (ya que la fracción P/Q es pro- 
pia). Igualando los coeficientes de las potencias iguales x, k = O, 1,... „n — 1, de 
la variable x en ambos miembros de la igualdad (24.12), tendremos n ecuaciones li- 
neales con n incógnitas. Anteriormente se demostró (véase (24.8)), que los polino- 
mios P, y P, siempre (en particular, para algún polinomio dado Q y para cualquier 
polinomio £ de grado que no supera a n — 1) existen; por eso el sistema obtenido 
de ecuaciones lineales tiene solución para cualquier segundo miembro *). De aquí se 
deduce que el determinante de este sistema no es igual a cero, y esto significa que del 
sistema estudiado se puede decir no sólo que tiene solución sino que la solución es 
única, Con esto no sólo hemos obtenido un método para la definición de los coefi- 
cientes desconocidos en la fórmula (24.8), sino que además queda demostrada la 
unicidad de esta suposición. 

La fórmula (24.8) reduce, en general, el problema de la integración de cualquier 
fracción racional propia, al problema de integración de una fracción racional pro- 
pia en la cual el denominador Q (x) tiene sólo raices reales. Con ayuda de esta fór- 
mula, integrando una fracción racional propia, se puede hallar por el método 


señalado anteriormente la parte algebraica de la integral j pa dx, y después in- 


tegrar una fracción racional más sencilla P,(x)/Q,(x), si claro no resulta casual- 
mente que Pz(x) es un cero idéntico: en este caso el problema ya está resuelto. 

El método aquí descrito de integración de fraccion. racionales lleva el nombre 
de método de Ostrogradski. 

Al utilizas el método de Ostrogradski para la integración de fracciones raciona- 
les con frecuencia resulta más conveniente escribirla fórmula de Ostrogradski (24.8) 
en la forma (24.7), ya que en este caso después de hallar los coeficientes desconoci- 
dos en la función subintegral, ella se puede integrar directamente. 

Los coeficientes desconocidos en la fórmula (24.7) se hallan por el mismo méto- 
do que fue descrito para la fórmula (24.8): se deben diferenciar ambos miembros de 
la igualdad (24.7) y reducir a un denominador común todas las fracciones racionales 
obtenidas en ambos miembros de la igualdad, igualar los coeficientes de los mismos 
prados de la variable x en los polinomios que se encuentran en los numeradores y re- 
solver el sistema de ecuaciones lineales obtenido. 

Eiemplo. Apliquemos el método de Ostrogradski para el cálculo de la integral 


cl 
ADO E ds egin a fsa AI 
A 
dra ate A, CIN 
DE ESE TE TEEN 


‘7 Como es usual se supone que todos ls términos de las ecuaciones que contienen incôg- 
nitas y sólo ellos se trasladan al primer miembro de la igualdad. 
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por eso 

O [KÈ + be + MeN ko + bem 
Ei ES TES ] ia 
Diferenciando, obtendremos 

x+ -ta 

AA 
(Ak? + 2Lx + MIL — xK? + 1) = (Ke? + Lx? + Mx + N) X 
n x i20 t tU ON 

UPa 


them 
a 
De aquí tenemos: 
ea x? + x= (KX? + 2 MM A + 
= (Kx? + Lx? + Mx + NM + 2 2) + 0 t le 
+ mt -= D +è a 
Igualando los coeficientes con iguales exponentes de x, obtendremos 
M+2N+m=0, 
-M +2L+2M-2N-2m+i=l, 
3K- 2L+M+2L-2M+A4N +k- U+ 2 
-M + 2L — 3K + 2K — 2L + 4M — 2K + 2 — 2m = 2, 
3K = 2 -2K4+4L+2U-U+m=l, 
=3K+4K-2k+i=0, 
k=0, 
M+2N+m=0, 
2L+M-2N+1-2m=), 
3K-M+4N +k-2U+2m=-2, 
=K + 3M — 2k + U-2m=2, 
K+2L+2k-U+mal, 
K-2k+l=0, 
k=0. 
Resolviendo este sistema de ecuaciones, hallaremos 


1 1 3 
Kel, Lac, Ma2, N=-1, 
Z z Maz) Nech 
1 


k=0, m=} 
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por eso 
a 
NS UA 
+1 102, 


1 
a O 


$ 25. INTEGRACIÓN DE ALGUNAS IRRACIONALIDADES 
25.1. OBSERVACIONES PREVIAS 


se llaman funciones racionales de uy 
Si en la fórmula (25.1) las variables u) 
riable xi u; = py, i = 1,2, 


Rie), ... 


se llama función racional de las funciones ø, (x), ...., øy (x). 
Por ejemplo, la función 


, 
x+ Va - 1 
48 CRE 
es una función racional de x y de los radicales Vx, Vx? — 1, y Vx? +1 


$0) =R(, Vx, r pa Fi} 


P 
aqui Rup upupu) a LÈ, mar, mavt, u= VaT, m= 


u,- u, 
avri. 
Si en la fórmula (25.1) las variables 1, ... 


Pasemos ahora a las integrales de funciones de los tipos analizados y mostremos, 
que en una serie de casos, ellas se reducen a las integrales de funciones racionales. 
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252. INTEGRALES DEL TIPO | rf, (E612)", ... (Ea 


Analicemos las integrales señaladas en el titulo del punto con la condición de que 


eb 
las constantes 7), ... , 7, son racionales y | + 0 (a, b, c, d son constantes), 
e 


La última suposición es natural, ya quesi | $ a = 0, entonces los coeficientes a, 
a+ o 
rd 
dependeria de x. La función subintegral en este caso sería una fracción racional or- 
dinaria de una variable, el problema sobre la integración de la cual fue analizado an- 
teriormente. 


no 


b serían proporcionales a los coeficientes c, d y por eso la relación 


Hagamos m atb ai 
EEZ] 
de donde 
am-bo 
«to 25.3) 
O c 


pt) es una función racional, por esop" (r) es también una función racional, y más 
adelante . 
p’ Odi, ass 


(25.5) 


Sustituyendo (25.3), (25.4) y (25.5) en la expresión subintegral analizada obtendre- 
mos 


pE aey, 


donder") = r (ST > 
aa 


eje (at = [oa 


e), evidentemente es uña función ra- 
cional de la variable f. De esta forma el cálculo de la integral 


fax + py" lax + py" 
PRES E Ja ii 


se reduce a la integración de fracciones racionales. 
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Claro, para hallar la expresión de la integral inicial, es necesario, después del cál- 
culo de la integral | R*(s)dr, haciendo el cambio inverso de la variable 1 = ((ax + 
+ b)/(cx + dy) UA, regresar a la variable x inicial. En el futuro en situaciones aná- 
logas, no haremos cada vez la explicación de la necesidad del paso inverso a la va- 
riable inicial x. 

Señalemos que en particular, al tipo de integrales analizado pertenecen las in- 
tegrales del tipo 

| Ri, (ax + BY... (ar + a us xd 


Ejemplo. Caleutemos la neg | — 
x = 16, dx = 61%dt, obtendremos 


Italia Je=r+m- frt] 


-sf E 
=21x-3 Vi + 66M (Vx + 1) +C 


Er toimti+ tlf Co 
2 
Integrales de otros tipos a veces se reducen a las integrales del tipo (25.6) con 
ayuda de transformaciones elementales, por ejemplo, 


-Suy la ral, 
E a Yg SePoniendo por la regia gens 


|V aE Bb) dx. 
AAA a 
[=16=3 ax. 05.7) 


Sacando en la función subintegral el factor (x — 1) fuera del signo del radical, 
obtendremos una integral de tipo (25.6): a ada e> 2 


[ra fe- o E e 
y cuando x < 1 
(E fa- 22 


k-i 


Cuando 1 < x < 2 la expresión subintegral es imaginaria pura. 
Veamos, por ejemplo, el caso x > 2. Hagamos aquí (véase (25.2)) 1? = 
entonces 


nr 


2-A 


E 


25.3. Sustituciones de Euler “ 


por eso 

2-e 20 de Par 
fu P (E ap” afa =P" 
E NA a a 
mente (véase el p. 24.2). 


25.3. INTEGRALES DEL TIPO | R(x, Vax? + br + 0) dx. 
EULER 


Las integrales indicadas pueden ser reducidas con ayuda de un cambio de va- 
riable a las funciones racionales. Analicemos tres cambios de variable que llevan el 
nombre de sustituciones de Euler ”. Asi pues, sea dada la integral 


[RO Var +E Echar, a+ 0. (05.8) 
Primer caso: a > 0. 
Hagamos el cambio de x por £ de la siguiente manera; 
VERDA Cm Val as.) 


os signos se pueden tomar en cualquier combinación). Elevemos ambas partes de 
la igualdad escrita al cuadrado: 
arirrozade 2d A 
de donde A 
. Ri 
TS 

R, (1) es una función racional de 1 y esto significa que R (1) es también una función 
racional. 

Más adelante, dx = Rj (t)dt, Vax? + bx + c = «R (0) Vā + 1 = R(t), don- 
de, evidentemente, R, (£) es una función racional. Finalmente 

| Ri, Var + bx + 0jdx = | RR), RADR ¡(at = | RADA 

donde R*(1) = R (R, 0), Ra(£)R; (0) es una fracción racional. O 

Segundo caso: las raices del trinomio ax? + bx + c son reales. 

Sean x, y xz reales y son las raices del trinomio ax? + bx + c. Six, = x}, enton- 


ces 
Vax? + bx +c = Va = xF = lx xl Vā. 

De aquí se deduce que en este caso o bien bajo la raiz está una magnitud negativa 

para todos los valores x # x,, es decir, la raíz toma sólo expresiones imaginarias, 


este caso tiene lugar cuando g < 0 y no lo analizamos, o bien cuando a > 0 des- 
pués de la transformación elemental señalada obtenemos que la varialbe x no apare- 


SIL. Euler (1707 — 1783), matemático suizo. 
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ce bajo el signo de la raiz, es decir, bajo la integral está solamente una función ra- 
cional de x, en general, diferente para cada uno de los segmentos (— œ, xy) y (x, 
+0). 

Analicemos ahora el caso cuando x, + x}. Observando que ax? + bx + c = 
= a(x ~ x, Me — x3) y sacando x — x fuera del signo de la raiz obtenemos que 


Ra NETET) (sb = 


aquí Ry (u, v) es una función racional de las variables u y v. 
Como es conocido (véase el p. 25.1) la integral de la función (25.10) puede ser 


calculada con ayuda de la sustitución (véase (25.2) 2 = LR queen muestro 
i 
ai a -xi = VII 


O, tomandor > Ocuandox > x, yt < Ocuandox < xy, (x — xX =Va F bx + c. D 

La integral (25.7) analizada en el punto anterior es un ejemplo del caso 2; esta in- 
tegral fue reducida anteriormente a una fracción racional por el método que acaba- 
mos de examinar ahora en el caso general. 

Los dos métodos de cálculo de la integral (25.8), estudiados por nosotros permi- 
ten siempre reducir esta integral a una integral de una fracción racional sobre cual- 
quier intervalo, si sólo la raiz Vax? + bx + c sobre este segmento no toma valores 
imaginarios puros (es natural, estudiando el análisis en el campo real, excluir este 
caso). En realidad, supongamos que no tienen lugar ni el primero ni el segundo ca- 
so, es decir, a < 0 y las raices x, y xz del trinomioax? + bx + c son esencialmente 
complejas: x; = g + Ai, x, = g — hi, h ++ 0. Entonces 
VTF br +c e Va AD = 

GE Va ay F A, 


yyaquea < Oyh + Oentonces bajo la raíz para x cualesquiera aparece una expre- 
sión negativa. 

Tercer caso; e > 0. 

En este caso se puede utilizar la sustitución 


VaT+i+o= Vie xt 


(la combinación de signos es arbitraria). Elevando al cuadrado obtendremos la 
igualdad 


ax? tox = 22 Ve xt + tn 
de donde 


ve A 
xe RO, dx = RA, 
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Vaxt y bx +c = 2v0 2 Ride = Rl) donde R(t), R40) y R(t) son 
funciones racionales de £. Por esto 
$R, VE F bx F cdx = [RIRLO, RAMA: = [ROA 

donde R(t) = RIR¿(0), RUR; (e) es una fracción racional, O 

Las integrales del tipo fro, Vax + b, Var F d) dx se reducen mediante la sus- 
titución 

P=ox+b es) 

a las integrales analizadas del tipo (25.8). 

En realidad, de (25.11) tenemos: 


2e 
oa alias, Td = j A +a =VAMFD, 


- 2 4 d, por 1o que 
a 


[RG VFB, Vier Fdd = [Rot VAR + B)dt, 


donde Rs(u, v) es una función racional de las variables u y v. En el segundo 
miembro de la última igualdad aparece una integral del tipo (25.8). O 

El cálculo de integrales con ayuda de las sustituciones de Euler a menudo nos lle- 
expresiones muy voluminosas, por lo que se deben utilizar en general sólo cuan- 
integral analizada no se logra calcular con otro método más breve. Por 


z A 
z) +0 Eno edi 


convencerse de que la integral (25.8) en el caso, cuando la expresión subradical es 
positiva sobre cierto intervalo, con ayuda de una sustitución lineal puede ser reduci- 
da (compárese con el p. 22.3) a una de las tres integrales: 
fea. ví = Prat, |RU, VE Tat, (RG, VES yde 
(claro, aquí con el símbolo R se denota, en general, otra función racional distinta a 
la de la fórmula (25.8). Para el cálculo de las integrales obtenidas, a menudo resulta 
muy cómodo utilizar las sustituciones trigonométricas 
t=senu, [=C05u, f= tgu, 


vi 
do 


ejemplo, observando que ax? + bx + c = a(x + 


2a 


y también las sustituciones hiperbólicas 
tash t=chu, t= thu. 


25.4. INTEGRALES DEL BINOMIO DIFERENCIAL 
La expresión x™(a + bx”)? dxía + 0, b + 0) se llama binomio diferencial. Va- 
mos a analizar el caso cuando n, m, y p son racionales y a y b son números reales. 
Hagamos 
x=, 05.12) 


ses $ 25. Integración de algunas irracionalidades 


entonces 


alta y fresat | 
5 5 


De esta forma, la integral 


fæmia + bx")? ax (25.3) 
se reduce mediante la sustitución (25.12) a la integral del tipo 
fia + bP ade, (25.14) 
donde q y p son racionales. En el caso analizado 
garta 


Primer caso: p es un número entero. 
Seag -; » donde r y s son números enteros; por los resultados del p. 25.2 en es- 


te caso la sustitución z = £1/% reduce la integral (25.14) a una integral de una frac- 
ción racional. 

Segundo caso: q es un número entero. 

Sea ahora p = 7/5, r y s son números enteros. Por los resultados del punto 25.2 
la integral (25.14) se reducen en este caso, con la sustitución z = (a + br)", a la 
integral de una fracción racional. 

Tercer caso; p + q es un entero. 

Sean p = 7/5 y s enteros. Escribamos, para mayor claridad, la integral (25.14) 
en una forma algo diferente: 


fe sonera (64yr ma. 


De nuevo tenemos una integral del tipo analizado en el mismo punto 25.2. Esta vez 
a la integral de una fracción racional la reduce la sustitución 


E + 2)". 
z= + 
T 
Así, en los tres casos, cuando uno de los números p, q o p + q es entero, la in- 
tegral (25.14), con ayuda de las sustituciones señaladas anteriormente, se reduce a la 


integral de una fracción racional. 
Este resultado, aplicado a la integral (25.13), toma la siguiente forma: cuando 


uno delos números p, Z$ Lo Ltl 4 p es entero, la integral (25.13) puede ser 


reducida a la integral de una fracción racional. Además, en el caso cuando p es un 
entero, esta reducción la realiza la sustitución 


zaa, 


A 
Virre 


m+ 


25.5. Integrales del tipo | 


donde el número s es el denominador de la fracción 


n 
en el caso cuando "12 es entero, la sustitución 


7 
z = (a + bx"), 

donde el números es el denominador dela fracción p, es decit, p = 7/3; y en-el caro 

cuando MÁ + p es entero la sustitución 


gours 
donde el número s es también el denominador de la fracción p. 

P, L. Chebishev * mostró que para los exponentés m, n y p, que no satisfacen 
las condiciones antes señaladas, la integral (25.13) no se expresa a través de fun- 
ciones elementales. 

Ejemplo. Analicemos la integral 


r= fah- 


1 IEA 
Agim =3.n= -3P 3I 


Hagamos la sustitución indicada anteriormente: 


z= (l = xm, 0519 
de donde 
x-0- 2dr 
y por esto 
Sl. j£ E 
ý ie T7 
2 1 1 1 
A -1 |(c +t r)e 
312% NE ” 
2 1 Es] 1 
- -1 -i a 
a-a e iea a e 
donde z se expresa a través de x por la fórmula (25.15). 
P,a), 
25.5, INTEGRALES DEL TIPO | HD 
dr, aso, 


fax? + bx +c 


% P. L. Chebishev (1821 — 1894), matemático ruso. 


“s $25. Integración de algunas irrecionalidades 


donde P, (x) es un polinomio de grado n > 1. En principio esta integral se puede re- 
ducir siempre a la integral de una fracción racional con ayuda de una de las sustitu- 
ciones de Euler (véase el p. 25.3). No obstante, en el caso concreto dado, general- 
mente, nos lleva al objetivo mucho más rápido otro método. 

Mostremos precisamente que es válida la fórmula 


Pa) 
—2— dx =P, bx a | == (25.11 
[RA | eo 


donde P, _ ,(x) es un polinomio de grado no superior a n — 1 y æ es cierto número, 
Así, Sea dado el polinomio 


P (x) =0,x" +0, _ ("7 4... + 092 (25.17) 
Si existe el polinomio é 
LO E A (25.18) 


que satisface la condición (25.16), entonces diferenciando esta igualdad obtendre- 
mos: 


>a 


Vaxt $ bx +c 
=P, ovario RI E 


2vaxt+bx+e Vax! +bx+c 


2P (x) = 2P; (xMax? + bx + c) + P, (Qax +b) + 2a. (25.19) 


Aqui ala izquierda aparece un polinomio de grado n y a la derecha cada sumando es 
también un polinomio de grado no mayor que n. 
Observando que 


Po DO, xT? OY e dy (25,20) 

y sustituyendo (25.17), (25.18) y (25.20) en (25.19) tenemos las igualdades 
CO ETE ERETTE 
= Amè + bx.+ olin 0, 1x"? 4 
+ (2ax + bXb, 1x"! + 


+kb t tbt 
+ bext +.. + bo) + 2a. 


Igualando los coeficientes de las potencias iguales de x obtendremos el siguiente sis- 
tema de n + 1 ecuaciones lineales con n + 1 incógnitas bọ, by, 


2a, = 2cb, + bby + 2a, 
2a, = 20b, + 4cb, + 2aby + bby, 


¿Bo y 8 


2a, = Uk — 1)ab, _ , +2Kbb, + 2(k + UCD, . y + 200, ¡+ bby, (25.21) 


26.1. Integrales del tipo ÍR (senx, cosxjex Ca 


— Dab, _ ¿+ UM — I)bb, _ ; +:2ab, -2 + Dd is 
2a, = Un — 1)ab, _ y + 20b, 

De la última ecuación se halla inmediatamente b, _ y 

b, 


Sustituyendo esta expresión en la penúltima ecuación y observando que en esta 
ecuación el coeficiente de la incógnita b, _ ,csigual a 2a(n — 1) + Ohallaremos el 
valor de b, _ ,. Sustituyendo a continuación los valores de b, _ , y b, - ¿cn la 
ecuación anterior hallaremos el valor b, _ y, etc. Sucesivamente obtendremos todos 
los valores de las incógnitas b, (k = 0, — 1). Después de esto, de la pri- 
mera ecuación se halla inmediatamente la incógnita a. 

De esta forma, el sistema (25.21) tiene solución para cualesquiera valores 

A: Por eso el determinante de este sistema es diferente de cero y la solu 

es única. 
En la práctica el polinomio P, .. ,(x) en la fórmula (26.16) se escribe con coefi- 
cientes indeterminados, los cuales se hallan resolviendo el sistema (25.21). Después 
de esto, el cálculo de la integral dada se reduce al cálculo de la integral 


i 


j dx 

Vaxt bx +e 

la cual en el caso en que la expresión subradical es positiva en cierto intervalo se re- 
duce fácilmente a una de tabla (véase el p. 22.3). 


Las integrales del tipo 
r dx 


AN G bx + 
1 


con la sustitución 
t= 


xi 
se reducen fácilmente a integrales del tipo (25.16) analizado. 


$ 26. INTEGRACIÓN DE ALGUNAS FUNCIONES 
TRASCENDENTES 


26.1. INTEGRALES DEL TIPO Í Risen x, cos x)dr 


La sustitución 
=r<x<r 


reduce la integral indicada en el título a la integral de una función racional. En reali- 
dad, tenemos 


u $ 26. Integración de algunas funciones trascendentes 


Pe 
cosx CES NET (26.1) 
a alan " 
no TA IN 
2 
2du 
=2magu dem Ps 


por lo que 


2u du 
from ra 


De esta forma se obtuvo la integral de una función racional. 
Celems por si método indicado negra Í E Uilizando ar 
mulas (26.1) obtendremos: 
5-2 A E ER T Y 
1+ senx (l + uy ltu x 
1+835 


Es necesario, no obstante, tener en cuenta que aunque por principio las integra- 
les analizadas siempre se pueden reducir a la integral de una función racional con el 
método indicado, en su aplicación práctica a menudo nos lleva a cálculos muy volu- 
minosos; mientras que otros métodos, en particular las sustituciones del tipo 

u=senx, u=cosx, u= tgx (26.2) 


A veces permiten calcular la integral necesaria, sustancialmente más rápido, 

Ejemplos. . Analicemos a inegra | ¿5 . Representémosla en la forma 
de t e á 

[E ones ve, qu en ete cos moy 


cómoda la sustitución u = tg x: 
wa 

= Uria fa au = 
La A di 


eur L+Cagr lc 
Or E 


2. Representando la integral A e Saes 
coa Sex cos x 
sen x dx is 
=s de lo te es la sustitución u = 
PE nos convencemos de lo conveniente que u 


= cos x. En efecto, 


26.2. Integrales del tipo sen" xcos"xdx 449 


ZA a ifa 
"3 ja uye jae 


E Y i EL. E OE Y de E T E A 
2) a-e 2J0= 2jJa- 


ri 1 


t3f_ EE in ol 


1 1 4 1 
+C. ll c. 
AE A 


Claro está, las integrales analizadas en los ejemplos 1 y 2 pueden ser calculadas 
también con ayuda de la sustitución (26.1), por ejemplo, 
de 1 (+ ua 
aja” 


se xcosx 4 


no obstante, con este método hubiera sido necesario integrar una fracción racional 
más compleja que la del resultado de la aplicación de la sustitución u = cos x. 

3. A veces en el cálculo de integrales cuya expresión subintegral contiene sen x y 
cos x, suele ser útil recurrir a otros métodos artificiales utilizando las fórmulas tri- 
gonométricas conocidas, como, por ejemplo, la fórmula sen?x + costx = 1. 
Mostremos en el ejemplo que acabamos de analizar el método de aplicación de esta 
fórmula: 

de. [sen?a + cosx dx 
Seny cos x 
cosxdr _ [digx, [dsnx_ (du fa? 
- = + 2, > 
sen x 18x E 


11 1 
=intal - - 3 
ln dal = 3r + C = ln ligal + 


Como era de esperar, se obtuvo el mismo resukado que anteriormente obtuvi- 
mos. 


24.2. INTEGRALES DEL TIPO Í sen" x cos" x de 
Sean n y m números racionales. La integral [sen” x cos" x dx con ayuda de las 
sustituciones u = sen x ó u = cos x se reduce å la integral de un binomio diferen- 
cial. 
En efecto, suponiendo, por ejemplo, u = sen x, obtendremos 
cosx = (1 —uY2, du =cosxdx, dx= (1 — u?)- V? du 


9 Aqui fue hecha la sustitución v = sè, 


29-67 
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y por eso 


fsen™ x cos" x dx = jumi — u?) 2 du. 


De esta forma, la integral | sen™ x cos” x dx se expresa o no a través de fun- 
ciones elementales en d ia de si posee o no esta propiedad la integral obteni- 
da del binomio diferencial. 

En el caso cuando m y n son números enteros (no obligatoriamente positivos), la 
integral |sen™ x cos” x dx pertenece al tipo de integrales analizadas en el punto an- 
terior, para su cálculo, en particular, es conveniente aplicar la sustitución (26,2). 

Por ejemplo, si m = 2k + 1 (respectivamente n = 2k + 1) es un número i 
par, entonces se puede hacer la sustitución v = cos x (respectivamente u = sen 
[sen dk + Lycos" x dx = — [(1 ~ cos? x) cos” xd cos x = 

= f0 = u?) u" du. 


La integral analizada estå reducida a la integral de una fracción racional. 
Un resultado análogo se puede obtener también para la integral 
fsen™ x cos?t + 1 x dx con ayuda de la sustitución u = sen x. 
Sim = 2k + 1,m = 21 + 1, entonces suele ser útil la sustitución £ = cos 2x: 


fren +A cost +i xdr = f ent x eosti x son x cos x de = 


AE A 


-m fa =a dt, 
es decir, de nuevo se obtuvo la integral de una fracción racional. 
Si ambos exponentes m y n son positivos y pares (o uno de ellos es cero), enton- 
ces es conveniente aplicar las fórmulas 


ayal Tose a. dt cos ze 
snx EZ, oosa = se 


que evidentemente llevan la integral analizada a integrales del mismo tiempo, pero 
con exponentes menores, también no negativos. Por ejemplo, 


[a pa 


26.3. INTEGRALES DEL TIPO [sen æ x cos 8 x dr 


Las integrales indicadas en el título del punto se calculan directamente si trans- 
formamos las funciones subintegral por las (órmulas 


senaxcos gx = 5 [sen (a + Bx + sen (a — B)al, 


26.4. Integrales de funciones trascendentes colculobles s 


sen a xsen Bx = 3 leos (a — B)x = cos (a + B)xle 


cos ar x cos Bx = [sos (a + B) + cos (a — Bxl- 


Por ejemplo, 


| sen 2 cos x de = f een ax + sen apate = cosa -goos = C. 


z 


26.4. INTEGRALES DE FUNCIONES TRASCENDENTES 
CALCULABLES INTEGRANDO POR PARTES 


A las integrales indicadas en el título de este punto pertenecen, por ejemplo, las 
integrales 


| e cos frax, | e™ sen Bx dx, | x" cosa xdx, 
f sena x dx, | x” 0% dx, | x" arcsen x dx, 
[af arccos x dx, | x" arctg x dx, | x" arcctg x dx, 
Jx" In x dx (n es un entero no negativo). 
Todas estas integrales se calculan, en general, con ayuda de la integración 


reiterada por partes. 
En efecto, tenemos: 


pa jercospadan [era A fee sen pr de > 
8 CO 
Ene a fera e 
CS $ 


a O sen Bx + a cos bx) _ a? 
G ñ 


1 


CB senBx + cos), e as 
ET T j 


s $ 26. Integración de algunas funciones trascendentes 
De forma análoga también se calcula la integral Í e°% sen Gx dx. 


En las integrales Í x” cos œx dx, | x" sen ax dx, | x"e™ dx, haciendo u = x" y 


respectivamente dy = cos ax dx, dv = sen ax dx, dv = e** dx, después de la in- 
tegración por partes de nuevo llegaremos a una integral de uno de los tipos 
señalados, pero ya con un exponente menor en uno. Aplicando este método n veces 
llegaremos a una integral del tipo analizado con n = 0, la cual evidentemente se cal- 
cula inmediatemente. Por ejemplo, 


| snx dy = [2 d(—cosx) = ~x? cosx + 2] x cos x dx = 


= ~x cosx + 2| xd senx = —x? cosx + 2r sen x = 


— 2 senxdr = =x? cosx + Zesenx + 2cosx + C. 


Utilizando las integrales analizadas anteriormente se pueden calcular también 
integrales más complejas. Calculemos, por ejemplo, la integral 


fre cosficar. 
Integrando por partes y aplicando (26.3) tenemos: 
[ares cos aede = fra [Eten coman 


a+ 
B sen fx + a cos Ax n8 

Ea ai - ae +- 

A dal (e sen Bx 


na 


E -i 
EN je le cos B x dx. 


Las integrales obtenidas en la parte derecha son del mismo tipo que la inicial, s- 
lo que el exponente de x es menor en uno. Aplicando sucesivamente el método anali- 
žado llegaremos a integrales del tipo 


fe sengxdr y fe cosgxde, 


las cuales fueron analizadas anteriormente. 
Finalmente, las integrales 


f x'arcsenxdx, [x"arccosdx, |x" arctgx dx, 
|A arcagrede y [x"Inxax 


con la integración por partes se reducen a la integral de una función algebraica, si en 
ellas hacemos dv = x" dx y como función u tomamos la función trascendente res- 


26.5. Integrales del tipo R (shx, chxddx 453 


tante, es decir, una de las funciones; arcsen x, arccos x, arctg x, arcctg x, Inx, Por 
ejemplo, 


26.5. INTEGRALES DEL TIPO | R(sh x, ch x) de 
La sustitución 
mi 
2 
reduce la integral [ R(sh x, ch x) dí a la integral de una fracción racional 


En efecto, para la sustitución indicada tenemos 


E A OTE 
T: = 


por eso 
w i+ du 
[ronzenoas =- afe Gari + 


En ejemplos concretos a veces resulta cómodo utilizar la sustitución del tipo 
u m shx,u = chxóÓu = thx, que permiten calcular la integral de una forma sus- 
tancíalmente más simple (compárese con el p. 26.1). 

Las integrales del tipo 


[ shx ch" x dx, 


donde m y n son números racionales, con ayuda dela sustitución v = shx(u = chx) 
se reducen a la integral de un binomio diferencial (compárese con el p. 26.2). 


26.6. OBSERVACIONES SOBRE LAS INTEGRALES NO EXPRESABLES 
A TRAVÉS DE FUNCIONES ELEMENTALES 


Hemos analizado diferentes clases de funciones elementales y hemos hallado sus 
primitivas, que también son funciones elementales. Sin embargo, no toda función 
elemental tiene en calidad de primitiva una función también elemental. Con una si- 
tuación semejante ya nos hemos encontrado en el análisis de la integral de un bino- 
mio diferencial: en este caso la función subintegral es elemental (irracional) y su in- 
tegral, como se señaló, no siempre se calcula. 

Se puede mostrar que las integrales 


e 'senx cosx 
fga faa [ha 


(n es un número natural) tampoco se expresan a través de funciones elementales. 
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Existe una serie de integrales de funciones elementales que no se expresan:a tra- 
vés de funciones elementales y que juegan un gran papel tanto cn el propio analisis 
matemático como en sus diversas aplicaciones. A tales integrales pertenece, por 
ejemplo, la integral 


Lote, 
y también las asi llamadas integrales elípticas 
| RA. VPE ax, 


donde P(x) es un polinomio de tercer o cuarto grado. En el caso general estas in- 
tegrales no se expresan a través de funciones elementales, Muy a menudo aparecen 
las integrales 


2 
> y A . 0<k<1, 
-xi - 3 WU AA 
que con la sustitución x = sen p se reducen a combinaciones lineales de las integra- 
les 
de EY: $ 
Lt y rara sde: 
llamadas respectivamente integrales elípticas de primero y segundo género en la for- 


ma de Legendre”). 
Ejercicios, Calcúlens las integrales: 


1. f txt de. 10. j nxa. 
2 | Qr = Par. 11. | arctg x dx. 
3. f sen? x de, 12, |è inxdr. 
«f(e 13. (VEF de. 
14, (VPET dr. 
aas 
s ax xr 
Ea e 
6. ATA de 3] e 
7 f de E7 + 
cosx m AEL 
8, | eig x d. + d+ 1) 
ae 
9. [xe7rax. e 


% A. Legendre (1752—1832), matemático francés, 
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29. | sentz ar. 
1. 
f C= è + D? 
sj 
20. ed 
PT m 
af 
m Sorrenta 
al -ar 
f Pe + üh 
q 2 
n [Et n T oox 
3 a Va 33. | sen 3e cos Srdr, 
$ de 34. | arccos? x ax. 
z. |e 
EE 35, | x? arsen? x dr. 
1-VTFIFR 
af dx. de 
MATER e 
25. f A de. D. |P mx de. 
el tr nar 38, | xe" sen x dr. 
ES y [MEE 
E 
eee 
zf , ara 
e n +? 
“. dx 
28. | sen? x cos! x de. Ja cost 


$ 27. INTEGRAL DEFINIDA 


17.1. DEFINICIÓN DE LA INTEGRAL SEGÚN RIEMANN 
Recordemos (véase el p. 16.5) que se llama partición y del segmento la, b) cual- 
quier sistema finito de sus puntos xp i = 0, 1, ...., k, tal que 
a= g< Xy << =D. 
Además se escribe 7 = [x}{Z§, Cada uno de los segmentos x; xil, i = 1,2, «+ 
k se llama segmento de la partición r, si longitud se denota por Ax; 
Ayx- gpi h2, oe Re 


3 
La magnitud 5,=, máx AX 
ela 


la llamaremos finura de la partición y (en inglés, mesh o finesse of a partition). 


456 


La partición r’, del segmento lo, b] se llama posterior a la partición 7 (o conti- 
nuadora de la partición r) del mismo seamento, y también inscrita en la partición y 
si cada punto de la partición r” es también un punto de la partición 7, dicho de otro 
modo, que cada segmento de la partición 7” se contiene en cierto segmento de la parti- 
ción r (se dice además que 7" es un refino de la partición 7; en inglés refinement of a 
Partition). En este caso se escribe" 3. 74 lo que es lo mismo, 7 37”, 

El conjunto de todas las particiones de un segmento dado posce las siguientes 
propiedades. 

Sir 3 ryt rpemoncesr, 3 ry 

29. Para cualesquiera 7, y 7, exister tal quer Er, yr Er 

En realidad, la primera propiedad se deduce simplemente sólo de que por la con- 
dición y, $— 7y, cada segmento de la partición y, se contiene en cierto segmento de 
la partición r, él cual a su vez por la condición yy £— 7, se contiene en algún seg- 
mento de la partición 7}, de esta forma cualquier segmento de la partición 1, está 
sobre un determinado segmento de la partición 1, y esto significa que Ty $7). 

Para la demostración de la segunda propiedad de las particiones observemos s6- 
lo que si están dadas dos particiones 7; y ra, entonces la partición 7 compuesta por 
todos los puntos que aparecen tanto en la partición 7, como en la partición 73, evi- 
dentemente continuará a 7, ya 77. 


Su los ahora que sobre segmento [a, b) está definida la función f y sea 
y = kxJf25 alguna partición de este segmento. 
A ja dd 2 0 ke 


y 5, la finura de esta partición. 
'Fijemos de forma arbitraria los puntos E € Lx, 
mos la suma 


pahi = 1,2, ...,K, y forme- 


Miên) = D SEA 

Las sumas del tipo of; E, . E) se llaman sumas integrales de Riemann” de la 
función f (fig. 110). A veces para abreviar las denotaremos por 0,/),0,(£, «- , Ep) 
o incluso simplemente por 0,. 


* B. Riemann (1826—1866), matemático alemán. 


27.1. Definición de integral según Riemann ES] 


Geométricamente en el caso cuando la función f es no negativa (fig. 110) cada 
sumando de la suma integral de Riemann o, es igual al área del rectángulo con base 
de longitud Ax; y con altura /(,). Toda la suma o, es igual al área de la “figura esca- 
lonada”" que se obtiene con la unión de todos los rectángulos indicados. 

Definición 1. La función f se llama integrable (según Riemann) sobre el segmen- 
to (a, b] si existe un número A tal que para cualquier sucesión de particiones del seg- 


mento (a, b} 
Ta TÍ di 
para la cual lím_8,, = 0 y para cualquier elección de los puntos 


PERRA i= 1,2, o ko m 1,2, oo 
existe e límite de la sucesión de sumas integrales o, (f; Ef”, .... „ Ef) y es igual a. A. 


an $ SENA =A Q71) 


nal, u. 


O AN 
Cuando se cumplen estas condiciones el número A se llama integral definida (de 
» 


Riemann) de la función f sobre el segmento la, b) y se denota por | f(x) dx. 
b : 
La expresión | /(x) dx se lee "integral de la función f(x) dx entre los limites a y 
b; x se llama variable de integración; S. función subintegral; a, límite inferior de la 
integral; b, superior; y el segmento la, b) se llama intervalo de integración. 
De esta forma 


: 
f/00ar= lim o, YE”... E) 


donde la sucesión 7, es tal que llm_5,, = 0 
Para abreviar la escritura, en este caso escribiremos simplemente 
> 
[/o)ddx= lim o0). 
De forma semejante a como la definición de límite de una función se puede 


enunciar de dos formas equivalentes, con ayuda de los limites de las sucesiones y con 
asi la definición de untegral se puede enunciar de otro 


Definición 2. El número A se llama integral definida de la función f sobre el seg- 
mento (a, b) si para cualquier c > O existe $ = (£) > 0 tal que cualquiera que sea 
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nE e 
FIG. 111 


la partición y = [x)í2f del segmento |a, b), la finura de la cual es menor que 
8:8, < 8 y cualesquiera que sean los puntos £, € [X,..,.x;) se cumple la desigualdad 


+ 
[E seras a] <e, 
2, 
sk. 
1, Demuéstrese que las dos definiciones de integral definida dadas anteriormen- 
te son equivalentes. 

De la definición 1 se deduce que para las funciones no negativas la integral defi- 


Ax tao 11,2, 


y 
nida [/0x) dx es el límite,cuando 5, — O, de la sucesión de las áreas de las corres- 


pondientes figuras escalonadas, por lo que naturalmente está relacionada con el 
concepto de área y precisamente es igual al área de la figura” (llamada “trapecio 
curvilineo”) cuya frontera es la gráfica de la función /, el segmento [a, b) del eje de 
las x y, podría ser, los segmentos de las rectas x = a, x = b, las ordenadas de los 
puntos de los cuales varían respectivamente desde cero hasta f(a) y hasta (b) 
(fig. 111). Para demostrar esto es necesario ante todo precisar el propio concepto de 
área de las. figuras analizadas. Todo esto se hará más adelante en el $ 31. 

Observemos que el concepto de limite de las sumas integrales de Riemann intro- 
ducido aquí es un concepto nuevo no contenido ni en el concepto de límite de una 
sucesión ni en el concepto de límite de una función, 

En el futuro será necesario untilizar un concepto análogo de límite no sólo para 
las sumas integrales de Riemann sino también para otros objetos. Por esto enun- 
ciemos la definición general del límite de este tipo. 


3 El término “figura” conocido de la geometria elemental se utiliza aquí siempre en el 
sentido de “conjunto plano". 


27.2. Acotación de una función integrable 459 


Definición 3. Análicemos el conjunto T= [y] de todas las particiones del seg- 
mento la, b). Supongamos que 30bre este conjunto está definida una función numé- 
rica, en general, multiforme $47), 7 € Y . Diremós que la función %(7) tiene mite 
igual a A cuando 5, — O y escribiremos 


lim e) =A 
5o 
si para cualquier sucesión de particiones 1,€T, n=), 2,..., tal que 
lim 5,, = Oy para cualquier elección de los valores $(7,), la sucesión numérica &(r ,) 
converge al número A, es decir, 
m, 90) = A 


Este concepto de límite está definido con ayuda del concepto de límite de una su- 
cesión, por eso para él resultan válidas muchas propiedades análogas a las propieda- 
des correspondientes del límite de una sucesión. Con los ejemplos correspondientes 
nos encontraremos en el futuro. 

Como en el caso del límite de las sumas integrales de Riemann, el concepto de es- 
te límite se puede enunciar en el “lenguaje (e — 5” )”, lo quese le propone al lector. 

Observemos como conclusión que la multiformidad de la función 4 sobre la 
cual se habla en la definición 3, en el caso de las sumas integrales de Riemann está 
relacionada con los diferentes métodos de elección de los puntos 


Eolo xd 1,20... k 


27.2. ACOTACIÓN DE UNA FUNCIÓN INTEGRABLE 

Establezcamos ante todo una condición necesaria que satisfacen las funciones 
integrales, su acotación. 

Teorema 1. Si una función es integrable sobre cierto segmento, entonces está 
acotada sobre este segmento. 

DEMOSTRACIÓN. Sea la función f no acotada sobre el segmento [a, b] y sea dada 
cierta partición 7 = [x/[26 de este segmento. En virtud de la no acotación de la fun- 
ción f sobre todo el segmento ja, b), ella no está acotada al menos sobre un segmen- 
to de la partición 7. Sea la función / para mayor exactitud no acotada sobre el seg- 
mento [xo x,1. Entonces, sobre este segmento existe una sucesión Ef? € [xo xp). 


=1,2,..,tal ad 
E mid lm JE) = (1.2) 


Fijemos ahora de cualquier forma los puntos £, € [xj yx), f = 2,3, -.. „K, En- 
tonces la suma 


E Sean 
+) En efecto, en virtud de la no acotación de la función f sobre el segmento [x x, |, por 
ejemplo. para cualquier natural m= 1, 2... existe un punto £% efx, x] tal que 
LEON > n. Es evidente que la sucesión 1E% satisface la condición (27.2). 


0 127, Integral definido 
tendrá un valor enteramente determinado. Por esto, según (27.2) 
n 
Piv iD = lim VEMA + E SEA = 
Ga 


y quiere decir que cualquiera que sea el número M > 0, siempre se puede escoger un 
número ng tal que si sobre el primer segmento [xp, x] tomamos el punto £f'0, en- 
tonces 


1o EfO, ta -sal > Mo 
De aquí se deduce que las sumas ø, no pueden tender a ningún límite finito cuando 
0-0, 

En efecto, si existiera el limite finito Jim, o, = A, entonces para cualquier 
£ > O se encontraría ô, > O tal que para todas las particiones 7 = (x//24 del seg- 
mento [a, b) de finura 8, < 3,, para cualquier elección de los puntos E, € (%,.. y, x}, 
i = 1,2,... „k se cumpliia la desigualdad la, — Al < £ y, por consiguiente, 

lo, = I0,- A)+Al < lo,- Al + IAI < e+ IAI. 

En nuestro caso, es decir, en el caso de la no acotación de la función f, para cual- 
quier partición y (y entre ellas para tal que å, < 3, si existiera el 3, indicado), para 
cualquier e > O fijo se pueden escoger los puntos £, de tal forma que se cumple la 
desigualdad 


lo, > IAI +e. 


La contradicción obtenida demuestra el teorema., O 
La condición de acotación de la función f siendo necesaria para su integrabilidad 
no es al mismo tiempo suficiente. De ejemplo que demuestra esta afirmación puede 
servir la asi lamada función de Dirichlet (véase el p. 5.2) 
si xes racional, 
q. 6 si x es irracional. 


Analicémosla sobre el segmento [0, 1). Evidentemente ella es acotada sobre él. 
Mostremos que.no es integrable. Fijemos una partición arbitraria 7 = (x [24 del 
xhi = 1,2, ...., k racionales, 


G * 
„=F 10% =D aysi 


Tai Ta 
y si tomamos los £, irracionales, entonces 
è 
o,= E S6)x=0. 
fa 


Ya que esto es cierto para cualquier partición 7, entonces las sumas integrales o, 
a ciencia cierta no tienden a ningún cuando å, — 
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27.3. SUMAS SUPERIORES E INFERIORES DE DARBOUX. 
INTEGRALES SUPERIOR E INFERIOR DE DARBOUX 
Sea la función f(x) definida sobre el segmento [a, b), 7 = (x)f2$ cierta partición 
y Ax, = x; — Xj- i = 1,2, ... , k. Pongamos (fig. 112) 


oe 
z 
S,=50= Y Max, 073) 
T 
E 
s/=s0= YE max 27.4) 


Ti 
Evidentementes, < S,. 
La suma S, se llama suma superior de Darboux y s, inferior. 


Propiedades de las sumas de Darboux. 


1°, Si la función f es acotada, entonces para cualquier partición las sumas $, ys, 
están definidas. 

En realidad, en este caso M; y mp í = 
expresiones (27.3) y (27.4) tienen sentido. 

29.547 Er, entonces S,- < S, y5, < Sp. 

DEMOSTRACIÓN. Sean r = (rizi y» = þe N24 dos particiones del segmento 
la, b] tales quer > 7° y 


» 2, ... + k, son finitos y por esto las 


ma, il S0 1= 1,2, 
mya, it JẸ) 1,2, 


rjj 
Si lx "jap X C Dj- 19 Xil, entonces evidentemente 

m<my a.s 
(la cota inferior cuando desminuye el conjunto sólo puede aumentar). 
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En virtud de la condición y 3 7” cada segmento [x,_,, x;] de la partición r es la 
unión de algunos segmentos de la partición 7”; denotaremos estos segmentos por 
Py) 7): Deesta forma, si 

iS E a yy 
entonces (fig. 113) 
ae Par, 
% 


Utilizando estas notaciones y la desigualdad (27.5) obtendremos: 
s- E man= E mPar,= E E mar, < 
z 


a Ta mF 
Ñ v 
<E Empar E, macs, 
a 7 4 
Hemos demostrado ques, < s, 
De forma análoga se demuestra que S, > S,-cuandor 3 7'.O 
Corolario. Para dos particiones cualesquiera r, y 7} del segmento la, b) se cumple 
la desigualdad 


Sn S Syy G] 
es decir, cualquier suma inferior de Darboux es menor que cualquier suma superior. 
En efecto, si están dadas dos particiones r, y 1, del segmento la, b), entonces 
existe una partición 7 de este segmento tal quer = rjyr e 7; (véase el p. 27.1). 
Aplicando la propiedad 2° obtendremos 
A] 
Es evidente que las sumas de Riemann y Darboux están relacionadas por las de- 
sigualdades 
ES Sy 
La siguiente propiedad es una especificación de esta afirmación. 
3°. Sla, = olf; €y, ... » Ea) es alguna suma integral de Riemann correspondiente 
a una partición y dada, entonces 
s= inf op S = sup o, 
ate hn de 
DEMOSTRACIÓN. Sea 7 = (x/24 una partición del segmento (a, b] y £, € [xj je 
akis 12... 
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Si están dados ciertos conjuntos muméricos X i = 
a, > 0,4 = 1,2,... , k, entonces para el conjunto 


E 
x= f=- E erxeXpi=1,2, 3. 
E 
como es fácil ver son válidas las desigualdades (¿por qué?) 
j 


è 
spx= Y 2supXpinfX= E aint Xp 


Ta Ta 
Por esto tenemos: 
à A 
s= E móx= E , inf ftaa ak. Jeax = 
me apa ioia 
OS 
ia 
Análogamente. 
% a 


a Tai 


aa na T aia 


G 
s,= E vANAxp donde «fs la oscilación de la función f sobre el 
Tai 


segmento (x; ,, xX] (véase el p. 19.6), i= 1 2, .. 
AE ar ele pul nal para E T 0 Y 


dados, ponemos, 
Z=iz=x-»xeX yeY 
entonces sup Z = sup X — inf Y (¿por qué?) 
Utilizando esto obtendremos 


- = - inf = 
Moma RAO O 
= RUNA 1 1,2, 
AA 


por lo que * 


L- . 
S,-s,= E M-m Y oax, 0 
Ta 
Pongamos ahora 


= sups, 1 = inf S, 


1, se Wama integral inferior de Darboux de la función f sobre el segmento (a, b] e I* 
su integral superior. 


ES 427. Integral definida 


De las propiedades 1° y 2° de las sumas de Darboux se deduce que la función f es 
acotada ya que tanto su integral inferior de Darboux como la superior son finitas. 
En virtud del corolario de la propiedad 2° tendremos también. 


<r. em 


21.4. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES 
DE INTEGRABILIDAD 


Teorema 2. Para que una función acotada sobre cierto segmento sea integrable 
sobre él es necesario y suficiente que 


Jm, (5, —5)=0. (27.8) 


La condición (27.8) significa (véase la definición 3 en el p. 27.1) que para cual- 
quiere > Oexiste 5 = 3, > Otal que para cualquier partición 7 de finura 6, .< 5se 


ire se 15,5, 1<e. 7.9 
Por cuantos, < S,, entonces (27.9) es equivalente a la desigualdad 
3,3, <4. 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Sea la función f acotada sobre el segmento (a, 
è 
D], integrable sobre él y sea 7 = V) dx; entonces Jim, 0, = 1. Por esto para cual- 


quiere > Uexisted = öy) > Otal quesió, < 3, entonces 
lo, M<e 6 1-6<0,<I+ 6. 
De aqui que para ô, < ¿según la propiedad 3* de las sumas de Darboux (véase el p. 
27.3) obtenemos la desigualdad 
1-65, €S,£I+e. 
De esta forma, si 5, < 8, entonces 
05 S,-s5,<2 

y esto significa el cumplimiento de la condición (27.8). 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Supongamos que la función / es acotada y se 


cumple la condición (27.8). De la definición de integrales superior e inferior de Dar- 
boux y de la desigualdad (27.7) tenemos 


SL, EI ES, 27.10) 


lo 
ii 05 P-1,<S, 


de donde por (27.8) se deduce que 1* — 1, = O. Denotando el valor común de las 
integrales superior e inferior de Darboux por Z, es decir, haciendo 7 = 1, = I* de 
(27.10) obtendremos ere 


27.5. Integrabilidad de las funciones continuas y monótonas “s 


y por esto 
O<l-s, <S, -sp OSS, -1 S,- Sy 
De aquí, por (27.8) se deriva que 
20-)= 5 0,—D=0. 


y esto significa que 
lim s,= lim S, = 7. enay 
o 
Pero según la propiedad 3° de las sumas integrales de Darboux (véase el p. 27.3) 
soss, 27.12 


De (27.11) y (27.12) se deduce (compárese con las afirmaciones análogas en los 
p- 3,3 y 4.7) que 


y esto significa la integrabilidad de la función f. O 

Corolario 1. Si la función f es integrable, entonces no sólo sus sumas integrales 
de Riemann, sino también sus sumas de Darboux tienden a su integral cuando la fi- 
nura de la partición tiende a cero. 

En efecto, si la función / es integrable, entonces se cumple la condición (27.8) y 
de all, como vimos, pe deduce la afirmación del corolario, es decir, In Igualdad 
70). 

Corolario 2. Para que una función f acotada sobre cierto segmento sea in- 
tegrable sobre segmento es necesario y suficiente que 

i 


“r, (Max, = 0 
donde wpf) es la oscilación de la función f sobre el segmento (x,..,. Xj) de la parti- 
ción 7 = [xijz8 del segmento la, b). 
DaS aA eaa Lc de citen 66 JA as DS 
el p. 27.3). 


Problema 19. Demuėstrese que para que una función sea integrable sobre un segmento es 
necesario y suficiente que sea acotada sobre él y que sus integrales superior e inferior de Dar- 
boux coincidan, además, el valor común de estas integrales es su integral. 


77.5. INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES CONTINUAS Y MONÓTONAS 

Teorema 3. Una función definida y continua sobre cierto segmento es integrable 
sobre él, 

DEMOSTRACIÓN. Sea la función f continua sobre el segmento [a, b); entonces co- 
moes conocido. es acotada (véase el teorema 1 en el p. 6.1) y uniformemente conti- 
nua (véase el teorema 5 en el p. 19.7) sobre este segmento. Fijamos arbitrariamente 


10- 6170 


ss $27. Integral definida 


£ > 0. En virtud de la continuidad uniforme existe 5 > O tal que para puntos 
cualesquiera £ e [a, b] y y e la, b] que satisfacen la condición ly — El < ô, se 
cumple la desi 


e 

Y-I gE (27.13) 

“Tomemos cualquier partición 7 = (xí7f de finura 8, < 5. Sea como siempre 
As =a Si om, = inf 60), M, = sop 402), 1 = 1,2, .., K. Por cuamo 


una función continua sobre un segmento alcanza sus cotas superior e inferior sobre 
este segmento, entonces existen los puntos E, € (x.y, X;) Y 9, € (X; y. X] tales que 


SE) = mM. SM) = My 

Los puntos E, y y, pertenecen a un mismo segmento de la partición 7, por lo que 
In- El <44 <8, <8. 

De aquí, en virtud de (27.13) se deriva la desigualdad 


SO) -10 = Va) -SED <= 1,2, e 


ba 
Por consiguiente para cualquier partición y de finura 3, < 3 se cumple la condi- 
¡ón 


à 
7 z, bx e. 
Esto significa que lim, (S°, = 5,) = 0. Por esto, según el teorema 2, la función f es 
integrable sobre el segmento (a, b). O 

Teorema 4. Una función definida y monótona sobre el segmento |a, b) es in- 
tegrable sobre este segmento. 

DEMOSTRACIÓN. Sea la función f(x) monótona sobre el segmento [a, b), por 
ejemplo, crece sobre él. Entonces 
SOI <IO), axx Gb. 

De esta forma, la función / es acotada sobre el segmento [a, b]. Más adelante, 

para cualquier partición y = [x)/24 del segmento [a, b] evidentemente tenemos 
m=J 1) Mafa) 1=1,2..,k 


055,-5,= E M,- mpax,= Y Un) -sepan < 
ha Ti 


b 


por esto A 
SIM-sM= Y M,- mpx, = 
Tar 


è A 
=E V0)=0, lx 68,5) 1/0) -Sd = VO) — Sad. 
Ta f 


ya que enla suma) /(x) — 0%.) se eliminan mutuamente todos los suman- 
Ta 
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De la desigualdad obtenida se deduce que 
¿SN SM =0. 


Por esto, (véase el p. 27.4) la función f es integrable sobre el segmento (a, b]. O 
Ejercicio 2. Demuéstrese que si una función es acotada y continua sobre cierto segmento, 
excepto, podría ser, un número finito de puntos, entonces es integrable sobre este segmento. 


$ 28. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES INTEGRABLES 


23.1. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

Sistemáticamente utilizaremos las notaciones y terminología introducidas en el 
párrafo anterior sin hacer llamados especiales. 

"Ante todo observemos que por cuanto la integral de una función es un número 
que se le hace corresponder a una función dada por la definición enunciada ante- 
riormente, entonces, claro está, este número no depende de la elección de la nota- 
ción para el argumento de la función subintegral, es decir, de la notación de la va- 
riable de integración: 


, , » 
[rara = [S0dt= [Sra 


Pasemos ahora al análisis de las propiedades principales de la integral definida. 
» 
1,f$d=b-a. 


En efecto, aquí la función subintegral es igual a la unidad por lo que para cual- 
quier suma integral de Riemann o, tenemos 


o 


0 = E a=b- 


2°, Si la función f es integrable sobre el segmento la, b), entonces es integrable 
sobre cualquier segmento [a*, b°) contenido en [a, bl. 

DEMOSTRACIÓN. Ante todo, si la función f es acotada sobre el segmento [a, b], 
entonces evidentemente es acotada sobre [a*, 0*]. Más adelante, cualquiera que sea 
la partición 7° = (x*J/z5" del segmento [a*, b*) de finura ¿,., siempre se puede 
prolongar en la partición 7 = (x//25 del segmento [o, b] de ese mismo diámetro 
* un número 


mp, il O MI = 59.00 
peña AI Laa 


SEN 
FIG. 114 


y observando que cada sumando de la suma E (Mp — mp)axp es sumando de la 
Tas 


sumo Y (M; — max; y que todos los sumandos de ambas sumas son no negati- 
a 
vos tenemos 


e è 

05 Sy). =D (Mp=mpax< Y M,- m)ax,= S, =s, (28.1) 
Ves Fe 

Sila función fes integrable sobre el segmento [a, b] entonces, como sabemos (vé- 


aseclp.274), Jm, 6,5) =0. esa 


Por cuanto d, = 3,», entonces de (28.2) y de la desigualdad (28, 1) se deduce que 


pm Sr 5,3) = 0, (28.3) 


es decir, (véase el p. 27.4) la función f es integrable sobre el segmento [a*, b°). O 
3°. (Aditividad de la integral). 
Sea a < € < b. Si la función f es integrable sobre los segmentos (a, c) y [c, b], 
entonces es intesrable sobre el segmento la, b) y además 


joa = Jma + [wa (28.4) 


DEMOSTRACIÓN. Si la función es integrable sobre la, c] y le, b], entonces es aço- 

tada sobre cada uno de estos segmentos y quiere decir que sobre todo el segmento 
la, b), es decir, existe la constante A > 0 tal que 

VON<A, a< xeo (8.5) 

Sea r cierta partición del segmento [a, b}. Si el punto e no aparece en la posición 

T, entonces denotemos por 7 la partición del segmento [a, b) obtenida de 7 agregan- 

do el punto c; evidentemente 
rer 08.5) 


Si el punto e aparece en la partición r, entonces pondremos 7” = r, 
En 


A = A' + A” esla longitud del segmento de la partición r que contiene el punto € 
(fig. 114). Las sumas superiores de Darboux S, y S,- de la función / sobre el segmen- 
to fa, b] se diferencian sólo en los sumandos correspondientes a los segmentos de las 
particiones 7 y 7” que contienen el punto €. 
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Denotando por M” , M” y M la cota superior de la función 1/1 sobre los segmén- 
tos analizados, las longitudes de los cuales están denotadas correspondientemente 
por A', A” y A obtendremos (véase también (28.5)) 


055,5, < M'A +M"A" + MA < A(Q +A” +4)=240<245,. 
En el segundo caso, es decir, cuando 7” = r simplemente 


Sp = Spy = Sp 


Por esto en ambos casos 
dm S,- 5,)=0 an 


y análogamente 
im, 6,9120. as 


El conjunto de puntos de la partición 7” que pertencen al segmento [a, c] forma su 
partición que denotaremos 7” (2, c); el conjunto de los puntos de la partición 7° 
que pertenecen al segmento [c, b), forma una partición de este segmento que la de- 
notaremos por 7'le, b]. 

Evidentemente 

Sy = Srima t Sret Sr Sra trio as 
y por esto 
Sp- sy = (Sraa T Sriep + Sr co T Sri) (28.10) 


y ya que la función / por suposición es integrable sobre [a, c) y sobre [c, b), entonces 


isles) < Š,- hallamos por (28.10) 
Srta + MS rico" rico) = (28.11) 


Vimos anteriormente que el cumplimiento de semejante condición para cuales- 
quiera particiones 7 lleva consigo la integrabilidad de la función. Aquí las parti- 
ciones r’ analizadas tienen un aspecto especial: necesariamente contienen el punto 
c. Para pasar a una partición 7 arbitraria representemos la diferencia S, — s, de la 
forma 


S, -5,= (S, — Sp) + (Sp —8,) + (6, Sd 
Ahora de (28.7), (28.8) y (28.11) tenemos 
m5, 5) =0% (28.12) 
y como 7 era una partición arbitraria del segmento [0, b] entonces de la acotación de 


la función f sobre el segmento [a, b] y el cumplimiento de la condición (28.12) se de- 
duce su integrabilidad sobre este segmento. 


m $ 28, Propiedades de las funciones integrables 


De la integrabilidad de la función f sobre los segmentos [a, e], (c, b) y la, b] se 
deduce (véase el p. 27.4) que 


r è 
Lo tra = Jonas, im Sen” Gras, im, Sy = [n ás. 


e 


Por esto pasando al limite cuando 5,- — O en la primera igualdad, de (28,9) ob- 
tenemos la fórmula (28.4). O 

4°. Si las funciones f y g son integrables sobre el segmento |a, b), entonces su su- 
ma + g también es iniegrabie sobre &l y además 


Jue + serás juas femas 08.13 
Demosraación. En realidad, cualesquiera que sean la partición r = [xJfz$ del 
segmento [a, 6] y los puntos lep ER ,K, tenemos 
o+) = A VE) + sup. 
-5 Jeax 2 8(E)Ax, = 0,1) + 0.(8). (28.14) 
Pur corno ea ind delata dal fas css its 
de las sumas integrales o (/) y o, (g) cuando 5, — 0, entonces de (28.14) se deduce 


que existe también el (por qué?) de la suma integral 0,(/ + g) y además 
di, A +m Mn o 9) + ln 0 (8), (23.15) 


lo que significa la integrabilidad de la función f + g sobre el segmento (a, b). 
DEE pot k cali Se hingal 


ieden- juo sonas 
ES frenan a, 00 = jema 
estas expresiones en la fórmula (28.15) obtendremos (28.13). D 


Sustituyendo 
5*. Sean f una función integrable sobre el segmento [a, b) y c una constante; en- 
tonces la función cf también es integrable sobre este segmento y 


» è 
a a 
DEMOSTRACIÓN. Cualesquiera que sean la partición 7 = (xJ/21 del segmento [a, 
Ap el abla 1,2, «.. , k, tenemos 


n= É Mea ne, 10903, = 00, 


28.1. Propiedades de la integral definida m 


de donde realizando los razonamientos por el mismo esquema que en la demostra- 
ción de la propiedad anterior obtendremos 


è . 
f Sade = lim 0/0) = lim, co) = c lim, o) = efra O 


De las dos últimas propiedades se deriva el corolario: sí cada una de las fun- 
ciones fp i = 1, 2, ..., n es integrable sobre el segmento [a,b] y X; son constantes 


arbitrarias, entonces la función Y, »f¡es integrable sobre [a, b] y además 
i 


SÉ Al) dx = E njima, 


Bsta propiedad de Ia Integral definida se Hama su linealidad 

6°. Sean las funciones f(x) y g (x) integrables sobre e! segmento [o, b). Entonces 
su producto f(x)g(x) también es integrable sobre él. 

DEMOSTRACIÓN. En virtud de la integrabilidad de las funciones f y g sobre el seg- 
mento (a, b], son acotadas sobre este segmento, es decir, existen las constantes 
A > Oy B > 0 tales que 

IWI <A, 18001 <B (28.16) 


para todos los x e [a, b). Por esto, el producto /(x)g(x) también es acotado: para 
todos los puntos x e [a, b) se cumple la desigualdad 
gl) < AB. 
Sea 7 = [x)/=4 cualquier partición del segmento (0, b]. Estimemos la ex 
Aix" alx") — fix Je lx"), para esto agreguemos y restemos de ella fix’ )g(x”): 
SEWE) =S W) = UA") — SO Male”) + le”) — EOS). 


(28.17) 
Para los puntos x” € [xj ., XJ Y x” € [Xj X), de (28.16) y (28.17) se deduce que 
E de) -S e) < Buff) + Auk), (28.18) 


e m E Aa 
mp xji = 
“De la desigualdad (28.18) para la oscilación w/g) del producto fe sobre el seg- 
añado Ey TAA ASPA la có 

08) $ Bal) + Aufa), (28.19) 


de donde P 


E WDA «BY oax + AY ufedax, 082) 
2 e E 


En virtud de la integrabilidad de las funciones f y g (véase el corolario 2 del te- 
orema 2 en el p. 27.4) 


Jin, E, (Nas, = flo, Y «feas =0. 


àn 
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Por esto de la estimación (28.20) se deduce la igualdad 
è 


E, «oax =0, 
que lieva consigo la integrabilidad del producto fg sobre el segmento [a, b). O 

Con ei método de inducción matambca efi demostrar que si cada una de las 
funciones ffx), 1 = 1, ... , n, es integrable sobre el segmento la, b], entonces tam- 
bién su producto será intégrabl sobre lo, DJ. o junto con la función 
Jx) es integrable también [/(x)]” para cualquier natural 

Pr, Si la función fx) es integrable sobre el segmento la, 5] la cota inferior de la 
función f(x) sobre (a, b] es positiva, entonces 1//(x) también es integrable sobre [a, 
bl. 


DEMOSTRACIÓN. Si en todos los pumos sobre [a, b 

1 1 

los. b) —— > | 
or < 7p Para todos los x e [a, b]; por esto, T Te 
<D- 2 para cualesquiera x, x; € [a, b]. De aquí se deduce que si 
izt es una partición arbitraria del segmento [a, b), entonces 
1 1 
«(5) < zir 2/0, por consiguiente 
E + 
o< im, T (7) laz, “(Max = 0. 0 


Corolario. Si las funciones f y g son integrables sobre el segmento (a, b) y la cota 
inferior de la función \g\ es positiva, entonces f/g también es integrable sobre (a, 


YO)! > m > 0, enton- 


b). 

Eso se deriva de as propiedades 6 y 7° y de quel. A o 

PTE EP N E D. Ve 1 eñii 
ces 


è 
po dx>0. (28.21) 


DEMOSTRACIÓN. En realidad, cualesquiera que sean la partición r = (xJ/24 del 
segmento Lo, b) y os puntos £, € Ly x),4= 1,2, ,k, para la función > O 


en = E, Sear, > 0.- (28.22) 
Si la función f es integrables sobre el segmento [a, b), entonces pasando al límite 
en (28.22) cuando 8, — O obtendremos la desigualdad (28.21). O 
Corolario. Si las funciones f y g son integrables sobre |a, b) y para todos los 
xela, b) 
LF > 800, (28.23) 
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entonces è : 
j) dx > [200 ax. 08.24) 


Si las funciones f y g satisfacen la condición (28.23), entonces 

J0)-86)>0, xela, 

por eso observando que sobre la base del corolario de las propidades 4° y 5° la fun- 
dr per es virtud de la desigualdad (28.21) tenemos: 


fuen — sonar» o. 


Pero (véase el corolario indicado anteriormente) 
> » è 
|V) — 8601 dx = (00) dx — [gun ax 


y quiere decir que » b 
[adx — [sudar > 0. O 


El corolario demostrado afirma que ambos miembros de la desigualdad del tipo 


(28.23) se pueden integrar respecto a un mismo . (En relación con esto ob- 
servemos que la diferenciación de ambos miembros de la desigualdad sin suposi- 
ciones especiales com no es admisible). 


9%, Sea la función f integrable sobre el segmento (a, b]. Si es no negativa sobre 
él: fix) > 0, x € |a, b), y existe el punto xy e la, b] en el cual la función f es conti- 
nua y positiva: f(x) > O, entonces 


è 
ffad > 0. 


DEMOSTRACIÓN. Según el corolario de la propiedad 2 de los limites de las fun- 
ciones en el p. 5.10, exite 3 > 0 tal que Ju) > 122 para todos los x € Ulty 
8 N la, b). Sea tas 8N C Ung D) O) les b) a < B: eonen 

juas oaaao. a 

Señalemos que si renunciamos a la condición de continuidad de la función f en el 

punto xg, entonces puede ocurrir que para una función integrable no negativa sobre 


un segmento, positiva en cierto punto, la integral respecto a todo el segmento es 
igual a cero. Así, por ejemplo, la función 


cuando 0<x<1, 
Js= 
cuando x= 0 
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es integrable y no negativa, f(0) > a jra = 0, Esta igualdad se deduce 
fácilmente de la definición de integral. 
10°, Fue rodado deme eta definida [0 e de uaa nó 


respecto a un segmento [a,b]. donde por la notación habitual, a < b. 
Para cuak función f definida en el punto a pongamos por definición 


[rwa =0, 08.29) 


y para una función f integrable sobre el segmento |a, b), 
. è 
poas —[/0ddx, a<b. (28.26) 
Estas definiciones en cierta medida son naturales. En el primer caso, cuando 


a = b se debe considerar que todos los intervalos de la partición del segmento [a, b] 
se convierten en puntos y sus longitudes Ax; se anulan, Por esto, todas las sumas 
n 


tegrales J> /(¢;)Ax, en este caso también son iguales a cero y junto con ellas se 


celanta 1o o conecaó loci del presea Anal Y 
por esto sus longitudes Ax, son negativas. De aquí se deduce que todas las sumas in- 


tegrles formadas para la integral Í f(x) ds diferencian sôlo en el signo de las su- 


ero corrupción ds la fargral (0) ri que hace área co 
A estos razonamientos intuitivos se les puede dar una forma lógica estricta intro- 
correspondientes 


e . definición. 
11. Sila función f es integrable sobre el segmento |a, b), entonces la función 1/1 
sobre él 
z ; 
[iroa] < jua aco. amn 


En efecto, en primer lugar, de la acotación de f evidentemente se deduce la aco- 
tación de la función 1/1 y en segundo lugar, para dos puntos cualesquiera £ e [a, b] 
y n ela, D) tiene lugar la desigualdad 

MOI- VO) < E-l, 
de donde se deduce que cualquiera que ln be repr 
la, bl, denctando por )/) y w I/I) respectivamente las oscilaciones de las fun- 
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ciones f y 1/1 sobre el segmento Ix; p x] obtendremos wfI/1) < JN); i = 1, 
2, ... , K, por eso 


a * 
0< E Amans Y aA 
A E 
De aquí se deduce que si 


è 


don mE, upar =0, entonces 
sm, «Ava, 


A 
tegrabilidad de la función 1/1. 
Sen ahora & € by), 4 = 1,2, + k, entonces 
lol = P 16903] s P YG)lax, = oN). 
Pasando en esta desigualdad al límite cuando 4, — O y observando que 
è 


dm de = 10,80! = [jwa 
» 
EE, A = VOl ás, 
obtendremos la desigualdad (28. 
Si renunciamos a Mención € < D, es dect, aceptamos los casos a = D y 
ma e solos de Ja desigualdad (28.27) tiene el aspecto 


[iwa] < ¡von ad) (5.28) 
En efecto, sea a < b. Por cuanto (véase la propiedad 8°) 
lí Ie a| = j 1/00)! dx, 


tonces la desigualdad (28.28) coincide en ese caso con la desigualdad C820, si 
57h, ectcuci slzaado la piedad (2 (28.26) y la desigualdad (28.27) obtendre- 


[road = [proa] prora lí wia = l Gn ax. 
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Finalmente, para a = ò la desigualdad (28.28) es evidente. 
Ejemplos. 1. Sea la función f par sobre el segmento [—a, a) e integrable sobre el 
segmento [0, al. Entonces es integrable sobre [—a, a] y además 


[ æde = 2| fx) dx. (28.29) 
` ë 


Demostremos que la función es integrable sobre el segmento [—a, 0) y que 
D . 
[sad = poa (28.30) 
de donde por la aditividad de la integral (propiedad 3°) se derivará inmediatamente 
la fórmula (28.29) ya que (eliminando la notación de la función subintegral): 


p w a . 
iP 

Esto se deduce de que si Y es una función par, entonces la transformación de 
simetria del eje mumérico con respecto al cero convierte sus sumas integrales sobre el 
segmento [0, a] en sumas integrales iguales respecto al segmento [- y viceversa. 
En realidad, si 7 = [xJf24 es una partición del segmento [—a, 0), entonces 
re = plig dondex? = —x,_p 1 = 0, 1, 2, .. , k, es una partición del segmento 
10, a) y además las finuras de ambas particiones evidentemente coinciden: 5, = 8,u. 
Si para cada punto E, e [x;_ ,, x} ponemos €?= —E,_,, pi = 1,2, ... „k, enton- 
ces en virtud de la paridad dela función f obtendremos (E) = f(t- + 1) (fig. 215) 

ñ 


y por consiguiente, a cualquier suma integral de Riemann o, = Y) /(%)Ax, de la 


función f sobre el segmento [—a, 0] le corresponderá una suma integral igual a ella 
o= E, SEPAR = o, dela misma función f, pero sobre e! segmento [0, a) (aqui 
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FIG. 116 


como siempre Ax, = x= x, 


Aag =x- a, y es fcil ver que 
S 2 


k). Por esto 


= jo dx. 


De esta forma, el limite que aparece en el primer miembro de esta igualdad existe y 
esto significa que la función /es integrable sobre el segmento [—a, 0). Por cuanto el 


limite indicado es también igual a la integral $10 de, emoncsiniguias 0830 
queda demostrada. O 


El ejemplo analizado se puede generalizar algo. Si la función f es integrable 
sobre el segmento (a, b) y 
FOËN) -b<x< -a 
(fig. 116), entonces la función f* es integrable sobre el segmento [—b, —a] y 


Í SoYax= ($0) dx. (28.31) 
ES : 


Esta afirmación se demuestra análogamente al caso analizado anteriormente. 

2. Analicemos ahora las funciones periódicas. 

La función f: x — R, X C R se llama periódica sobre el conjunto X con periodo 
T > O si para cualquier x € X se cumple la inclusión x + Te X y la igualdad 

SA+ T) = f) 

Por ejemplo, para la función sen x el período es cualquier número múltiplo ente- 
ro de 2x, es decir, un número del tipo 2xm, n = 0, +1, +2, ... Para una función 
constante cualquier número positivo es su periodo. 

Ejercicios. 1. Demuéstrese que para la función de Dirichlet (véase el p. 5.2) cualquier nú- 
mero racional positivo es periodo y cualquier irracional positivo no lo es. 

2. Demuéstrese que la función sen x + 1g x tiene periodo mínimo y hállese, 


3. Citese un ejemplo de dos funciones que tienen periodo minimo y la suma de las cuales 
no tiene periodo minimo. 
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ar a0pulr DT 
FIG. 117 


4. Demuéstrese que cualquier función continua y periódica sobre todo el eje numérico R 
es acotada sobre R. 

5. Demuésurese que cualquier función continua y periódica sobre todo el eje numérico R 
es uniformemente continua sobre R. Véase también el problema 6 en el p. 6.2. 

Si para x > a la función f tiene periodo 7 > 0 y es integrable sobre el segmento 
[a, a + 7], entonces para cualquiera que sea b > a, es integrable sobre el segmento 
lb, b + 7] y tiene lugar la igualdad 


ber 


er 
il Soddx= | foddx, (28.32) 


es decir, la integral de una función periódica respecto a un segmento igual por su 
longitud al periodo no depende de la ubicación de este segmento sobre el rayox > a 
(fis. 117). 

Demostremos esto. Cualquiera que sea b > a existe el número no negativo n tal 
que 


a+nT<b<a+(n+1)T 


y, por consiguiente, 
a+ (+ DT<b+T<a+(n+ DT, 
asb=aT<a+T 


(ver la fig. 117). 

Observemos que si para cierto b > ala función f es integrable sobre el segmento 
1b, b + c), c > O, entonces para cualquier n entero no negativo la función f es in- 
te sobre el segmento (ò + nT, b + < + nT) y es válida la igualdad 


vee dacear 


[ma | sadr. (08.33) 
aiar 


En efecto, por la periodicidad de la función f en la traslación del segmento [b, 
b + cJal segmento [b + nT, b + c + nT), es decir, en la trasformación del argu- 
mento x* = x + nT, en los puntos correspondientes unos a otros de estos segmen- 
tos la función f toma valores iguales. A base de esto se puede mostrar fácilmente por 
el mismo método que fue aplicado en el ejemplo anterior utilizando sólo en lugar de 
una simetría una traslación, que la función f es integrable sobre el segmento 
[6 + nT; b + c + nT) y que tiene lugar la igualdad (28.33). 

Aplicando este resultado a los segmentos (a, b — n7] y [b — nT, a + T) y 
agregando en el primer caso a ambos extremos del segmento el número (n + 1)T y 


28.2. Primer teorema sobre el valor medio m 


en el segundo el número nT obtendremos, en primer lugar, que la función f es in- 
tegrable sobre los segmentos la + (n + 197,9 + T) y [b,a + (n + 1)7] yen se 
gundo lugar que 
2-7 ber er arasor 
| foda= | Sad | fde | fd (83) 
ar : 


: aer 


Sumando estas igualdades, en virtud de la propiedad de aditividad de la integral 
(véase la propiedad 3°) obtendremos la fórmula (28.32). O 

Señalemos que es válida en cierto sentido la afirmación inversa: si para algún 
b > a la función f es integrable sobre el segmento [5, b + 7], entonces es in- 
tegrable sobre el segmento (a, a + 7]. Esto también se deduce de las fórmulas 
(28,34) sólo que en ellas esta vez están dadas las partes derechas. 


Dm < fx) < M, (28.35) 

3) fa función y no cambia de signo sobre el segmento a, b], es decir, o bien es no 
negativa o bien es no positiva sobre él; 

entonces existe el número p tal que 


m<a<M (08.36) 


, , 
JAW bd dx = pf 80x) dx. (28.37) 


Corolario. En la suposición complementaria de la continuidad de la función f 
sobre el segmento [a, b) existe un punto Ẹ sobre el intervalo (a, b) tal que 
b 


è 
[400860 de = SE) | g) dx. (28.38) 


En particular para g(x) = 1 sobre (a, bl: 
» 
pos = SEND - a). (28.39) 


La última fórmula en el caso de una función fno negativa sobre el segmento (a, 
2) tiene un semido geombtrico simple: el hren del trapecio curvlieo engen 
por la gráfica de la función / es igual al área del rectángulo con base de longitud 
b — a y altura de longitud /(£) (fig. 118). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Multiplicando la desigualdad (28.35) por g(x) ob- 
tenemos para g(x) > 0 


Mal) < fide) < Mea) 


y para g(x) < 0 


me) > fig) > Melo). 
Integrando estas desigualdades tendremos a base del corolario de la propiedad 8° 
(p. 28.1) 


mjad < jonas < matas, (28.40) 
respectivamente, 
mfstoas > freona > mj gl) dx. (28.41) 
sı [eoar = 0) ¡milonces Lando col paiar cano, como e el segundo 
[none o. 
De ea forma, pa) de = 0, entonces ambos miembros dela igualdad 
IM) para cualquier y se anulan, es decir, cuando se cumple la condición 


Jato de = Ola igualdad (28.37) es válida para cualquier elección del número y, en 
Particular para m <u<mM 

Si ac) d+ 0 none para g0) > 0. x € Le, b, tenemos jema» oy 
para 860 < 0, x ela, bl, nubes, fewa < 0. Dividiendo las desigual- 


(dadea (28.40) y (28.41) cotre 1a neral | (a) d obtendremos en ambos casos una. 
misma desigualdad ë Li 


[400860 dx 
m<- — <M. (28.42) 
few) de 


s 


Suponiendo è 


(28.43) 


feo) dx 


vemos que para tal elección de y se cumple tanto la condición (28.36) (en virtud de 
(28,42)), como (28.37) (en virtud de (28.43). O 


DEMOSTRACIÓN DE COROLARIO. Si | g(x) dx = 0, entonces en virtud de la igual- 
» : 


dad (28.37) obtenemos [402 (+) de = 0 y por lo tanto, la fórmula (28.38) es váli- 
da para cualquier elección del punto £ e (a, b). En el futuro, para simplificar, 


consideraremos g(x) > 0, x € (a, b] (el caso g(x) < O, x e la, b) se analiza análo- 
gamente o se reduce al anterior con la sistitución de la función g(x) por la 


función — 860). 
Sea añora e0) de + 0, entonces por la no negatividad de la función g(x) se 

cumple la desigualdad 
Íeooae> o. 28.44) 


En el futuro consideraremos que m = inf f(x), M = sup S(x). Esta suposi- 


ción es permisible ya que para tal elección de m y M se cumple la condición (28.35). 
En la fórmula (28.37) según la condición (28.36) son posible tres casos: 
m<n<Min =Mya=m. 

Sim < u < M, entonces por el teorema de que una función continua sobre un 
segmento alcanza sobre él sus valores máximo y mínimo (véase el teorema 1 en el p. 


aiir 
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6.1) existen los puntos a e [a, b] y 8 e la, b) tales que f(a) = m, /(8) = M. Por 
esto, según el teorema sobre los valores medios de una función continua (véase el te- 
orema 2 y el corolario 2 de él en el p. 6.2), sobre el intervalo con extremos a y $ se 
encuentra un punto Ẹ tal que /(£) = y. Evidentemente E € (a, b) (fig. 119). 

Sig = M (el caso x = m se analiza análogamente), entonces la igualdad (28,37) 
toma la forma 


è è 
[/60800) dx = MÍ gx) dx, 


: 
fim- SON 80) dx = 0. 28.45) 


Mostremos que existe el punto Ẹ € (a, b) tal que f(E) = M. Previamente obser- 
vemos que 
: bae 
jewdr= lim f g&)dx. 028.49) 
En realidad, la función g(x) es integrable sobre el segmento (a, b] y por esto es 
acotada sobre él, es decir, existe una constante A > Otal que para todos los x € [a, 
b) se cumple la desigualdad Ig(x)! < A. De aquí tenemos 


q be ese 5 
[iros Jwa - | pax + de swa < 


< f igolde+ f| igo) de< 
: ve 


or : 
SAfd+A | dx= 24e, 0<2<b-a. 
: EN 


De esta desigualdad se deduce inmediatamente (28.46). 
En virtud de la desigualdad (28.44), de (28.46) se deriva la existencia de £y, 
0< 2g < b — a, tal que 
-i 
| sodx> o. 
o 
Si no existiera el punto £ € (a, b) en el cual /(¢) = M, entonces la función conti- 
nua M — f(E) serla positiva sobre el intervalo (a, b) y, por consiguiente, sobre el 
segmento [a + €, b — e). En particular, sería positiva en el mismo punto xọ don- 
de toma su valor mínimo: 


M-J > mín MF] = M- Sg > 0- 
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Por esto 

è a... 

j- foeda | M- SEDA 
: de 


karad 
>IM-J091 | s00ax>0, 
de 
y esto contradice la igualdad (28.45). O 
El corolario del teorema 1 usualmente se llama teorema integral sobre el valor 
medio. este nombre se explica con que en él se afirma la existencia de cierto punto 
sobre el segmento, “el punto medio” que posee una propiedad determinada rela- 
cionada con la integral de la tunción. 
Las fórmulas (28.31) y (28.32) permanecen siendo ciertas de forma evidente 
cuando a > b. 


28.3. INTEGRABILIDAD DE LAS FUNCIONES 
CONTINUAS A TROZOS 

Generalicemos ahora el teorema 3 del párrafo anterior sobre la integrabilidad de 
las funciones continuas sobre el caso de las así llamadas funciones continuas a tro- 
zos, 

Definición 1. La función f definida sobre el segmento |a, b] se llama continua a 
trozos sobre él si existe la partición y = bejiz de e segmento al que la función / 
es continua sobre cada uno de los in Ci 1» X)» existen los límites finitos 


Jait O=, im S y 
sk. 


Más breve, una función es continua a trozos sobre un segmento si sobre él tiene sólo 
un número finito de puntos de discontinuidad y además sólo de primer género (fig. 
120). 

Lema 1. Sean las funciones f y y definidas sobre el segmento (a, b) y 
Six) = p(x) sobre el intervalo (a, b). Entonces si la función f es integrable sobre la, 
b), la función p también es integrable sobre |a, b) y 


FIG. 120 


3 
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è è 
fodde = (fix) dx. 


Dicho de otro modo, el cambio de los valores de la función sobre los extremos 
del segmento no influye ni sobre la integrabilidad de la función ni sobre el valor de 
la integral si la función es integrable. La afirmación análoga, por supuesto, es válida 
para la variación de los valores de la función en cualquier número finito de puntos. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. La función f es integrable y por consiguiente acotada: 
Luo! < M para todas las x e lo, b]. Sea My = máx (M, e(a), plo). Analicemos 
cualquier partición r = Lx)/=É del segmento fa, b) y formemos las sumas integrales 
de Riemann o,(/) y 0,(p), eligiendo los mismos puntos E, € [x,_.,, xJ. Sea como 
siempre Ax, = x; ~ X; p 4 = 1,2, ... , k, Por cuanto 


UEAn! Mp EDAN] < Mba 
lodan! < MA, y IWEDAx) < Mba 
entonces 


Jim FE Dax, = Jim SC Jas = lim pl pOr, = Jm, peA = 0. 


Por esto 


ñ 
do) = lo, E, elf ax, = lim 


Ear = 
A 


, * è 
= ln, E F6)0x,= im, E s SEJAx, = po dx. 


» . 

Por consiguiente la integral | p(x) dx existe y es igual a Í f(x) dr. O 

Ejercicio 1. Demuéstrese que la variación del valor dela función en un número finito de 
puntos no influye ni en la integrabilidad de la función ni en su valor si ella existe. 

“Teorema 2. Una función f continua a trozos sobre el segmento |a, b] es in- 
tegrable sobre él. 

DEMOSTRACIÓN. Sean la función / continua a trozos sobre el segmento [a, b) y 
z = [x)[2É su partición indicada en la definición 1. Hagamos 

Lo) cuando xj <x<Xp 
Sp0= |S, +0) cuando x= x;y 
u= 0) cuando x= x, 


valie 


lema, la función / es integrable sobre [x;}, x] Y 


28.4". Desigualdades integrales de Holder y Minkowski sss 
x 5 
| sod= | sex, 
EN] as 
Aplicando la propiedad 3° de las integrales, obtendremos que la función f es in- 

tegrable sobre el segmento [a, b] y que 


j3 E y 
jog | fdo (08.47) 
: ON) 

OBSERVACIÓN. En el p. 44.5 será demostrada una condición suficiente de integra- 
bilidad más general (véase el teorema 10 en el p. 44.5 y la observación 2 en el p. 44.7) 
de la cual en particular se deduce que cualquier función acotada sobre un segmento 
y continua sobre él en todos lor puntos excepto un número finito de puntos, es in- 
tegrable. Así, la condición de la existencia de sólo un número finito de puntos de 
discontinuidad de primer género para una función f no es sustancial en el teorema 2: 
ellos pueden ser también de segundo género y la afirmación del teorema permanece 
válida. 


=1,2 0 .k 


Problema 20. Demuéstrese que para que una función acotada sobre un segmento sea in- 
tegrable sobre él es necesario y suficiente que para cada £ > O exista un sistema de intervalos 

que contuviera todos los puntos de discontinuidad de la función dada yla 
tudes de los cuales fuese menor que el e dado. 


28.4.* DESIGUALDADES INTEGRALES DE HÓLDER 
Y MINKOWSKI 
Sean las funciones f y g definidas e integrables sobre el segmento [a, b), 
1 < p< +œ y el número q se define por la igualdad 


A ss) 
(tanse (20.49), (20.51) y (2032). Entonces tenemos: 
[UCI dx < [irora] fjir] F (9.0) 
(desigualdad de Holder”); 

, > pe w p w 

[jue rowa] < [juenra]”s [jucorar]” ass 


(desigualdad de Minkowskise), 


% O, Holder (1859—1937), matemático alemán. 
+9 G. Minkowski (1864—1906) nació en Rusia, trabajó en Suiza y Alemania. 
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'Demostremos estas desigualdades. Introduzcamos para abreviar las notaciones 
» rs è jk 
n,” [ voya] "11 [prera]. (28.51) 
En la desigualdad (20.53) 


a+”, a>0, b>0, 
E Y 


pongamos 
VON pnl, teld. 
n, igl 
Entonces para cualquier x e a, b) 
EGO! ¿1 VO , 1 1800 


la. UA 
A A A 
A 
1 E 
L I dx < — ÍL I2 dx 
Jura <a Dad 


da 


Li 
Idel +l = 
> Ja 5t i 


Por esto A 
Í COR)! de < IA piety 


deca delo OES ea Send. 
Demostremos la desigualdad (28.50). Es fácil convencerse dela validez de la des- 
igualdad 


» , 
JUU) + EOP de = | 1/02) + 8(0)1 V) + 800107! dx < 


. » 
< [OA + gP- dx + [18091 1/0) + g- ax. 


Aplicando a cada una de las integrales obtenidas la desigualdad de Holder y obser- 
vando que q(p — 1) = p (véase (28.42)) obtendremos: 


» » sep 
uo + seora [fiae] [jue + seoico-0] 
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> verè ve 
+ [prora] | = 


= (6 vewa)” + [ wra) Y [i ya + rora)". 8,52) 


Si el primer miembro de esta desigualdad es igual a cero, entonces la desiguladad 
(28.50) evidentemente es válida, si no es igual a cero, entonces simplificando ambos 


s ry 
miembros de la desigualdad (28.52) por el factor [pue + zowa) savin 
tud de la relación (28.48) obtendremos la desigualdad de-Minkowski, o 


Señalemos un caso particular importante de la desigualdad de Holder, Para 
p = q = 2 tenemos 


J o)l dx < fiven fura 08.5) 


(desigualdad de Cauchy). 
$ 29. INTEGRAL DEFINIDA CON LÍMITE SUPERIOR 
VARIABLE 


29.1. CONTINUIDAD DE LA INTEGRAL RESPECTO 
AL LÍMITE SUPERIOR 


Sea la función (x) integrable sobre el segmento [a, b]. Entonces ella es in- 
tegrable sobre cualquier segmento (a, x), dorídea < x < b, es decir, para cualquier 


x e la, b] tiene sentido la integral (111) de. 
Analicemos la función . 


Fo) = poa (29.1) 


A rd 
superior variable. Establezcamos sus principales. 
Teorema 1. Si la función f es integrable sobre el segmento la, b), entonces la fun- 
ción (29.1) es continua sobre este segmento. 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que x e ja, b), x + Ax e [a, b). Entonces de la 


fórmula (29.1) se deduce que 


seso . soso seso 
Fata | d= fde | SOd=F0+ | 10%, 


por eso (fig. 121) 


atar 


AF =Flx+0x)-F)= | Sud (29.2) 


Por cuanto la función f es integrable sobre el segmento [a, b], es acotada sobre 
este segmento, es decir, existe una constante M > Otal que |/{x)] < M para todos 
los x e (a, bì. Aplicando esta desigualdad para la estimación de la expresión 14.1 
obtendremos “véase el p. 28.1): 


tari = | T rwa| < 67 vonar < [T ma] <Mlax. 


De aqui se deduce que lim, AF = O para cualquier x € la, b) y esto significa la 
continuidad de la función F en cada punto x e (a, b]. O 


29.2. DIFERENCIABILIDAD DE LA INTEGRAL RESPECTO 
AL LÍMITE SUPERIOR. EXISTENCIA 
DE LA PRIMITIVA DE UNA FUNCIÓN CONTINUA 


Teorema 2. Si lo función f es integrable sobre el segmento |a, b) y es continua en 


el punto xy € la, b), entonces la función F(x) = | f(1) dt es diferenciable en el pun- 
toxgy E 


FU) = fæ. 
DEMOSTRACIÓN. Demostremos que 


=/). 
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donde AF = Fixo + Ax) — F(x). Xg + Ax e la, b). Para esto estimemos el módu- 
lo de 1a diferencia <= — fix). 


ma poa 
Observando que y dí = 1y,porconsiguiente, f6) = ¿7 Í Sodan 
tendremos 
por pore asar 
| soda | sod- $ Soya 
a > da 
E-se Ax -4 |= Ax E 
ya rogar 
-|4 f vo -. sopa «E f vo 109 at. (29.3) 
% ES 


Sea dados > 0. En virtud de la continuidad de la función f en el punto xy existe 
5 = Ke) tal que si Lx — xp! < öy x elo, b], entonces 
UY) Sp! < e. (09.4) 
Escojamos Ax de forma tal que lAxl < 3. Entonces para los valores de £ sobre el 
segmento respecto al cual se realiza la integración tendremos If — xp! < 1axl < ô 
y, por consiguiente, de las desigualdades (29.3) y (29.4) obtendremos 


AF 
y esto significa que lim, ZE = 0%. 


En el caso cuando el punto xy coincide con uno de los extremos del segmento [a, 
D, por Fu) se debe sobreenender la derivada untiateral correspondiente dela fun- 
ción Fx). 

Ahora se puede resolver la cuestión sobre la existencia de la primitiva para una 
función continua arbitraria. 

Teorema 3. Si una función es integrable sobre un segmento y es continua en t0- 
dos sus puntos excepto un conjunto finito de ellos, entonces sobre este segmento pa- 
ra ella existe una primitiva. 

Corolario. Una función continua sobre un segmento tiene primitiva. 

DEMOSTRACIÓN, Si la función f es integrable sobre el segmento (a, b] y es conti- 
nua en todos los puntos de este segmento excepto un conjunto finito de ellos, enton- 
ces por los teoremas 1 y 2 su primitiva sobre el segmento [a, b] es, por ejemplo, la 
función . 
FG) = Í[/f0dt, a<x<b. 


En realidad, ante todo, según el teorema 1 la función F es continua sobre el seg- 
mento [a, b]. Más adelante, si por E denotamos el conjunto finito, E C (a, b), en 


490. $ 29. Integral definida con limite superior variable 
los puntos del cual la función fno es continua, entonces para los puntos x restantes, 
es decir, para los puntos de continuidad de la función f: x e [a,b] N Æ, por el teore- 
ma 2 tiene lugar la igualdad 


Fi) = 6). 


Esto significa (véase la definición 1 en e p. 22.1) que la función Fes una primitiva 
para la función f sobre el segmento |a, b]. Q 

La validez del corolario se deriva de que si la función es continua sobre cierto 
segmento, entonces por el teorema 3 del p. 27.5 es integrable sobre él y, por consi- 
guiente satisface las condiciones del teorema demostrado (el conjunto finito de los 
puntos en los cuales la función es discontinua, en el caso dado es vacio). 

De esta forma la operación de integración con limite superior variable aplicad: 
una función continua nos lleva a una primitiva, es decir, es la operación inversa a la 
diferenciación 


az 
z poa =/0), 0<x<b, (29.5) 


Esta afirmación (llamada fórmula de deferenciación de la integral definida res- 
pecto al límite superior) es básica para el cálculo deferencial e integral. De ella se de- 
duce, en particular, que cualquier primitiva de una función f(x) continua sobre un 
segmento (a, b] tiene la forma 


[Adi + C, axxx b. 


En efecto, según lo demostrado la función F(x) = [10 dt esuma primitiva para la 


función f(x) y cualquier otra primitiva puede diferenciarse de /(x) sólo en una cons- 
tante (véase el p. 22.1). De esta forma queda establecida la relación entre las integra- 
les definida e indefinida en la forma 


yod = fra +C. 


Los teoremas demostrados muestran que la operación de integración con limite 
superior variable nos lleva al “mejoramiento” o ““suavización” de las propiedades 
de la función: una función integrable pasa a ser continua y una continua, diferen- 
ciable. 

Observemos que la operación de diferenciación en determinado sentido 
“empeora” las propiedades de la función: por ejemplo, la derivada de una función 
continua, si existe, puede ser ya una función discontinua, 

De la fórmula de diferenciación respecto al limite superior de integración, es de- 
cir, dela fórmula (29.5) se puede obtener fácilmente la fórmula de diferenciación res- 
pecto al límite inferior de integración. 

Sea la función f integrable sobre el segmento (a, b]. Entonces sobre este segmen- 
to está definida la función 
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, 
Gir) = |sudr, a<x<b 
y además de la identidad : 


» z è 
Íroat= [fat + [far 

i : E ; 
04) = [Sat Fu) 2:9 


Si la función f es continua en el punto x e (a, b], entonces como fue demostrado 
anteriormente, la función F es diferenciable en este punto. De la fórmula (29.6) se 
deduce que en este caso la función G(x) también es diferenciable en el punto x y 
200). 9, 
de ax” 
De esta forma 


¿oa = 10. 


OBSERVACIÓN: De las fórmulas de diferenciación de la integral de una función 
continua respecto al límite superior (inferior) de integración se deduce también que 
cualquier función continua sobre cierto intervalo (finito o infinito) tiene sobre El 
primitiva. En efecto, sea por ejemplo la función f continua sobre el intervalo (a, b). 
Escojamos un punto arbitrario xp € (a, b) y hagamos 
Fo) = f KOLA 
% 


Entonces para todos los x € (a, b) es válida la igualdad F“(x) = f(x), es decir, F(x) 
es una primitiva de la función f(x) sobre el intervalo (a, b). 


Ejercicio 1. Sean la función f(x) continua y bx), Hx) diferenciables en todos los puntos 
de R. Demutstrense las siguientes generalizaciones de la fórmula (29.5): 

aP a? 

pa l Andas g St = ANA — HN. 


29.3. FÓRMULA DE NEWTON — LEIBNIZ 


Teorema 4 (teorema principal del cálculo integral). Sea la función f continua 
sobre el segmento |a, b). Si la función Y es una primitiva arbitraria sobre este seg- 
mento, entonces 


[100 de = Hb) — Ha). (09.7) 


s $ 29. Integral definida con límite superior variable 


Esta fórmula se llama fórmula de Newton"! — Leibniz. 
DEMOSTRACIÓN. Hagamos F(x) = Í /(r) dt. Por la demostración del corolario 


de teorema 3 del p. 29.2 la función Fes una primitiva para la función fsobre el seg- 
mento (a, b). De esta forma F y è son dos primitivas de una misma función f sobre 
el segmento (a, b), por eso 

F) = x) +C, a sxs b, 


donde C es cierta constante, es decir, 
[yerde = 00+ C, a< x< b 


Para x = a de aquí se deduce que C = —ẹ(a) por consiguiente 


Haciendo aqui x = b obtendremos la fórmula (29.7). O 
Para abreviar la escritura a menudo se utiliza la notación 


ES 


Oo) - ea). 


Si en la demostración realizada del teorema 4 en lugar del corolario del teorema 
3 utilizamos el propio teorema, entonces se obtendrá la demostración de una afir- 
mación más general. Enunciémosla también en forma de teorema. 

Teorema 4*. Sea la función f integrable sobre el segmento |a, b) y continua en 
todos sus puntos excepto un conjunto finito de ellos. Sila función $ es cualquiera 
de sus primitivas sobre este segmento, entonces 


è 
[100 dx = $b) - Ha). 


Esta fórmula también se llama fórmula de Newton — Leibniz. Señalemos que 
ella.es válida también para a > b. En efecto, si en ella a y b cambien de puesto, en- 
tonces sus miembros primero y segundo cambiarán de signo. 

OBSERVACIÓN 1. Se puede mostrar que la condición de integrabilidad de la fun- 
ción sobre:el segmento a condición de ser continua en todos los puntos de este seg- 
mento, excepto un conjunto finito de ellos, es equivalente a la acotación de la fun- 


1, Newton (1643—1727), fisico, mecánico, astrónomo y matemático inglés. 
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ción sobre este segmento, Esto se deduce directamente de la acotación de una fun- 
ción integrable y de la integrabilidad de una función acotada con un conjunto finito 
de puntos de discontinuidad (véase la observación al final del p. 28.3). 

OBSERVACIÓN 2. Es evidente que las funciones continuas a trozos (véase el 
p. 28.3) siendo integrables (véase el teorema 2 en el p. 28.3) satisfacen las condi- 
ciones del teorema 4*. Prestemos atención no obstante a la circunstancia de que el 
teorema 4* está demostrado para funciones de un-tipo más general que las continuas. 
a trozos: en él no se hace ninguna suposición sobre el carácter de los puntos de dis- 
continuidad de las funciones analizadas, es decir, ellos pueden ser tanto de primer 
género como de segundo. 1 

¿feapios 1. Hallana | 57 conocido que 


parm E + poro [ata 


2. Hallemos Í sen x dx. Tenemos 


[senx dx = —0osx|y= =cos* + cos0 = 2. 
é 


Asi pues, fue demostrado que si la función f es integrable sobre segmento y el 
conjunto de sus puntos de discontinuidad es finito, entonces sobre este segmento 
ella tiene primitiva F y además es válida la fórmula de Newton — Leibniz. 

Mostremos ahora que la fórmula de Newton — Leibniz tiene lugar sólo en la 
suposición de la existencia de la primitiva para una función f integrable, es decir, 
que para la validez de la fórmula de Newton — Leibniz no es necesario exigir que el 
conjunto de puntos de discontinuidad de la función f sea finito (no obstante, recor- 
demos que esta propiedad se utilizó sustancialmente en la demostración de la exis- 
tencia de la primitiva). 

Teórema $, Sea la función f integrable sobre el segmento la, b] y F su primitiva 
sobre este segmento. Entonces 


è 
{S dx = F(b) — Fla). (09.8) 


DEMOSTRACIÓN. Por la definición de primitiva, la función F es continua sobre el 
segmento (a, b] y existe un conjunto finito de puntos Ey C (a, b tal que para todas 
las x e (a, bÌ N Ese cumple igualdad £ 6) = flx). Denotemos por a), azy 
los puntos del conjunto finito Epy analicemos cualquier partición 7 = aria 
ei La] que contenga toda los pesos y =; 2 DAOUD sobre cada 
segmento (x.y, x) la función F es continua y en su interior tiene derivada 
FCO = $05: Por esto, ala función F sobre el segmento indicado se le puede apli- 
car la fórmula de los incrementos finitos (teorema de Lagrange sobre el valor me- 


dio): 
FO) = Por F jani EA, (9.9) 
donde Ax; = x; — Xi- yr E; € C p Xp ` 


en $ 29. Integral definida con limite superior variable 
Sumando las igualdades obtenidas desde 1 hasta k y observando que 
k 


E FO) - F) = Fox) — Fox) = FO) — Fla), 
Fa 


obtendremos a 
F(b) Fla) = Y fjar, (29.10) 
fa 


En la parte derecha de esta igualdad aparece una suma integral de Riemann de la 
función f. 

Ses ahorar = 1, m = 1,2, ... „una sucesión de particiones que contienen a los 
puntos Gm para la cual ô, — O cuando n — œ, Pasando al limite cuando 
n — œœ en (29.10) y observando que el primer miembro de esta igualdad es constante 
+ igual a F(b) — F(a) y el segundo, en virtud dela integralidad de / (véase el te- 


orema 3 en el p. 28.3), tiende a la integral jo dx, obtendremos la fórmula 
(29.8). D 

De la frmala Q98) se deduce que si dos funcions integrales y sobne te 
mento (a, b) tienen una misma primitiva F, entonces sus integrales respecto a este 
segruento son igualat ya qoe son Iguales alaimero FYB) — PUA. Por otrs aora mo 
es dificil demostrar esto directamente, ya que en este caso las funciones integrables f 
YJ; pueden diferenciarse una de otra sólo en los valores en un número finito de pun- 
tos (véase el p. 22.1). 

OBSERVACIÓN 3. La fórmula de Newton — Leibniz a veces se escribe en la forma 


è 
JF (x) dx = F(b) — Fla). (29.11) 
Aqui se supone que la función Fes continua sobre el segmento [a, b) y en todos 
sus puntos, excepto un conjunto finito, tiene derivada F”. Asi pues, la función sub- 
integral en la fórmula (29.11) puede resultar definida.no en todos los puntos del 
segmento la, D) y por esto exige una aclaración sobre qué se entiende en este caso 
por la integral je (x) dx. En la fórmula (29.11) se supone complementariamente 
que existe un función integrable sobre el segmento [o b] (y por lo tanto definida ya 
en cada uno de sus puntos) para:la cual la función Fes su primitiva y por consi- 
lento sx cojos fialo Eytal que para todos los pubtde x.« [el NE 
tiene Ingar lciguaidas 7 (x) = f). Läintegal [1 '(x) dx por definición se toma 
tota [0 e, es toss, 


je: xax E | f(x)dx. (29.12) 
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Esta definición es correcta ya que no depende de la elección de la función f indi- 
cada: para cualquier elección tendrá una misma primitiva F y, por consiguiente, en 


» 
virtud del teorema 5, un mismo valor de la integral [/(x) dx igual a F(b) — F(a). 


Todo lo dicho hace natural la siguiente definición. 

Definición 1. La función F definida sobre el segmento [a,:b] se llama función 
con derivada integrable sobre este segmento si esixten el conjunto finito'E < (a, b] 
y la Junción f integrable sobre la, b) tales que para cualquier punto x € la, b) N Ela 
unción F tiene derivada y F“(x) = f). 

Dicho de otro modo, la función F se llama función con derivada integrable sobre 
cierto segmento si sobre este segmento ella es una primitiva de una función in- 
tegrable. 

“Ahora el teorema $ se puede parafrasear de la siguiente forma. 

Teorema 5. Si la función F es continua sobre el segmento la, b] y tiene sobre él 
derivada integrable, entonces 


» 
$5 (dx = F(b) — Fla). 


Ejercicio 2. Demustrese que si las funciones F, y F integrables sobre el segmento o, b) 


tienen derivadas integrables sobre este segmento, entonces su producto F; F, también tiene de- 
ivada integrable sobre (a, 6). 


$ 30. FÓRMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE 
EN LA INTEGRAL E INTEGRACIÓN POR PARTES 


30.1. CAMBIO DE VARIABLE. 

Teorema 1. Sean 

1) la función fix) continua sobre el intervalo (a, b); 

2) la función plt) definida y continua junto con su derivada ¢' (1) sobre el inter- 
valo (a, 6) y además para todos los t€(a, 8) se cumple la desigualdad 
a< elf) < D. En este caso si a € (a, B), By Ela, B), ag = vlag, dy=Plbp, en- 
tonces 


» 5 
[so d= [MAMI de. 30.1) 
% 5 


Esta fórmula se llama fórmula del cambio de variable en la integral definida o 
fórmula de integración por sustitución. 

DEMOSTRACIÓN. Ante todo observemos que según la condición, la función f, a 
ciencia cierta, está definida sobre el conjunto de valores de la función y (fig. 122) 
por eso tiene sentido la función compuesta f[w(£)]. Según las suposiciones hechas las 
funciones subintegrales en ambas partes de la fórmula (30.1) son continuas por eso 
ambas integrales en esta fórmula existen. 
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FIG. 122 FIG. 123 


Sea d(x) cualquier primitiva de la función f(x) sobre el intervalo (a, b). Entonces 
para los puntos r del intervalo (a, $), tiene sentido la función compuesta $[p(1)] que 
es una primitiva de la función JIp(£)lp"(1). Por la fórmula de Newton — Leibniz 
(véase el p. 29.3), 


ae = 90) — Hap, 

à 
Trono va = HAB] — HAY] = HO) — Aao). 
ES 


De estas igualdades se deduce la fórmula (30.1) O 

Como se ve de la demostración, la fórmula (30.1) es válida tanto para ap < Sp 
como para ag > Sg- 

Es interesante señalar que algunos valores de la función p(() pueden no pertene- 
cer al segmento [ap by respecto al cual se integra (véase la fig. 122) en la parte iz- 
Quierda de la (30.1). 

Si utilizamos la fórmula para las derivadas unilaterales de una función compues- 
ta (véase la Observación 2 en el p. 9.7), entonces la fórmula (30.1) se puede de- 
mostrar para el caso cuando la función / se da sobre el segmento [a, b), la función 
se) sobre el segmento [a, 8) y el conjunto de los valores de la función y se contiene 
en el segmento (a, b] y además a = p(a), b = p(8) (fig. 123). En este caso la fór- 
mula: del cambio de variable puede ser aplicada a todo el segmento lo, b]: 


, 2 
[rade = | aeoe (dt. oa 


Al utilizar el símbolo de la integral definida siempre escribimos bajo el signo de 
la integral la expresión f(x) dx donde x es una varjable independiente. Además, 
cuando se daba la definición de integral definida no se suponía que f(x) dx es la di- 
ferencial de alguna función, Luego (véase el p. 29.2) fue mostrado que al menos pa- 
ra una función f continua la expresión f(x) dx siempre es la diferencial de cierta fun- 
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ción F(x): dF(x) = f(x) dx. Por esto es natural considerar que en este caso las es- 
> 
crituras | 4FG0) y [16 de tiene el mismo valor, es decir, 


» 
Jaro = [oax 


En general permitiremos bajo el signo de la integral definida cualquier escritura 
de una diferencial, es decir, por definición, para una función g(x) diferenciable ha- 
remos: 


è : 
[400 480) = |08" Q) dx 


(si por supuesto la integral que aparece en el segundo miembro de la igualdad 
existe). Con ayuda de esta notación, por ejemplo, la fórmula (30.2) toma la forma 


» A 
[Sax = [Me deto). 


è 
De esta forma, al cambiar la variable x = p(£) en la integral definida Í f(x) dx se 


debe formalmente sustituir en todos los casos x por p(£) y de la forma correspon- 
diente cambiar los límites de integración. 

Prestemos atención a que al utilizar la fórmula (30.1) (respectivamente, la fór- 
mula (30.2)) de forma semejante al caso de la integral indefinida, se puede aplicarla 
tanto de izquierda a derecha como de derecha a izquierda. No obstante, a diferencia 
de la integral indefinida donde al final del cálculo debiamos regresar a la variable de 
integración inicial, aquí no es necesario hacer esto, ya que nuestro objetivo es hallar 
un número, que en virtud de las fórmulas demostradas es igual al valor de cada una 
de las integrales analizadas. 


2 
Ejemplos. 1. Calculemos la integral [ex dx. Aplicando la fórmula (30.1) de de- 
recha a izquierda (aquí el papel de la variable £ lo juega x), obtendremos 
2 2 
jara = jae LS 


2 


2. Supongamos que se exige calcular la integral pa T dx. Tratemos de 


simplificar la expresión subintegral haciendo Ve” = T = £. Dicho de otro modo, ha- 
samos el cambio de variable x = In (1 + A; entonces de = 1% y por cuanto 


para 0 < 1'< 1 tenemos 0 < x < In 2, entonces aplicando la fórmula (30.1) de iz- 
quierda a derecha obtendremos 
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ina 1 


SA 
TO +2)4- 210 — arctg 1] = 


Ejercicio. Demuéstresequesila función/escontinua sobre |a, 6] y para todoslosre (0,6 — 


z 


La fórmula del cambio de variable en una integral definida con ayuda de la fôr- 
mula de Newton — Leibniz puede ser generalizada al caso cuando la función f, per- 
maneciendo integrable, tendrá un número finito de puntos de discontinuidad. 


30.2. INTEGRACIÓN POR PARTES 


Teorema 2. Si las funciones u(x) y v(x) son continuas sobre el segmento la, b) y 
tienen sobre él derivadas integrables, entonces 


è 8 
fuav = w|? ~ frau 603) 
Esta fórmula se llama fórmula de integración por partes para la integral defini- 
da, 
DEMOSTRACIÓN. Tenemos: 
» è ei 
Jy dx= | (uv" + u'vjdx = [udv + | vdu. 30.4) 


Todas las integrales escritas existen ya que las funciones subintegíales son in- 
tegrables. De acuerdo con la fórmula de Newton — Leibniz (29.11) tenemos 


. 
[uy dx = tuvie. 30.5) 


Comparando las fórmulas (30.4) y (30.5) obtendremos la igualdad 


Gua + Í vdt o 


de donde se deduce la fórmula (30.3). O 

El teorema 2 se generaliza fácilmente al caso de las asi llamadas funciones conti- 
nuamente diferenciables a trozos. Definamos estas funciones. 

Supongamos que la función f(x) está definida sobre el segmento [a, b], existe 
una partición 7 = {x)iz$ del segmento [e, b] tal que la función (x) es continua 
sobre cada uno de los intervalos (x. ,. x) y existen los limites finitos f(x,.., + O), 
Sa, — O, 1 = 1, 2, ... . k. (Por consiguiente, la función f es continua a trozos 
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sobre el segmento [a, b), véase la definición 1 en el p. 28.3). Introduzcamos como se 

hizo anteriormente (véase la demostración del teorema 2 en el p. 28.3) las funciones 
s six ¡<x<xp 

I=L I +O si x= 1 


$0, - 0 si x=xp 


Definición 1. Si cada función f{x), i = 1,2, ... , k, es (continuamente) diferen- 
ciable sobre el segmento [x,..y,x), entonces la función f(x) se llama (continuamen- 
te) diferenciable a trozos sobre el segmento la, 0). 

Teorema 2”. Sean Jas funciones u(x) y v(x) continuas y continuamente diferen- 
clables a trozos sobre el segmento [a, b]; entonces para ellas el válida la fórmula 
(30.3) de integración por partes. 

La demostración del teorema 2 permanece válida también en este caso. En real 
dad, el producto uv es continuo y su derivada (uv)” = uv” + “ves continua a tro- 
zos, Por esto, según el teorema $ del p. 29.2 a la integral que aparece en la parte iz- 
quierda de (30.5) se le puede aplicar también la fórmula de Newton — Leibniz. C 


2 
Ejemplos. 1. Hallemos el valor de la integral Í In x dx, Apliquemos la fórmula 
de integración por partes: H. 
2 
finxar = xinx|? = fdr = 2in2 
i i 


2. Mostremos que para cualquier a = 0, 1, 2, 


a "a 
1, = |sen"xde= | cos"xdr = 
è è 


680.7) 


Observemos ante todo que la igualdad de las integrales que aparecen en (30.7) se 
establece fácilmente con ayuda del cambio de variable x = 1/2 — r. Más adelante 
integrando por partes obtendremos: 

“a "a 
= fi sefxdx om | sen E xd(—cosx) = 
é 
sa 


-= E y? + (a = 1) f sen”? x cosx dx = 


sa 
= (1-1) [sento aql — sen?a) dx = (a — Dp (0 — Dip 
3 


M Por n!t,n € N.n > 1, se sobrentiende el producto de todos los números naturales que 
no sobrepasan n y que tienen la misma paridad que n. 
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de donde 


= e 


n= 2k + 1, es decir, para n impar, tendremos 


E pila RDA E S 
AAN (+ DAD) ESTE 
y para n = 2k, es decir, para n par 
kaž qa CD 
220 TE 
k=1,2...0 


De la fórmula (30.7) se obtiene fácilmente la así llamada fórmula de Wallis", 
que necesitaremos en el futuro 


1 1 Li 
2 rl = Į id 
Demostrémosla. Integrando la desigualdad 
sendt ly Ç sendt ex, O< x< 1/2, 
respecto al segmento [0, 1/2) tendremos 


“A "a m 


sentlxdr< | sen®xdrg | sen™-'xdx 
Í j l 


D 


(no es dificil mostrar que en realidad aqui tienen lugar desigualdades estrictas). En 
virtud de (30.7) 
an 


CTA E 
a+ DN 


e 2 Saai 


de donde 

at l aq Por 
na Y << 
Por cuanto según esta desigualdad 


PC A PRA 
" natif- 2n2 


(30.9) 


9 J. Wallis (1616—1703), matématico inglés. 


30.3.* Segundo teorema sobre el valor medio EN 


cuando n — œ, entonces lim (y, — x,) = O, es decir, las longitudes de los seg- 


mentos [X; y,) > 1/2 tienden a cero y, por consiguiente, 
lim x= 0/2, lim y, = 1/2. 
La primera de estas igualdades por la definición de x, (véase (30.9)) significa la 
validez de la fórmula de Wallis. O 
Ejercicios, Calcúlense las integrales definidas: 
Pa ñ 
air FP 4 [ATER dr 


z > senx cos Xx 
MT de 
ju PE +) 
A e A 
LA INTEGRAL DEFINIDA 


Lema 1. Sea f continua y g una función creciente, no negativa, continuamente 
diferenciable sobre el segmento |a, b). Entonces existe el punto Ẹ € la, b) tal que 


» è 
[eade = js. (30.10) 


DEMOSTRACIÓN. Analicemos la función 
à 
Fo)” [fat a < x < b. 30.11) 
La función F siendo la integral de una función integrable / (incluso continua) con 


límite inferior variable, es continua sobre el segmento [a, b] y por esto alcanza sobre 
él su valor máximo y mínimo. Si 


m= mín Fœ), M= máx FO), (30.12) 
iea k.i 


entonces, evidentemente 
m<F&)<M, xela,bl. 30.13) 


Observando que dF(x) = —f(x) dx e integrando por partes la integral que apa- 
rece en el primer miembro de la igualdad (30.10) obtendremos 
ñ £ » 
[eco dx = - [goddFw) = scr]? fFe i) dx = 
= s(a)Fla) + [Foods (x) dx (30.14) 
ya que por (30.11) F(b) = 0. i 
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Como consecuencia del crecimiento de la función g tenemos g “(x) > O para to- 
dos los x e [a, b]. Aplicando esta desigualdad y las desigualdades (30.13) y obser- 
vando que del hecho de que la función g es no negativa sobre [a, b] se deduce en par- 
ticular que g(a) > 0 obtendremos las estimaciones 


8la)FlO) + [Feo ax < Mela) + mjra = 
= Mela) + Mig(b) — s(a)) = Mg(b), 
gla)F la) + [For “tae > melo) + mis(0) — g(a)) = meto). 
De esta forma (véase (30.14) tenemos 
meto) < freir < Msb). 
Sig(b) = 0, entonces del hecho de que la función g es no negativa y crece se de- 
duce que g(x) = Osobre (a, b]. En este caso la fórmula (30.10) es válida para cual- 


quier elección de E € (a, b). 
Si g(b) > O, entonces 


ps 
< ro ble <M. 


Por cuanto la función F continua sobre el segmento (a, b) toma sobre este seg- 
mento cualquier valor entre su valor mínimo m y máximo M (véase (30.12)), enton- 
ces existe un punto E e la, b] tal que 


FE= ur) [sarwa 


Por la condición (30.11) ésta es la fórmula (30.10). O 
Teorema 3 (Bonnet”). Sea f continua y g una función monótona, continuamen- 
te diferenciable sobre el segmento |a, b]. Entonces existe un punto $ € {a, b] tal que 


è t è 
JEON) de = g(a)| fix) dx + gb) | fix) dx. (30.15) 
H : i 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos inicialmente que la función g crece sobre el seg- 


mento [a, b]; entonces la función A(x) Í g(x) — g(a), a < x < b, serå una fun- 
ción no negativa, creciente y continuamente diferenciable sobre el segmento [a, b). 


% 0. Bonner (1819—1892), matemático francés. 
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A b) tal que 
have monroe 


Sustituyendo aquí por la expresión de A(x) obtendremos 
è è 
flex) — g(a) dx = lg(b) — g(0)) [ean 
de donde 


è è è 
[EN dx = ala) (10%) dx — g(a)| S) dx + 
i : i 


è i è 
+ sofr) de = gla) |J) dx + gto) f0) dx, 
i i 


es decir, se obtuvo la fórmula (30.15). 

Si la función g decrece sobre el segmento |a, b), entonces para la demostración 
del teorema es suficiente aplicar la fórmula (30.15) a la función —g, que evidente- 
mente crece. O 

Señalemos que el teorema 2 es válido también en restricciones más débiles: es su- 
ficiente exigir de la función f su integrabilidad y de g, su monotonía. 


30.4. INTEGRAL DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL 


De forma análoga a como fueron definidas las integrales de una función numéri- 
ca, se pueden definir las integrales de funciones vectoriales, cuyos valores pertene- 
cen al espacio vectorial n-dimensional R” (véase el p. 18.4). 

Supongamos que r(£) e R”, a < £ < b, es una función vectorial, 1 = v izge 
una partición del segmento [a, b), £; € [tjp £), âf; ra 1,2 
5, es la finura de la partición 7. Si pi elata cad pul, 
existe el límites 


is, 500 


que no depende de la elección de la sucesión de particiones, entonces se llama in- 
tegral de la función r(t) respecto al segmento |a, b) y se denota por 


è 
frae. 


9 El concepto de límite en este caso se define o bien con ayuda del limite de una sucesión 


vectorlal o bien en el lenguaje (c — 5) de forma completamente análoga al caso de las fun- 
iones escalares analizado en el p. 27.1 y se propone al lector. 
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Para a y b constantes ella es un vector constante en R”. 

Sea r(£) = (xi(0), ... , x,(1)). Por cuamto en la adición de vectores se sumaron 
sus coordenadas, en la multiplicación de vectores por un número, sus coordenadas 
se multiplican por ese mismo número y el límite de una función vectorial es igual al 
vector cuyas coordenadas son los límites de las coordenadas correspondientes, en- 


tonces 
[rodra (roa 


En virtud de esta igualdad, muchas propiedades de las integrales de las funciones 
numéricas se trasladan a las integrales de las funciones vectoriales. En particular, la 
función vectorial F(£) definida sobre cierto intervalo E finito o infinito se llama pri- 
mitiva para la función r(1) e R" dada, definida sobre ese mismo intervalo si en to- 
dos sus puntos interiores £ tiene lugar la igualdad F"(1) = r(1) y sobre cada extre- 
mo del intervalo Æ que pertenece a Æ, la función F es continua. 

Para las funciones vectoriales es válida la afirmación análoga al teorema princi- 
pal del cálculo integral (véase el teorema 4 del p. 29.3): 

si la función vectorial r(1) e R” es integrable sobre el segmento (a, b) y continua 
en sus puntos interiores (en particular, si es continua sobre todo el segmento (a, b]) 
entonces para ella existe la primitiva sobre este segmento y para cualquiera de sus 
primitivas F(¢) es válida la fórmula 


» 
4000) k 


è 
Jr l) dt = Fib) — Fla) 


que se llama fórmula de Newton — Leibniz como en el caso de las funciones escala- 
res. 
La validez de esta afirmación se deduce de la validez de la fórmula de 
Newton — Leibniz para todas las coordenadas de la función r(1). 

OBSERVACIÓN. En el p. 15.2 fue demostrado el siguiente teorema: si la función 
vectorial r(£)) es continua sobre el segmento (a, b] y diferenciable en su interior, en- 
tonces existe E e(a, 5) tal que 

irb) — (a)! < IOI o — 

La demostración de esta afirmación realizada en el p. 15.2 tuvo un carácter algo ar- 
tificial, era necesario notar la necesidad de utilizar cierta función auxiliar. Con ayu- 
da del concepto de integral (suponiendo la continuidad de la derivada de la función 
vectorial analizada) la demostración se puede realizar de forma mas natural. 

Supongamos que la función vectorial r(() e R” tiene derivada continua sobre el 
segmento [a, b]. Entonces aplicando la fórmula de Newton — Leibniz obtenemos 


è » 
Iro) — r(a)i = liroa| < fiolar. 


En la parte derecha se obtuvo la integral de una función escalar continua. Por el 
teorema integral sobre la media (véase el corolario del teorema 1 en el p. 28.2) existe 


31.1. Definición de medida (drea) de conjuntos abiertos ss 
el punto £ € (a, b) tal que 

» 

Jir de = Irro- a); 


por consiguiente 
1r(D) — ría < Ir Exa), £E (a, b). O 


$ 31. MEDIDA DE LOS CONJUNTOS ABIERTOS PLANOS 


31.1, DEFINICIÓN DE MEDIDA (AREA) DE CONJUNTOS ABIERTOS 


Analicemos el plano sobre el cual está fijo cierto sistema de coordenadas rectan- 
gular. Denotemos por Tọ una partición: de este plano en cuadrados cerrados que se 
obtienen al trazar todas las rectas posibles x =p, y = g, P = 0, +1, 22.0. 
q = 0, +1, 22, ... . A tal partición la llamaremos cuadrilaje del plano de rango O 
y a los cuadrados indicados, cuadrados de rango nulo. Dividamos cada uno de los 
cuadrados de rango nulo en 100 cuadrados iguales por rectas paralelas a los ejes de 
coordenadas (dos rectas vecinas cualesquiera se encuentran a una distancia de 1/10 
una de otra). Al conjunto de cuadrados obtenidos lo denotaremos por T}. Conti- 
nuando este proceso obtenemos los cuadrilajes 7,,, m = 1,2, ... , del plano com- 
puesto por cuadrados formados como resultado del trazo de todas las rectas po- 
sibles del tipo 

p a 
x=, ya, p=0,%1, 
n dais PRA 
y por consiguiente con lados de longitud 1/10". A los cuadrados que pertenecen al 
cuadrilaje 7,, los llamaremos cuadrados de rango m, m = 1,2, ... 

Sea G un conjunto abierto plano. Denotemos por sọ = sG) el conjunto de 
puntos de todos los cuadrados de rango nulo que están, junto con su frontera, en el 
conjunto G y por s, = s,(G) el conjunto de los puntos de todos los cuadrados de 
primer rango que están en G Junto con su frontera. En general por Sm = 5, (G) de- 
notaremos el conjunto de todos los cuadrados de rango m que están junto con su 
frontera en el conjunto G, m = 0, 1,... Es evidente que (fig. 124) 


NT en 


Los conjuntos sy S}, --. » Sw, -» SOn “poligonos” compuestos por un número 
finito o infinito de del rango correspondiente. En el caso cuando 5, está 
compuesto por un número finito de cuadrados, denotaremos el área del poligono s,, 
POF ar. Sy si 5, está compuesto por un número infinito de cuadrados, hacemos ar- 
Sm = +92. Si algún s, está compuesto por un número infinito de cuadrados, en- 
tonces todos los s,, posteriores, m > mọ también están compuestos por un número 
infinito de cuadrados. 

De las inclusiones (31.1) en virtud del acuerdo sobre el símbolo +o (véase el p. 
3.1) se deduce que siempre 


RS EE- Sp S oeo (00) 


q=0«1 +2, 
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FIG. 124 


Son posibles dos casos. 

1. Todas lasar.5,, son finitas, entonces (31.2) es una sucesión creciente monóto- 
namente y por esto tiene o bien un límite finito o bien tiende a +0». Este limite en 
este caso se llama área, o medida, del conjunto abierto G y se denota por mes G°. 

2. Si existe un número my tal que ar. 3, = +02, entonces ar. s, = +00 tam- 
bién para todos los números m > my. En este caso haremos 

mesG= +0, 


Por la definición de límite de una sucesión de elementos de la recta numérica ex- 
tendida R (véase el p. 4.2) la sucesión de elementos a,.n = 1,2, ... , que pertene- 
cen al conjunto ampliado de los números reales Ẹ tales que comenzando desde cier- 
to número todos son iguales a +œ, tiene +œ en calidad de su límite 
lma, = +o. 
Utilizando este concepto ambos casos anteriormente analizados se pueden unir en 
uno, Enunciemos la definición final. 

Definición 1. El imite lim ar.s„(G) (finito o infinito) se llama área, o medida, 


del conjunto abierto G y se denota por mes G: 


mes G= lim ar.s,(0). 613 
Tal definición de medida de un conjunto abierto es natural, ya que la sucesión 
de conjuntos s,m = 0, 1, ... , agota el conjunto abierto, es decir, 


* Det vocablo francés mésure, medida, talla. 
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y e 


a” 7 
f 1 
Le Ban; 


dicho de otro modo, para cualquier punto P e G existe el poligono 5,,, tal que 


PES; 


En efecto, cualquiera que sea el punto P € G, por ser el conjunto G abierto, 
existe la circunferencia esférica U(P; £) C O, e > 0. Observando ahora que el 
diámetro del cuadrado de rango m es igual a Y2/10", escojamos mp de forma tal 
que 


t a 
má (31.4) 


Para cualquier punto del plano existe al menos un cuadrado de cada rango que 
contiene este punto, Sea Q, un cuadrado de rango 7g que contiene el punto P. En 
virtud de la desigualdad (31.4) Qm, C U(P; £) lo que significa que Qm, € G y, por 
consiguiente, Qm, C Smp PEro P € Qmp Por lo que P € Sm, (18: 15.0 

Si el conjunto abierto G es acotado, entonces siempre mes G < +o. En reali- 
dad, si G es acotado, entonces existe un cuadrado cerrado Q que contiene el conjun- 
to G(G C Q)y que es una unión de cuadrados de rango nulo, entonces s, (6) C Q 
para cualquier m = O, 1, ... y quiere decir que ar. s,(G) < ar. Q. 

De esta forma la sucesión (31.2) está acotada superiormente y por lo tanto el 
límite (31.2) es finito. 


Problema 21. Demvéstrese que la medida de un conjunto abierto plano no depende de la 
elección del sistema rectangular sobre el plano sobre el cual está ubicado. 

Del curso de matemática elemental es conocido que en el caso cuando el conjun- 
to abierto S es un polígono, entonces su área, siendo por definición, el área del 
polígono cerrado 3, coincide con la medida definida por nosotros: 

ar. § = ar. S = mes S”. 


Véase también el p. 44.2 (conjuntos cuadrables). 
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31.2. PROPIEDADES DE LA MEDIDA 


DE LOS CONJUNTOS ABIERTOS 
Teorema 1 (monotonía de la medida). Sí G y I son conjuntos abiertos planos y 
Gcr, 81.9) 
entonces 
mesG < mes T. 819 


DEMOSTRACIÓN. Denotemos, como anteriormente, por s,„(G) y por s„(T)los con- 
juntos de cuadrados de rango m que se contienen junto con su frontera en los con- 
juntos G y T, m = 1, 2, ... , respectivamente. Entonces de la condición (31.5) se 
deduce que 

SnO) € so), 


de donde 
E ar.s(6) < ar. 5p). an 


En el caso cuando ambos conjuntos s,(C) y s„ (T) están compuestos por un número 
finito de cuadrados esto se deduce de que el área del polígono que abarca no es me- 
nor que el área del polígono abarcado y en el caso cuando menos uno de los con- 
juntos s,(G) y sy(T) contiene un número infinito de cuadrados, del acuerdo sobre la 
utilización del símbolo +0». 

Pasando al límite en la desigualdad (31.7) cuando m — œ por (31.3) obtendre- 
mos la desigualdad (31.6). O 

Teorema 2. Sean G y Gp k=1, 2,..., conjuntos planos abiertos 


GC OC... COC ..yO=U Gy entonces 
Das 


Jim mesG, = mesG. 318) 


+c, entonces por el te- 


Observemos que si para cierto kọ tiene lugar mes G 


orema 1, para todos los k > kọ también mes G, = +0»; en este caso la igualdad 
(31,8) significa que mes G = +00. 
Demostremos previamente un lema. 
Lema 1. Sean Gy, k = 1,2, ... , conjuntos abiertos planos, 
NINAS IAEA 619) 
, t 
G=U Ge 6110) 
las 
Entonces si X es compacto y 
XCO, GLI 
pues existe un número ko tal que 


XC Giy 
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DEMOSTRACIÓN DEL LEMA. De (31.10) y (31.11) se deduce que el sistema (G), 
k = 1,2, ... , forma un recubrimiento abierto del conjunto X. Por esto, según el 
teorema sobre los recubrimientos abiertos de un compacto (véase el teorema 4 en el 
P- 18,3) existe un recubrimiento finito (Gp, ... , Ge, } del conjunto X 


x*xcU Gy 


rn 


Denotemos por ko el mayor de los números ky, .... , K. En virtud de la condición 
(31.9) tenemos la igualdad q 


U 6; = Gay 
Tas 
Por consiguiente X C Gy» 
DEMOSTRACIÓN DEL 2. Previamente observemos que de la condición 
G, C Gz C ... C Gp €... se deduce (véase el teorema 1) que 
mes O, < mes G} € ... € mes Gy € o... 113 


por eso la sucesión Gy, k = 1,2, ... , siempre tiene limite finito o igual a +0». 

Analicemos dos casos. 

1. Supongamos que todos los conjuntos s„(G), m = 0, 1, ... , están compues- 
tos por un número finito de cuadrados. En este caso cada uno de los conjuntos 
spÍ8) es un conjunto acotado y cerrado y, por consiguiente, compacto. Por esto, se- 
gún el lema 1, para cada número m existe el número k, tal que 

IMC Ory MEI, oo (31.14) 


Además, escojamos k, de forma tal que kw: > Kn param” > m. Esto siempre se 
puede hacer, por ejemplo, de la siguiente forma. Si están escogidos los números 
k, < kz < ... < km1 Y para el conjunto s,(O), pOr el lema 1, se ha hallado el 
Po o Spl) C Gps 6115 
entonces denotaremos por Km cualquier número natural tal que km > k, 
Km > ni entonces G, C G, Y quiere decir que s,(G) C Ge- 
cesión construida £ y, m = 1, 2, ...., es una subsucesión de la sucesión de los núme- 
ros naturales. 

Denotemos ahora por 3,.(G) el conjunto de todos los puntos interiores del con- 
junto s,(G). Evidentemente S,(G) es un conjunto abierto y $,(G) C S,(G) C Gh, 
por eso en virtud del teorema 1 a 

mes $, (0) < mes Gy,- 6116) 

Por cuanto G; C G, k = 1,2, ... , entonces por el mismo teorema 1 

mesG,, < mesG. (LID 
Uniendo las desigualdades (31.16) y (31.17) obtendremos: 
mess, (G) = mes3,(G) < mes G,_ < mes G- 
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Pasando al límite cuando m — æ en esta desigualdad, tendremos 
lim mes Ge, = mesG, 


mes s„(G) = mes G. 
La sucesión {mes G,] como se señaló anteriormente, tiene límite finito o infinito, 
por eso coincide con el límite de cualquiera de sus subsucesiones, por consiguiente 
im, mes O, = mes G, 
es decir, se cumple la igualdad (31.8). 
2. Supongamos que existe el conjunto s,(G) que contiene número infinito de 
cuadrados, entonces ar. s,(G) = +, por eso mes G = +o. Mostremos que en 
este caso 


lim mes G, = +œ. (31.18) 


Sea dado £ > 0 y supongamos que s,(G) está compuesto por un conjunto infi- 

ito de cuadrados. El área de cada cuadrado de rango m es igual a q + Fijemos 
número natural n de forma tal que 

n10" > e, 819 

y escojamos de s,(G) n cuadrados cualesquiera. Denotemos el conjunto de sus pun- 


tos por D. El conjunto Des un polígono (es la unión de un número finito de cuadra 
dos) y, por consiguiente, es un conjunto acotado y cerrado, es decir, un compacto, 


además ja 
+ (31.20) 

Por el lema existe un número k tal que 
DC Gy 61.21) 


Denotemos pos Ø el conjunto de los puntos interiores del polígono D. De acuerdo 
con el teorema 1 y las fórmulas (31.19), (31.20) obtendremos 
mesG, > ar. D = ar. D > e. 
En virtud de (31.13), para todos los k” > k 
mesGL> e. 

Esto significa el cumplimiento de la condición (31.18). O 

Como ejemplo de región plana no acotada que tiene medida infinita sirve la 
franja 

G=((,)):0<y< 1. 


Ella contiene en sí un conjunto infinito, por ejemplo, de cuadrados de primer rango 
y por lo tanto 
me G= +0. 


31.2. Propiedad de la medida de los conjuntos abiertos su 


Para construir un ejemplo de región no acotada con área finita obremos de la si- 
guiente forma. Sea Q un cuadrado unitario: 


Q=():05x<1, 0<y<1) 


Hagamos 1 
G= (y):0<x< 1, 0<y<zh 


Gim 0, Uwa 0<»<3h 
en general 
Gri OU xy): k x< k+, o<y< arr E e 
Cada conjunto G es abierto (¿por qué?). 
Gráficamente la formación de los conjuntos G, podemos representaria de la si- 
guiente forma: G, es la mitad del cuadrado Q; para obtener G, se toma la mitad de 
la mitad restante de Q y se une de la forma correspondiente a G, se obtiene Gz; más 


adelante la mitad de la parte restante del cuadrado Q se une ya a G; (fig. 126), etc. 
Evidentemente tenemos una cadena de inclusiones 


GC GC ae C Oh E 


mojole da 


Hagamos 0, = U Oz. 
ei 
El conjunto G es abierto y no acotado. Hallemos, aplicando el teorema 2, su 
área: 


1 
A 
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La medida (volumen) de los conjuntos abiertos en el espacio tridimensional y en 
general n-dimensional (n = 1,2, 3, 4, ... ) se define con ayuda de una construcción 
análoga, sólo se debe, naturalmente, partir no de una partición del plano en cuadra» 
dos, sino de una partición del espacio en los cubos n-dimensionales correspondien- 
tes. Al caso n-dimensional también se trasladan los teoremas demostrados en este 
párrafo. Aún regresaremos al estudio de la medida en los capítulos futuros, véase el 
P. 44.1. En ese punto se desarrollarán más completamente las propiedades de la me- 
dida (por ejemplo, su comportamiento en la unión de conjuntos, la tal llamada adi- 
tividad de la medida), lo que se puede leer inmediatamente después del presente 
párrafo. 


Ejercicios, 1. Demuéstrese que el área de un rectángulo es igual al producto de sus lados. 


2, Sea G un cilindro recto circular, cuya base es el circulo X y cuya altura tiene una longi- 
tud A Demuéstrese que mes G = A mes K donde mes G es la medida de G en el espacio y mes 
K es la medida de K sobre el plano. 


$ 32. ALGUNAS APLICACIONES GEOMÉTRICAS 
Y FÍSICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


32.1. CÁLCULO DE LAS ÁREAS 

En este punto se deducirán las fórmulas para el cálculo de las áreas de algunas 
regiones planas. Además nos serviremos de las propiedades del área de las figuras 
planas más simples (poligonos, sectores) conocidas de la matemática elemental, por 
ejemplo, de que en la unión de tales figuras que no tengan puntos interiores comu- 
nes, sus áreas se suman, Además, esta afirmación será demostrada estrictamente en 
el p. 44,1, 

Teorema 1. Sea f una función definida, no negativa y continua sobre el segmen- 
to |a, b). Entonces el área S del conjunto 


G= (x.y :a<x<b/0<y<f0) 
se expresa por la fórmula 


» 
S= [Sojax. (32.1) 


El conjunto G es un conjunto abierto y acotado. En efecto, su acotación se de- 
duce de que la función f siendo continua sobre el segmento |a, b] es acotada sobre 
a. 

Mostremos que el conjunto G es abierto. Sea (Xp, y) EG, entonces 
O< yo < f(x). Tomemos cualquier número 7 >0 tal que 0< yg- 
=n <yp < Yo + $ < f(x). En virtud de la continuidad de la función f en el pun- 
10 xp, existe ó > Otal que para todas las.x € (xp — 3, xp + 5) se cumple la desigual- 
dad f(x) > yo + n. Cláro está que el entorno rectangular P((xy, y); ò, 1) pertenece 
al conjunto G, es decir, el punto (Xp, yy) es su punto interior. 


su 


La frontera del conjunto G se contiene en la unión de la gráfica de la función f, 
del segmento [a, b) del eje Ox y de los segmentos (0, /(a)] y 10, f(b)) de las rectas 
x =a x= b, respectivamente. Usualmente este conjunto se llama trapecio 
curvilíneo (véase la fig. 111) lo por la gráfica de la función f. 

DEMOSTRACIÓN. Sea r = (x;)jz 4 cierta partición del segmento (2, b]. Denotemos 
por G, y g, los polígonos cerrados compuestos por todos poligonos del tipo 

G y= (Y) SX Sn 0 My 11,240 K, 
BrE (Y) 3% SXC OPEM EEN, R 0. k), 
dondem,= inf fa), M= sup 0) 
ara he 
De esta forma (fig. 127) 


A x 
G, =U Gus, U 8 622) 
iei 


Si denotamos por Ĝ, y £, el conjunto de los puntos interiores de los poligonos G, 
ES 4,c0c6,. 623 
Si S, y s, son las sumas superior e inferior de Darboux respectivamente de la función 


J sobre él segmento la, b), correspodientes a su partición 7, entonces es evidente que 
ar. g, = 5, ar. G, = S,. Por esto, de (32.3), por la monotonía de la medida, se de- 


meye 5, < mesG < S, 02a 
Por cuanto A 

dms = lim, S,= poa 02.9) 
entonces 


s 
mesG = | f)dx. O 


Como es conocido (véase el p. 27.4) 


lim o,= lim s,= lim 
aora oe 


. 
, = [/0) de 


atti 79 


sus $32. Aplicaciones geométricas y fisicas de la integral definida 


FIG. 128 


por eso en virtud de la fórmula (32.1) 
o= lm s= lim S,=mesO. 
orde 


De esta forma, las sumas integrales de Riemann y las sumas de Darboux geométrica- 
mente son iguales al valor aproximado del área del trapecio cuvilineo analizado y 
además, se alcanza cualquier exactitud con la elección de una finura suficiente de la 
partición r y el límite de las sumas integrales es igual al valor verdadero del área indi- 
cada 


Sea ahora / una función continua y no positiva sobre el segmento [a,b]. Haga- 
mos en este caso 
G= (y ia<x< bJ) <y < O). 
Sea Ĝ el conjunto simétrico al conjunto G respecto al eje Ox* (fig. 128), entonces 
mesĜ = mes G. 02.6 


En el caso analizado la función —/ es no negativa sobre el segmento la, b] por lo 
que 


è » 
mesÓ = [[-S0)] dx = — | f(x) dx. 627 
Comparando (32.6) y (32.7) obtendremos 
è 
mG = (fuer, 
è 
es decir, aquí la integral [/(x) dx es igual al valor del área del trapecio curvilineo G 
salvo el signo. : 


9 Esto significa que O = ((x, y) : (x, ~y) € C). 
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FIG. 129 


Si la función f cambia de signo sobre el segmento (a, b] en un número finito de 
, 
puntos, entonces la integral | f(r) dx es igual a la suma algebraica de las áreas delos 


trapecios curvilineos correspondientes, acotados por partes de la gráfica de la fun- 
ción f, segmentos del eje Ox y podría ser por segmentos paralelos al eje Oy (fig. 
129). 

Como se ve, uno de los problemas que de forma natural nos lleva al concepto de 
integral definida es el problema del cálculo de las áreas. El aparato desarrollado del 
cálculo integral da un método general y único para el cálculo de las áreas de diversas 
figuras planas. 

Ejemplos. 1. Hallemos el área S del circulo de radio r. Coloquemos el origen de 
coordenadas en el centro del circulo indicado. Entonces la ecuación de la semicir- 
cunferencia que está en el semiplano superior, tiene la forma y = V7 — x? (fig. 
130). Por esto el área del serñicirculo de radio r se calcula, de acuerdo con el teorema 
1, según la fórmula (32.1) 
s= f PR Caina a 


(en el cálculo de la integral se hizo el cambio de variable x = 7 cos £), de donde el 
área del circulo buscada es igual a xr”. 

De forma semejante se halla también el área S, del sector del círculo (de radio 7) 
correspondiente al ángulo central $. Considerando para simplificar que 
0 < p < 1/2 tenemos (fig. 131). 


| xugodes 


189] rose Í 1 cosar a 
a ih eA taa 


2. Hallemos el área S acotada por el eje Ox y un arco de la senusoide (fig. 132) 


s= fazar= —cosx; 
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FIG. 131 FIG. 132 


Aqui, como se hará siempre en el futuro, hablando de una región acotada por 
cierta curva que es un contorno simple cerrado (véase el p. 16.1) tendremos en cuen- 
ta la región acotada cuya frontera es el contorno dado. Cualquier región no acotada 
cuya frontera es un contorno semejante se llamará exterior (para el contorno dado). 
En el caso analizado el contorno externo es el “exterior” de la región rayada en la 
fig. 132, La región exterior siempre tiene área infinita. En efecto, cualquier curva es 
acotada (véase el p. 16.3), por eso en la región exterior de cualquier contorno simple 
se contiene, por ejemplo, un cuadrado con lado todo lo grande que se desea, De 
aquí se deduce inmediatamente que el área de la región exterior cs infinita. 

3. Hallemos el área S acotada por la hipérbola y = 1/x, el eje Ox, el segmento 
derectax = 1 y el segmento de la recta que pasa por el punto del eje Ox con abscisa 
igual a x y paralela al eje de las ordenadas (fig. 133): 


s- [Gimme 
Gal: 
E e 
4. Calcalemos el área acotada por la cipec =z + z = 1. Por cuanto la semielip- 
se qug se encuentra por encina del eje de las abscisas se describe por Ia ecuación 
r= 22, entonces para la cuarta del área S buscada tenemos (véase el 
sjemplo 5 en el p. 223 0d ejemplo 1 en el p. 2.4): 
2 (aaant [Eum aaar, 
4 a b12 


de donde $ = xab. 
5. La desigualdad (20.50) demostrada en el p. 20.8 tiene un simple sentido ge- 
ue Analicemos la curva y = xP=! o lo que es lo mismo x = y17!, donde 


p> ni +i = 1 (véanse (20.55) y (20.56). Escojamos arbitrariamente a > 0 y 
B > 0Y caleilemos las feas S, y 5. 139): 


sferan, sra. 


q 
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FIG. 133 FIG. 134 


Geomitricamente está claro que el área de rectángulo con lados a y b no sobre- 
pasa la suma S, + Sy, es decir, ab < S, + Sz 0 más detalladamente. 
WEE, Siak i 
papa 


T a ea E A RA eel queab = S, + = Sasi y sólo 
sib = g 

Hallemos ahora la fórmula para el área de un sector de curva dada con una 
ecuación que relaciona sus cooredenadas polares: p = plp), donde p = pfp) cs una 
función no negativa, continua sobre el segmento (a, 8], 0 < a $ £ < 2r. Sea G 
un conjunto abierto cuya frontera está compuesta por la curva AB, descirta en co- 
ordenadas polares por la ecuación p = píp), y, podría ser, por los segmentos OA y 
OB de los rayos p=a y p=8 (fig. 139, G= (0, p): a< p< p, 
0< p < oo), 

Sea r = [9/2 cierta partición del segmento [a, £). Hagamos 


A m= inf ) M= y 
p= e Pi My e al ¿po A ape 


Bj = (Pe PEA OPS mM, 

Gir = (0,0): e € LP) OSPM). 
Inscribamos en el conjunto G y cireunscribámoslo las figuras escalonadas g, y G, 
compuestas por los sectores circulares 8; y Gi, Í = 1, 2, «~. „ k: 


sis $ 32. Aplicaciones geométricos y fisicas de la integral definida 


* * 

=U sn 0,=U Giy 

Ter a 
'Denotemos por £, y G, los conjuntos de todos los puntos interiores de los conjuntos 
8, Y G,. Es evidente que 8, y Ĝ, son conjuntos abiertos y £, C G C G, por eso se- 
gún la propiedad de monotonia del área 
ar. g, < mes G < ar. Gp. 

Pero ar. g, = ar. g,, ar. Ĝ, = ar. G,, por consiguiente 

ar.g, < mes G < ar. G, 02.8) 

Las áreas de los sectores circulares £,,, y G,,, son iguales respectivamente a 

00,7] M} Aep De la matemática elemental es conocido que en la unión de fi- 
guras planas sus áreas se suman (véase sobre esto también en el p. 44.1), quiere decir 
que 4 


1 
ang, =E, mv, ar.O,= 


E 
Y Mae 


De estas igualdades se ve que ar. uya G, son respectivamente las sumas inferior y 
superior de Darboux para la función z 1 ¿2(g) sobre el segmento la, 8}: 5, = ar. 8p, 
S, = ar. G, por consiguiente 

<j Pedo < S,- 


Restando esta desigualdad de la desigualdad (32.8) transcrita en la forma 
S, > mes G > s, obtendremos 


2 
-S,< m0-3| Pode <$ S, = s, 


f Pedo. O 029 


En calidad de ejemplo hallemos el área S de là figura acotada por la cardioide 
p =a(l + cos y) (véase el p. 17.5) que está representada en la fig. 136. Por la fór- 
mula (32.9) obtendremos 


s= | coco ¿je 


+a | cospde+ 


ef le 
14 cos 
q 


oent 
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FIG. 136 


32.2. VOLUMEN DE UN CUERPO DE REVOLUCIÓN 


Al final del p. 31.2 se señaló que el concepto de volumen en el espacio se reduce 
al concepto análogo de área sobre el plano. Deduzcamos la fórmula para el cálculo 
de los volúmenes de los cuerpos de revolución. 

Teorema 2. Sean la función f(x) > O. continua sobre el segmento |a, b) y Q el 
cuerpo obtenido con la rotación del trapecio curvilíneo G engendrado por la gráfica 
de la función f. Enonces para su volumen mes Q es válida la fórmula 


s 
mes Q = r| (x) dx. 02.10) 


DEMOSTRACIÓN. Denotemos por q, y Q, los cuerpos formados por la rotación 

alrededor del eje Ox de las figuras escalonadas g, y O, (véase la demostración del 

teorema 1). De la inclusión (32.3) se deduce que q, C Q C Q, y por esto 
mesq, < mes Q < mes Q,. 6211) 


Los volúmenes v, y V, de los conjuntos q, y Q, son iguales a las sumas de los volú- 
menes de los cilindros formados por la rotación de los rectángulos 3,, y G, 
(fig. 137): > 
»,=mesq= Y max, 
Tas 
V,=mesQ,= Y Mjax,. 


Tai 


De estas igualdades se ve que v, y V, son las sumas inferior y superior de Dar- 
boux de la función x/%x) y ya que la función f? es continua y por consiguiente in- 
tegrable, entonces 


» 
v, < r| Pade < V, 2.12) 
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Gn. | 


FIG. 137 FIG. 138 


Mn (V, = v} = 0. 7 
La, 1. 62.13) 
De las desigualdades (32.11) y (32.12) se deduce que 
è 
Y, V, < [Pd dx — mes Q < V, ~ vy, 


de donde por (32.13) se deriva la fórmula (32.10). O 
Ejemplo. 1. Hallemos el volumen Y de una bola de radio r. Analizando esta bola 


como un cuerpo formado por la rotación de la semicircunferencia y = V77 = 3°, 
=r < x < r alrededor del eje Ox (véase la fig. 96), por la fórmula (32.10) ob- 
tendremos: 

v=x | -de= or 


2. Hallemos el volumen Y del cono circular recto con altura igual a A y radio de 
la base. Analizando el cono indicado como un cuerpo obtenido con la rotación del 
triángulo con vértices en los puntos (0, 0), (h, 0) y (h, 7), alrededor del eje Ox (fig. 
138), es decir, con la rotación del “trapecio curvilineo”” engendrado por la gráfica 


dela función y = Lx, 0 < x < A, obtendremos por la fórmula (32.10) 
Ñ 
v= e paa >. 
3. Hallemos el volumen Y del cuerpo obtenido con la rotación alrededor del eje 
Ox del trapecio curviinco engendrado por la gráfica dela función y = a chž , 
=b < x < b, llamada catenario (ig. 139). Según la fórmula (32.10) tenemos 


32.3. Cóiculo de la longitud de curva su 


De los ejemplos analizados en este párrafo ya se ve claramente la fuerza y gene» 
ralidad de los métodos del cálculo integral: con un método único se obtienen rápida 
y simplemente las fórmulas para las áreas y volúmenes tanto conocidas anterior- 
mente del curso de matemática elemental como otras completamente nuevas. En los 
puntos siguientes analizaremos una serie de problemas más, que se resuelven tam- 
bién fácilmente aplicando los métodos del cálculo integral. 


323. CÁLCULO DE LA LONGITUD DE CURVA 


Hemos analizado una serie de problemas que llevan al concepto de integral defi- 
nida. Todos ellos tienen en común que en ellos el hallar el valor de alguna magnitud 
nos llevaba a la definición del límite de cierta suma integral cuando la finura de la 
partición tendia a cero, es decir, a una integral definida, 

Existe, no obstante, otro grupo de problemas que nos llevan al concepto de in- 
tegral definida. En ellos es conocida la velocidad de variación de una magnitud res- 
pecto a otra y se exige hallar la primera magnitud, más exactamente, se da la deriva- 
da de una función y se exige hallar la propia función, es decir, a partir de una fun- 
ción dada hallar una de sus primitivas. Este problema también se resuelve con ayuda 
de la integral definida ya que tal primitiva es, por ejemplo, la integral definida con 
límite superior variable. En calidad de ejemplo de semejante problema analicemos 
el cálculo de la longitud del arco de una curva. 

Sea dada la curva F paramétricamente por la representación vectorial 


r=rl), 0<1<b, 
donde la función r(£) es continuamente diferenciable sobre el segmento [a, b]. En- 


tonces, como sabemos, la curva I es rectificable y la variable longitud del arco s(1) 
calculada desde el punto origen (su radio vector es r(a)) de la curva T es también 
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una función continuamente diferenciable del parámetro 1 sobre el segmento [a, b], 
además (véase el p. 16.3) 
El 


Por esto, según la fórmula de Newton — Leibniz, observando que s(a) = O para 
la longitud S = stb) de la curva P obtendremos 


S= s(b) - s(a) = La, 


Pa > 
elo 
ji 

Si r(e) = (x(0), y(0), 2(1)), entonces 


» 
S= ODA. (32.14) 


En el caso cuando la curva T es la gráfica de la función continuamente diferen- 
ciable y = f(x), a < x < b, la fórmula (32.14) toma la forma 


i 
S= [VFI jar. 6219 


Ejemplos. 1. Hallemos la longitud S del arco de la parábola y = ax?, 
0 < x € b. Observando que y” = 2ax, por la fórmula (32.15) tenemos 


» 

2 e FAP dx. (32.16) 
La integral indefinida 7 = [VI F 4877? dx calculémosla de la siguiente forma: 
integrémosla inicialmente por partes, luego sumemos y restemos la unidad al nu- 


arador dfn an be dee efectuemos la división e 
integremos (sustituyendo y = 2ax) la fracción obtenida: 


e NE 
f Jii 
TO rrera ia 


STEER -I+ ln lar + VTF ERE, 


32.3, Cálculo de la longitud de curva EN 


Esta igualdad analizada como una ecuación respecto a la integral / da la posibilidad 
de hallar su valor: 


PTFE + in Mer TFR + C. 


2. Hallemos la longitud de la astroidex = acos*1y = a sen? r (véase la fig. 84). 
La astroide es simétrica respecto al origen de coordenadas. A la parte de ésta que es- 
tá en el primer cuadrante le corresponde la variación del parámetro £ desde O hasta 
1/2. Calculemos la longitud S de esta parte (igual, evidentemente, a una cuarta de la 
longitud de toda la astroide). Observando que 

x= —2acostrsent, y'= dasenticost, 
según la fórmula (32.14) (en la cual se debe hacer z’ = 0) obtendremos: 
a 


En 
S= | VTA Ga? sen Teost ia | naa. 


De esta forma, la longitud de toda la astroide es igual a 6a. 

3. Hállese la longitud S del arco de la elipse x =a sen (,y = b cos, 
O< t< 27,0 < b < a desde el extremo superior del semieje menor hasta el pun- 
to correspondiente al valor del parámetro £ e [0, 2r]. Hagamos £ = 
la excentricidad de la clipse) entonces 

E = VT E ent 
por eso , 
s s Era o<e<i 8217 


(ees 


Obtuvimos una integral elíptica de segundo orden la cual como es conocido (vé- 
ase el p. 26.6) no se expresa a través de funciones elementales. es decir, la fórmula 
(32.17) en el caso dado es la respuesta final. Los valores aproximados de las longi- 
tudes de los arcos de la elipse se pueden obtener o bien directamente calculando 
aproximadamente la integral (32.17) o bien sirviéndonos de las tablas existentes de 
los valores de las integrales elípticas. 


Ejercicios. 1. Demuéstrese que si una curva plana está dada en coordenadas polares por 


una representación continuamente diferenciable 7 = rig), a < $ < ĝ, entonces para su lon- 
gitud S es válida la fórmula 


S= |VAFT de. 0218) 
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2. Hállese la longitud del arco de la espiral logaritmica r = a desde el punto (w, 1) 
hasta el punto (p, 7). 


La fórmula integral para la longitud de una curva permite expresar su longitud 
no sólo como la cota superior de las longitudes de todas las posibles quebradas ins- 
critas, sino como su límite a condición de que las finuras de las particiones corres- 
pondientes tienden a cero. Para demostrar esto necesitamos un lema. 

Lema. Sean y = {r = r(5),0 € s < S) una curva continuamente diferenciable 
en R, s su variable longitud del arco y Ar = r(s + As) — r(s). Entonces la rela- 


on |2] tiende a la unidad, cuando As — O, uniformemente sobre el segmento [0, 


5]. Esto significa que para cualquier e > Oexiste 3 > Otal que para cualquier pun- 
to 5 € [0, S] y para cualquier incremento Asís + As € [0, s]) que satisface la condi- 
ción \âs| < 5 se cumple la desigualdad 


RES 
Asl 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos lo contrario, es decir, que existe £g > Otal que pa- 
ra cualquier $ > O existe el punto s, € [0, S} y el incremento As,, (45,1 < ô, tales 
que para rs, + 4s,) — r(s,) se cumple la desigualdad 


IŠ -l>e 


Tomaremos la sucesión 6 = = ,n = 1,2, ... „ y además los puntos correspondien- 


tes s; y los incrementos Asy los denotaremos por s, y As, Entonces para todos los 
números naturales n se cumplirán las desigualdades 


lle 
En 
donde Ar, = r(s, + Asp) ~ r(5,). 

Extraigamos de la sucesión (s,] la subsucesión convergente (5, ), entonces 
so = jim 3, e (0,5). Por la continuidad de la derivada z *(s) en el punto sy, existe 
bo > Otal que para Is — sọ! < 5 es válida la desigualdad 
16) — "691 <? 


| 3/30 iat, 


lo que es lo mismo 
6) =r"6) + als), ES cuando Is- so <8, se(0,S). 


Escojamos ahora un natural ko de forma tal que tengan lugar las desigualdades 


Š; S, dek, 
E LR as: 


mo 2 
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entonces observando que de acuerdo con la elección de los incrementos As, se 

cumple la desigualdad lAs, 1 < L-, tenemos 185,,.1 < “2. Por consiguiente, 
ko 

para todos los s sobre el segmento con extremos en los puntos sp, Y Sh, + AS», 

tendremos ue s 


ls = sol < is sn, 1 + ls, 


7 
Por esto, observando que Ir“(5p)! = 1 y que 


j < tas, 1+% 
pT Sol < tasn) + 280 


tato * atnto 
rn En t And IG fO rode 


aao 
n PEN 
A t fO ads, 
meo sw 


awas) - |r k 


arg + into 


| 1 

< 

Tas, Y 
to 


"ag 


la(s)! al < ?< ty 


Esto contradice la suposición hecha. O 
Teorema 3. Sea ny = |r = r(s),0 < s < S) una curva continuamente diferen- 
ciable en R?, s, su variable longitud del arco, 7 = (sJí=4 una partición del segmento 


10Sa E Ire) — riid, entonces 


Taa ES 
i ai 

Aqui A, es evidentemente la longitud de la quebrada con vértices en los puntos 

r(s), i = Ò, 1, 2, --- , k inscrita en la curva y. 


DEMOSTRACION. Hagamos As = sj- sr ân = ris) = r6 iE 


z ñ 
„k. Observando ques = Y Asy, = Y lari obtendremos 
IS-Ml= a Tai 


a 
z 
Fs Y uaj Y fi- feja 
[Gane le 
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Según el lema, para cualquier £ > O existe 3 > © tal que si sólo lAs} < 5 en- 
tonces tiene lugar la desigualdad 


Por esto para cualquier partición y de finura ô, < $ se cumple la desigualdad 
ñ 


ISS Y dy =0 


ad 


Esto significa que lim, à, = S. O 


32.4. AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCIÓN 

El concepto de superficie y de su área será estudiado especialmente en el $ 50. 
Aquí nos limitaremos al caso especia! de las superficies formadas por la rotación de 
curvas alrededor de algunos ejes, Como siempre supondremos que en el espacio R? 
está fijado un sistema rectangular de coordenadas cartesianas, 

Sean y = |r = r((),a $ 1 < b) una curva en el semiplano y > O del plano de 
las variables x, y; r = (£Jfz4, una partición del segmento [a, b). Inscribamos en la 
curva y la quebrada con vértices en los puntos r(f) = (x; y), i = 0,1,2,... ,k 
(fig. 140). Cuando el eslabón Ar, = r(() — r((,..;) de esta quebrada gira alrededor 
del eje Ox se obtiene la superficie de un cono truncado (en particular, tal vez de un 
cilindro) con área 

h= 0,1 + ydlan 


y cuando gira toda la quebrada, una superficie con área 


32.4. Area de uns superficie de revolución sm 


Definición 1. Si existe el límite im, L,, entonces se llama área L de la superficie 


formada por la rotación de curva y alrededor del eje Ox. 
De esta forma pa 
LE pm Ly 02.19) 


Teorema 4. Sea y = fr = r4), a < 1 < b) una curva continuamente difere- 
cable sin puntos singulares, que está en el semiplano y > 0 del plano de las ya- 
riables x, y. Entonces para el área L de la superficie obtenida con la rotación de la 
curva y alrededor del eje de las x, es válida la fórmula 


è s 
L= 2r WVE FN dt = 2ejreds, (82.20) 


donde s es la variable longitud del arco de la curva-y, O £ 3 £ S. 
DEMOSTRACIÓN. Como es conocido, en las suposiciones hechas en el teorema 

(véase el p. 16.5), la funcións = s((), a < £ < b, es una transformación admisible 

del parámetro y por consiguiente la longitud del arco s puede ser tomada por pará- 


metro: y= k= rG) = (5), y6D,0% s < S). 
Sea r = (s¡/24 una partición del segmento [0, S), 
ar =p) r6) AES NR, 
'Comparemos la ssa 


LE omita, y E yeh 1=0,1,. 022) 
con la suma integral (de la función 21y (s)) 
è 
=x) yas (2.22) 


Para esto observemos que la función y(s) siendo continua sobre el segmento [0, S) 
es acotada sobre él, es decir, existe una constante M > O tal que para todos los 
s € (0, S) se cumple la desigualdad Ly(s)1 < M. Denotando por «tó, y) el módulo 
de continuidad de la función y(s) y por A, la longitud de la quebrada con vértice en 
los puntos r(s) y observando que lAr,| < As, i = «k, obtendremos 


è ñ 
-| l-E was- Y B+ Oii- MAar 
e Ls 


SaF blas lar +FED ly illani < 
m ma 


Ñ e £ 
<2M z, 4s,- E lara) + raid E lar = 
= M Ka 


= 25M(S — N) + molpi yA,- 
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Aqui lim, (S — A) = O (vase el teorema 3), lim, 46, y) = O (véase el teorema 5 
en el p. 19.9 y OSA <S. Por esto lm (0,-L)=0 y ya que 


s s 
lim o, = 2xy(5) ds, entonces aL = 2rÍ (5) ds también. Haciendo el cam- 
è pe ò 


bio de variables = s(1) en la última integral y recordando que ds = (TF y°?dt 
obtendremos A 
L= r| NEF y?r. O 


Si curva y está dada por la ecuación explicita y = f(x), a < x < b, entonces la 
fórmula para el área de la superficie formada con la rotación de la gráfica de la fun- 
ción f alrededor del eje Ox tiene la forma 

» 
L=2rjT+y"ax. (62.23) 

Recordando que (véase el p. 16.4) VI F Y? dx = ds, la fórmula (32,23) se 
puede transcribir en la forma 

s 
L= 2rjzas. 


La deducción presentada de la fórmula (32.20) tiene cierto defecto ya que duran- 
te esta deducción ya se utilizó el concepto de área de superficie y su aditividad, claro, 
sólo en el caso más simple, o sea, para las superficies del cono truncado y sus uniones. 
Se puede introducir el Concepto general de área de una superficie sin utilizar 
el concepto de área de una superficie para cualesquiera superficies elementales y ob- 
tener sus propiedades necesarias. Estas cuestiones serán analizadas en el futuro en el 
p. $0,5. 

Ejemplos. 1. Hallemos el área S de la esfera de radio r. La esfera indicada puede 
ser obtenida por la rotación de la semicircunferencia y = V? TX. -r < x < 7 
alrededor del eje Ox. No obstante esta representación explicita de la semicircunfe- 

dite : la deri "mu hac 
rencia no es continuamente dferenciable: la derivada y” = —-7oy Zo se hace 


infinita cuando x = «er. Es mucho más cómodo tomar la representación para- 
métrica de la semicircunferencia 
xærcost, y=rsni, OSIS r. 


Entoncesx” = —r sen £, y = r cos £, por eso el área S de la superficie de la esfera 
de radio 7 se calcula fácilmente de acuerdo con la fórmula (32.20): 


s= [NETE dt = 2r] sent de = dar. 


32.5. Trabajo de una fuerza 529 


2. Hallemos el área S de la superficie formada por la rotación alrededor del eje 
Ox del arco de la catenaria (véase la fig. 119)> = a =b < x < b (esta super- 
ficie se Mama carenoide). Por la fórmula (32.23) tenemos: 


s=2 [az 14h das 
z z 


5 b b 
= zea | eak ae ve | (Ur 2) demo (297 07 


32.5. TRABAJO DE UNA FUERZA 


Supongamos que el punto material M se mueve por la curva continuamente: dife- 
renciable P = {r = r(s)), donde s es la variable longitud de arco, 0 € $ € S. Su- 
pongamos que sobre el punto material que se encuentra en la posición r(s) actúa la 
fuerza F(s) orientada por la tangente a la trayectoria, en el sentido del moviniento. 

Tomemos cualquier partición 7 = (s//24 del segmento [0, S). A ella le corres- 
ponde la partición de la trayectoria en las partes 

Ty= pehs SSSss i=, 0 .k 


Escojamos arbitrariamente un punto Ẹ $ [5,454 = 1,2, ... „k (fig. 141). La 
magnitud F(£)As, As, = 5; = 511 = 1,2, ... „K, se lama trabajo elemental de 
la fuerza F en el tramo Y, y se toma como el valor aproximado del trabajo que reali- 
za la fuerza F actuando sobre un punto material, cuando el último recorre la curva 


T, La suma de todos los trabajos elementales Y) FE)As, es la suma integral de 


Riemann de la función F(s). 
ñ 


Definición 2. El límite al cual tiende la suma Y) F(£)As, de todos los trabajos 


elementales cuando la finura è, de la partición + tiende a cero se llama trabajo de la 
fuerza F a lo largo de la.curva F. 


FIO. 141 


3961 
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De esta forma, si denotamos este trabajo con la letra W, entonces en virtud de la 
definición dada 


A 
W= lim Fi 
de D F&a, 


Y por consiguiente i 
W = [Fls)ds. 32.24) 
é 


Si la posición del punto sobre la trayectoria de su movimiento se describe con 
ayuda de cualquier otro parámetro £ (por ejemplo, el tiempo) y si la magnitud del ca- 
mino recorrido s = s(£), a < 1 £ b, es una función continuamente diferenciable, 
entonces de la fórmula (32.24) obtendremos: 


: 
W= | FeO dr. 


32.6. CÁLCULO DE LOS MOMENTOS ESTÁTICOS 
Y DE LAS COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD 
DE UNA CURVA 


Sea M un punto material de masa m con coordenadas x e y. Los productos my y 
mx se llaman sus momentos estáticos respecto aos ejes Ox y Oy respectivamente, 
Sea T = [r(s), 0 < s < S} una curva rectificable donde s es la variable longi- 
tud de arco, Consideraremos que la curva I tiene masa y que la masa de su arco es 
directamente proporcional a la longitud del arco: si Amn es la masa del arco de longi- 
tud As, entonces Am = pAs, donde p es cierta constante llamada densidad lineal de 


la curva Y. Tales curvas en la mecánica se llaman homogéneas. Por cuanto P = 
= A, entonces a densidad es igual a la masa de la longitud del arco de curva que 


le corresponde a la unidad de longitud de arco. Para simplificar consideraremos que 
p = 1, es decir, que la masa de la parte de la curva de longitud As es también igual a 
As, en particular la masa de toda la curva numéricamente, es igual a S. 
Sea ahora y = (sjim cualquier partición del segmento [0, S), As = s; — 3, 
=1,2, ... ,. A la partición 7 le corresponde la partición de la curva T en las 
tes T; = (1(8), Sj., € $ < s). Escojamos un punto cualquiera E, € [s 3) y ha- 
gamos xy = x(E), Y, = YED. i = 1,2, n Ko 
Las magnitudes y As; para cualquier elección de los puntos indicados £, se aman 
¡momentos estáticos elementales de la parte Y, de la curva I respecto al eje Ox. Evi- 
dentemente el momento estático elemental de T; numéricamente es igual al momen- 
to estático del punto material con masa As con coordenada y,, es decir, como si cam- 
biáramos la curva continua dada I por puntos materiales. 
Definición 3. El límite al cual tiende la suma 


è 
E vas (32.25) 


a 


32.6. Cálculo de los momentos estáticos m 


de todos los momentos estáticos elementales, cuando la finura de la partición x tien- 
de a cero, se llama momento estático M, de la curva F respecto al eje Ox. 

Este límite siempre existe ya que por la definición de curva, la función r = r(s) y 
por lo tanto sus funciones coordenadas x = x(5), y = y(s) son continuas sobre el 
segmento [0, S), la suma (32.25) es una suma integral de Riemann de la función y(s) 

s 


y por eso, cuando 3 — O, tiende a la integral | y(5) ds. De esta forma 
E: 
Ma pa (32.26) 


De forma análoga se define y se calcula el momento estático Af, de la curva P 
respecto al eje Ox: $ 


M,= F ds. (32.27) 


Definición 4. El punto del plano P = (xp. yo) que posee la propiedad de que si 
en él colocamos un punto material de masa igual a la masa de la curva (en el caso 
“analizado, de masa S), entonces este punto tiene un momento estático respecto a 
cualquier eje coordenado numéricamente igual al momento estático de la curva res- 
pecto al mismo eje, se llama centro de gravedad de la curva dada. 


De esta forma kaii DM 


de donde en virtud de las fórmulas (32.26) y (32.27), para las coordenadas del centro 
de gravedad obtendremos las fórmulas 


1 1 
sil xds, ras 62.28) 
y y 
Copiando los Fdtizalas para la ordsiada del cántro de gravsdad de Ja curva 


305 = Íy ds y para el área L de la superficie obtenida de la rotación de esta curva 
3 s 
alrededor de un eje L = 2Í yd, obtendremos una relación a L = 2275 


(aqui por curva se entiende una curva continuamente diferenciable sin puntos singu- 
lares) que forma el contenido del así llamado primer teorema de Goulden". 

Teorema 5 (de Goulden). El área de la superficie obtenida de la rotación de una 
curva alrededor de un eje que no la interseque es igual a la longitud de esta curva 
multiplicada por la longitud de la circunferencia descrita por el centro de gravedad 
de esta curva. 

En el caso cuando es conocida la posición del centro de gravedad de la curva el 
teorema de Goulden permite sencillamente hallar el área de la superficie correspon- 
diente de revolución. Por ejemplo, el área de la superficie obtenida por la rotación 


9 P, Goulden (1577 — 1643), matemático suizo. 
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de la circunferencia (œ — a}? + y? = 7?,0 < r < a, alrededor del eje Oy (esta su- 
perficie se llama toro) fácilmente se calcula por el método indicado: 


L = 2ra - 2er = áxar, ya que él centro de gravedad de la circunferencia coincide 
con su centro. 


En calidad de ejemplo de cálculo del centro de gravedad de una curva según la 
fórmula (32.28) hallemos el centro de gravedad de la catenaria y = a ch 


a 
—b < x < b. En virtud de la simetría de esta línea con respecto al eje Oy tenemos 
M, = 0, En realidad, tomando como punto de referencia de los arcos un punto de 
la catenaria que está en el eje Oy y denotando la longitud de toda la catenaria por 
25, obtendremos ë 


M,= | x(5)ds=0, 
» 
ya que x(s) es una función impar. De la igualdad M, = Oen virtud de la fórmula 
(32.28) se deduce que xp = 0. 
Por el teorema de Goulden Z, = 2xyp + 25, donde 25 esla longitud de la curva, 
en el caso dado de la catenaría analizada, y L, es el área de la superficie de revolu- 
ción formada por la rotación de esta línea alrededor del eje Ox. El área L, fue calcu- 


lada en el p. 32.4: se 
y= ra (2+ an2) 
a 


y la longitud 25 de la catenaria fácilmente se calcula por la fórmula (32.15): 
MN » 


pa pra dra Í 1+ hdr = 
z 


Ñ 
$ | ožas amz 
Kar a 


por la fórmula (32.28) obtendremos 
»- (o+an2)umt 


Ejercicios. 3. Hállese el área de la región finita, acotada por la parábola y? = 2x + 1 yla 
reay 

4 Halle el área dela región acotada por la cicloide 

xo all - sent), y=all — cost), 01 2r, 

y pOr la recta y = 0, i 

3. Hállese el área de la región acotada" por la curva À = @è cos 2p (esta curva se llama. 
lemniscata). 

6. Hallese el volumen dd cuerpo de revolución formado por la rotación de un arto del si- 
nusoide y = sen x, 0 < x < *, alrededor del eje Ox. 

7. Hällese la longitud de la curva y = In cosx, 0 € x < a < Z- 
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8. Hállese la longitud del arco de la espiral de Arquímedes p = av, 0 < p < 2e. 
9. Hállese el área de la superficie formada por la rotación de la astroide 
1% 4 y = a alrededor del eje Ox. 
10. Hálese las coordenadas del centro de gravedad del arco del círculo 
x=resp, y=rsmp, ipl a<r. 


11, Demuéstrese la unicidad del centro de gravedad para una curva continuamente dife- 
renciable, dicho de otro modo, demueátrese que el punto del plano defiñido por las fórmulas 
(32.28), no depende de la elección de las coordenadas cartesianas sobre el plano 
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39.1. DEFINICIÓN DE INTEGRALES IMPROPIAS 

Una función no acotada sobre un segmento no es integrable sobre Él según” 
Riemann (teorema 1, del p. 27.2). Sila función está definida sobre un intervalo infi- 
nito, entonces no se puede hablar de su integrabilidad según Riemann sencillamente 
por que la definición de la integral se refiere sólo a las funciones dadas sobre un seg- 
mento, En el presente párrafo el concepto de integral se generaliza tanto al caso de 
funciones definidas sobre intervalos no acotados, así como para el caso de fun- 
ciones definidas sobre intervalos acotados, pero no acotados en ellos, Esto se hace 
con ayuda de un paso límite complementario al límite con cuya ayuda se introduce 
la integral de Riemann. 

Definición 1. Sea la función f definida sobre un intervalo semiabierto finito o in- 
finito (a, b), =œ < a < b < +0, e integrable según Riemann sobre cualquier 


segmento la, ml, a < n < b. Si existe lim, | f(x) dx, entonces la función f se llama 
integrable en el sentido impropio sobre el intervalo fa, b) y el límite señalado se lla- 
» 


ma su integral impropia y se denota por | f(x) dx. 
De esta manera (fig. 142) G 


è , 
frd“ tim [sodas 63.) 


Si el límite (33.1) existe (y por consiguiente es finito) entonces también se dice 
» 
que la integral impropia Í f(x) dx converge, en el caso contrario que diverge. A 


FIG. 142 
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diferencia de la integra impropia la integral ordinaria de Riemann se llama a veces 
integral propia. 
La existencia de la integral impropia Jye cesen dea 
b 


integral impropia Sri para cuero e (a,b). En realidad la integral poa 


se diferencia de la integral Jy) essa c <n<b)en una magnitud finita 
[roar awe no depende de n: 


jrw =- pox + (war. 


Por esto cuando y — b ambas integrales fi y j tienen o no limite simultáncamente, 
además en el caso de su existencia . 


{raae = [rwa + + (fax. . (33.2) 

De A 1) de la integral impropia y de (33.2) se deduce que si la in- 
tegral frio dx converse eones 

lim, yoa o 63.3) 


Señalemos que no se puede tomar pr cumplimiento de esta Dir Wa en calidad 
de definición de la integral convergente jo dx ya que la integral jw dx también 


es impropia, y se puede hablar de su tendencia a cero cuando c — b sólo al tener ya 
la definición de integral impropia convergente. 
Si la función f es no negativa y continua sobre el intervalo [a, b), entonces la in- 
è 
tegral impropia [/(x) dx es igual al área del conjunto abierto no acotado: 
* Galia <x<b;0< y <a. 
es decir » 
Pares mesG. (33.4) 


Enrealidad (enla fig. 143 está representado el caso deun b finito)tomemos una su- 
sesión cualquiera y, € la, b), k = 1,2,... , de forma tal que lim 1, = ò y hagamos 


Gi = (lx )):0 < x < mp 0< y < fle). 
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Entonces por el teorema 1 del p. 32.1 
msc, = y Sex. 03.9 
Por cuanto Gy son conjuntos abiertos, k = 1, 2, ... , y 
CCOc cC Ù C=C, 


entonces en virtud del teorema 2 del p. 31.2 
lim_ mes Gy = mes G. 


Por la misma definición de integral impropia 


y s 
m Jroa = poa. 


Por esto pasando al limite en la igualdad (33.5) cuando k — œ obtendremos (33.4). 
» 
Señalemos que la definición (33.1) de la integral impropia | f(x) dx en el caso del 


intervalo finito (a, b) tiene sentido sólo en el caso cuando la función f no es acotada 
en cualquier entorno del puntox = b, es decir, sobre cualquier intervalo (b — £, b) 
(0 < e < b — a). Esto está relacionado con el hecho de que -no es dificil mostrar- 
toda función integrable según Riemann sobre cualquier segmento [2, 7), 
a < y < b< +0, y acotada sobre el intervalo semiabierto ja, b) será integrable 
según Riemann también sobre el segmento |a, b] al definirla complementariamente 
en el punto x = b. En este caso la integral de Riemann de la función definida de es- 
ta manera es igual al límite (33. 1) y por lo tanto no depende de la elección del valor 
complementario de la función cuando x = b. En este sentido la integral de 
Riemann es un caso particular de la integral impropla. Por esto toda la exposición 
siguiente tiene sentido sólo cuando la función está definida sobre intervalo infinito o 
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JA 


FIG. 144 


finito con la particularidad de que en el último caso es no acotada (fig. 144). Lo 
dicho se comprende en el sentido de que para las funciones subintegrales acotadas, 
definidas en intervalos acotados, los teoremas demostrados a continuación o bien 
son triviales o bien han sido demostrados anteriormente. 


Ejercicios. 1. Sea la función f acotada sobre el intervalo semiabierto fa, b), 
-2<a<b< +æ, e integrable según Riemann sobre cualquier segmento lo, y), 


a < 1 < b. Demuéstrese que en este caso el limite lim JV) a sempre existe, además 


sila función / se define complementariamente de modo arbitrario cuando x = b, entonces es- 
te límite será igual a la integral de Riemann respecto al segmento la, b] de la función definida 
complementariamente. 

2, Citese un ejemplo de una función f no negativa cuando x > 1 y no acotada en cual- 


quier entorno de +æ para la cual converge la integral impropia È f(x) ax. 
i 


Si la función f está definida sobre el intervalo semiabierto del tipo (a, b), 
—œ < a< b< +00, y es integrable según Riemann sobre todos los segmentos 


KE, b], a < E < b, entonces la integral impropia Í /(x) dx se define por la fórmula 


» 
A f (Su) dx. 63.6) 


» 
faz a 
Sila función f está definida sobre el intervalo (a, b) — oœ chos +0, y 


para una cesión dl pum e (a,b existen sir impropias [0 den 


sio de 236) Jo dee seo de 03. 1) entonces por definición se su- 
pone 


z . 
ra jas + [roar (37 
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: 
Además la existencia y el valor de la integral (/(x) dx no dependen de la elección del 
punto c € (a, b). En realidad en el caso analizado la función f evidentemente es in- 
tegrable según Riemann sobre todo segmento [£, n], a < E < y < b, y la defini- 
ción (33.7) en virtud de las definiciones (33.1) y (33.6) es equivalente a la siguiente: 


es 


» , 

frad” tm [fad a<b<r<b 

: i 

Aqui la parte derecha es el limite de la función de dos variables £ y y, además las va- 

riables £ y y tienden respectivamente a a y a b independientemente una de otra. 
Supongamos ahora que existe un número finito de puntos x,, i = 0, 1,... .k, 

=œ < a = xo < x) < < xy = b € +0 (por xose puede suponer también 

—œ y por x,,+ 0») tales que todas las integrales impropias 


1,2, s 


3 
f Jade 
sai 


existen. Entonces la integral impropia Í f(x) dx se define por la fórmula 


. > a 
fur | sora 0) 
: Bi aa 

De esta definición y de la definición (33.7) se deduce que la integral impropia en 


el caso general se reduce a integrales del tipo (33.1) y (33.6). Por esto en lo adelante 
nos limitaremos sólo al estudio de integrales impropias de los dos tipos señalados. 


» 
Ejercicios. 3. Demuéstrese que la existencia y el valor de la integral impropia [/(x) dx en 


la definición (33.8) no depende de la elección de los puntos x,, / = 0,1,2, --- , k, que satisfa- 
cen las condiciones formuladas anteriormente. 
4. Demuéstrese que si la integral È /(x) dx converge y existe „Iim s(x), emon- 
ces este límite es igual a cero: M 
lm_/6)=0. 


Ejemplo 1. Mostremos que la integral impropia dela función f(x) = È respecto 
al intervalo semiabierto (0, 1] diverge. En realidad > 


558 $33. Integrales impropias 
Como siempre los cálculos realizados se escriben brevemente: 


2. Aclaremos para cuáles a + 1 converge y para cuáles diverge la integral de la 
función f) = > respecto al intervalo (0, 1]. Tenemos 


Señalemos que cuando a < O la integral analizada es propia. Uniendo los resulta- 
dos obtenidos en los ejemplos 1 y 2 obtendremos. 

[a pu cuando a<i, w 
js diverge cuando a > 1. i 


3. Analicemos ahora la función f(r) =- sobre un intervalo infinito 


[l, +00). Sia = 1, entonces 


de werge cuando a> i, 
£ BN 
E diverge cuando a< 1. i 


» 
4, Sila integral | f(x) dx converge y 
MOJO. -b<x<-a, 


entonces la integral f /*(x) dx también converge y 
> 


ze è 
| Pade = [sudar 


33.1. Definición de integrales impropios so 


En efecto, supongamos, por ejemplo, que la función f es integrable según 
pes e rte E a < y < b, y por consiguiente 


[oasa jwa 
(el caso general de la integral impropia en virtud de la definición (33.8) se reduce a 
integrales semejantes, más exacto a integrales del tipo (33.1) y (33.6)). Por las-fór- 
mulas (28.31) (véase el p. 28.1) den logar la igualdad 


Jroa = | roa. 


Por lo que 


5 fra Mim, [/000:= [Sodax, 


poo el lite del primer miembro de la igualdad es precisamente la integral 
i ARRENE, de sta anah 
Í Pod [roas 
Bn particular, sila función fes porsobreeisepnenio [- ainia una 


converge, entonces converge también la integral ¡ Six) dx, además 


f parar = [roas 


y por consiguiente PS e 
Í. Jadx= 2 fra. 


3. Sea la función / definida cuando x > a, periódica con periodo T > Oyla in- 


er 


tegral Í Six) dx converge, entonces para cualquier b > a la integral D 16) dx 


también converge y 


Es válida también la afirmación inversa en cierto sentido: si para algún b > ala 
ber sr 
integral 1; fix) dx converge, converge también la integral [ f(x) dx y por consi- 


guiente es válida la fórmula escrita anteriormente. 
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Para la demostración es suficiente Observar que las fórmulas (28.34) (véase el p. 
28.1) son válidas también en el caso cuando las integrales que figuran en ellas son 
impropias. Esto se demuestra mediante un paso límite de la igualdad de las in- 
tegrales propias correspondientes (su igualdad se deduce de la fórmula (28.33), el 
limite de las cuales son las integrales impropias analizadas. 

Hemos introducido un nuevo concepto, el concepto de integral impropia. Ante 
todo es natural aclarar qué propiedades tiene esta integral. ¿Se conservan o no para 
ella las propiedades de la integral común? ¿Surgen para la integral impropia (si sur- 
gen entonces cuáles) nuevos problemas y cuestiones específicas sólo para ella? Ob- 
tendremos las respuestas a estas preguntas en los puntos siguientes de este párrafo. 


33.2. FÓRMULAS DE CÁLCULO INTEGRAL 
PARA LAS INTEGRALES IMPROPIAS 


En éste y en los puntos siguientes al analizar las propiedades de las integrales 
Impropias vamos a detenernos más detalladamente sólo en las integrales de fun- 
ciones definidas sobre intervalos finitos o infinitos del tipo (a, b) e integrables según 
Riemann sobre todos los segmentos (a, n], a < y < b. Otras suposiciones cuales- 
quiera serán especialmente comentadas. 

En virtud de las propiedades del límite y la definición de integral impropia, co- 
mo del límite de la integral ordinario de Riemann, a las integrales impropias se ex- 
tienden muchas propiedades de la integral definida. Analicemos algunas de elas. 

1°, (Fórmula de Newton — Leibalz para las integrales impropias). Si la función 
J es continua sobre el intervalo semiabierto [a, b) y F es una primitiva sobre dl, en- 
tonces y 


FO —=0)=Fla) si besfinito, 
d= A1 
sad Ps os 


AquiF(b — 0) = lim, Flx)enelcasocuandobesfinitoyF(+09) = lim FU) 


y por primitiva F de la función sobre el intervalo [a, b) se entiende la función F conti- 
mun sobre £,diferenciabl en todos sus puntos interiores y tal que F“0) = /(0, 
a< xab, 

La igualdad (33.11) se entiende en el sentido de que o bien ambos miembros 
tienen sentido simultáneamente y entonces son iguales, o bien ellas no tienen sentido 
simultáneamente, es decir, los límites que aparecen en ellas no existen, En realidad 
según la fórmula de Newton — Leibniz para las funciones integrables según 
Riemann (véase el p. 29.3) para cualquier b) tenemos 


fA) ax = Fin) — Fa). 


Pasando en esta igualdad al límite cuando y 
63.11. 

Subrayamos que esta fórmula está demostrada en la suposición de que la fun- 
ción f es integrable en el sentido común sobre cada intervalo del tipo la, 1), 


b,a < y < bobtenemos la fórmula 


33.2. Fórmulas para las integrales impropias sel 


a < 1 < b. Para las integrales del tipo (33.8) en el caso cuando'en la parte derecha 
se tiene más de un sumando, la fórmula análoga no siempre es cierta. Dicho figura- 
damente, si en cierto punto interior del intervalo dado la función se convierte en in- 
finito, entonces sobre todo este intervalo no se puede, en general, aplicar la fórmula 


de Newton — Leibniz. Por ejemplo, si a la integral f S le aplicamos formal- 


meto la förmula; de Newton — Leibaiz, entonces ella será igual al número 
E |}; = —2.N0 obstante, como ya sabemos, la integral en cuestión no eriste. 


De esta forma, en este ejemplo la aplicación de la fórmula de Newton — Leibniz 
sobre todo el intervalo de integración es imposible de hecho. 

La fórmula análoga (33.11) es válida, claro, para las integrales impropias del ti- 
po (33.6). Si además la integral impropia se define por la igualdad (33.8), entonces 
la fórmula de Newton — Leibniz se debe aplicar (si es posible) para cada sumando 
de la parte derecha por separado. 

2°, (Linealidad de la Integral impropia). SI ls negre impropias 4 dx, 


. 
600) de convergen, entonces para números cualesquiera », s converge también la 
H è 
integral impropia | D(x) + ng (x) dx, además 

Sk b b 
JIVO) + ng de = A| Sx) dx + nf ei) dx. 
En realidad, 
OVO) + 18001 dx = lim, JIVO) + 180] dx = 


= lim Djs a+ AR 
= aim unas o joa 
è è 
= Afs) de + pfglx) dx, a < n < b. 


De forma semejante se demuestran las siguientes propiedades de las integrales 
impropias, análogas a las propiedades correspondientes de la integral de Riemann. 


3°. (Integración de desigualdades). Si las integrales | f(x) dx, | g(x) dx conver- 
gen, y para todos los x € la, b) se cumple la desigualdad f) < s(x), entonces 
> > 
[Sonar < |g) dx. 


se 4 33. Integrales impropios 


4°. (Regla de Integración por partes). Si la3 funciones u = u(x) y v = v(x) son 
continuamente diferenciables sobre el intervalo [a, b), entonces 


s Y 
judv= uv| — [vdu, (33.12) 


è i 
además, si dos expresiones cualesquiera de las tres |u dv, uv |? y | v du tienen senti- 


do (es decir, los limites correspondientes son finitos), entonces tiene sentido tam- 
bién la tercera, 

5°, (Cambio de variable en una Integral impropia). Sean Ja función f continua 
sobre |a, b), la función p(1) continuamente diferenciable sobre el intervalo se- 
miablerto (a, P), -»<a<8S +, además a= pla) < p(t) < b = 
= lim, (1) cuando a < t < B, entonces 


: . 
[rade = [MANI o de. 63.13) 


En este caso las integrales en ambas partes de esta fórmula simultáneamente conver- 
Ben o no. 
Puede suceder que con ayuda de un cambio de variable la integral impropia se 


convierte en ordinario. Por ejemplo, realizando en la integral impropia nee 
el cambio de variable x = sen £, O < £ <=, obtenemos la integral propia 
sa 


[ats [a-i 


b 

Señalemos que cualquier integral impropia Í (x) dx respecto al intervalo finito 

(a, b) puede ser reducida mediante un cambio de variable a una integral impropia 

respeio aun inervalo no acotado, En efecto, o 
ken 


de, 
TF e 


x= 


obtendremos 


maso- a la (A 


Por analogia con la integral de Riemann la integral impropia convergente 
è 
[700) dx, a < b, según la definición, deberá ser 
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[roar = 4100, dx. 


Se debe prestar atención a que no todas las propiedades de la integral definida de 
Riemann se trasladan a las integrales impropias. Asi, por ejemplo, el producto de 
dos funciones integrables por Riemann sobre cierto intervalo, es una función tam- 
bién integrable por Riemann sobre él. El análogo de esta afirmación para las in- 
tegrales impropias no es siempre válido. Existen funciones / y g, cuyas integrales 
sobre cierto intervalo convergen, y la integral de su producto sobre este mismo inter 


valo diverge. En efecto, supongamos, por ejemplo, f(x) = g(x) = Z „Oman. 


sabemos (p. 33.1) la integral | 2. converge y la integral 


dx 


diverge. 
x 


n 
frewa = i] 
La observación hecha nos recuerda una vez más que utilizando los análogos de las 
propiedades de la integral de Riemann al tratar integrales impropias, no se debe ol- 
vidar la necesidad de revisar la validez para la integral impropia de cualquier afirma- 
ción análoga ¡firmación correspondiente para la integral propi 
Ejemplos. Calculemos las siguientes integrales impropias utilizando las pro- 
piedades enunciadas anteriormente: 


-f dx- Por metio del cambio de variable x =>, obtendremos 


dx 
ES 


i 
2.1, = (0na) dx,n 


nemos” ù 


,2, »-- . Integrando por partes (cuando n > 0), te- 


i 
n= somo, - nj ün" de = -ntp -y 


ya que lim x(a x)" = 0. Esta igualdad se obtiene fácilmente, si aplicamos n ve- 


ces la regla de L'Hospital 


w pi 
EN OVT a 
L mia 


= (19% n! lim x = 0. 
=n! 


i 
Observando que lp = [dx = 1, obtendremos 1, 


» Recordemos que por definición 0t 


L 
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3.4, = [x"e7*dx,n=0,1,2,.... . De nuevo integrando por partes la in- 
è 
tegral dada cuando 7 > 0, obtendremos 


Y, = =en +f Alert, 


y por cuanto. $ 
A aan 
E dx= -e k 1 


entonces 
han 


4. Siguen siendo válidas para las integrales impropias las desigualdades de Min- 
kovski y Holder (véase el p. 28.49): 


(juos rona)” < (pora) + Gowa)”. 
[roo <( j venea)” ($ Incotea) 


1 
1<p< +o, 1 
p 


Para la demostración es suficiente escribir las desigualdades correspondientes 
para las integrales sobre el segmento [a, n} y pasar al límite cuando y — b. 

En el siguiente punto nos ocuparemos de un problema específico de la teoría de 
las integrales impropias: determinación de los criterios de su convergencia. 


Ejercicios. Calcúlense las integrales impropias: 


“| ,0>0. 
¿| ¿Ez e. ¿0LXa<b. 
sá b 
fetma 
gx 
«| uta 9. Halle 1m +0, p, q > 0. 
d 


Indicación; vilicse la regla de L'Hospital. 


33.3. Integrales impropias de funciones no negativas ss 
39.3. INTEGRALES IMPROPIAS DE FUNCIONES NO NEGATIVAS 

El estudio de los criterios de convergencia de las integrales impropias lo comen- 

zaremos con el caso cuando la función subintegra) es no negativa. Además vamos a 


tenernos al acuerdo enunciado al inicio del punto anterior. 
Lama 1.51 la función Yes no negativa sobrá el serio semiabiero la), en- 


tonces para la convergencia de la integral impropia [yiera e necesario fee 
que todas las integrales 


[saax a<n<b 


sean acotadas en conjunto, es decir, que exista una constante M > © tal que para 
todos los y e la, b) se cumple la desigualdad 


[r0ddx<M. (33.14) 
Cuando se cumple esta condición 
» ` 
fradre sup, |S) dx. (33.15) 


DEMOSTRACIÓN. Analicemos la función 


em = [faddx,a < a < b. (3.16) 


Por cuanto f > 0 la función y crece: en realidad si o < y < ņ' < b, entonces 
(véase la propiedad 8* de la integral en el p. 28.1) 


[reda o, 


woa " . Y s 
Pl) = f de= [fxd + | fydr > [Sar = an. 


Observemos ahora queer impropia [W dr converge dy o si existe 
el limite lim, , poa = lim, +1), y el último límite existe cuando y sólo cuando 


(véase el teorema Sen el p. 4.10) la función y está acotada superiormente, es decir, 
e (33.14). Además, 


[rma = Im em= sup, n= 22, ras o 


ae 


35—67" 


EJ $ 33. Integrales impropias 


» 
Del lema demostrado se deduce que para que la integral impropia [/(x) dx de 


una función no negativa diverja, es necesario y suficiente que la función p(n) (véase 
(33.16) sea no acotada superiormente, pero entonces en virtud de su crecimiento 


sn, odr = Mio, eb) = +00. 


Por esto, 


integral impropia jrovácicsma función no negativa diverge, enton- 


ces se escribe [rw as = +æ. Con este acuerdo permanece válida la igualdad 
(33.15). t 

Teorema 1 (criterio de comparación). Sean las funciones f y g no negativas sobre 
el intervalo semiabierto la, b) y 


JE) = 000) cuando x= b”. (33.17) 
Entonces > 
1) si la integral | g(x) dx converge, entonces converge también la integral 
è : 
[109 ax, 


è . 
2) si la integral | f(x) dx diverge, entonces diverge también la integral Je) dx. 


Corotario. Sean las funciones f, g no negativas sobre el intervalo semiabierto [a, 
b), 8(x) + 0, x € la, b) y existe 
im 70) 


im gy TEISS (33.18) 
210 


Entonces b 
431 la integral | x) converge yO <k< e entonces aga) dx 
también comerte 


2) si la integral eso de avere yo < k < +œ entonces la integral jwa 
también diverge. 2 

En particular, si f y son funciones equivalentes cuando x — b: f ~ £, x — b 
(Véase el p. 8.2), entonces las integrales [roxy juiraccomere o divergen si- 
mudtáneamente. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Supongamos que la integral few dx converge. 


De la condición (33.17) se deduce la existencia de un yg, a < 1, < b, yc > Otales 


9 En particular f(x) < g(x), x € la, b). 
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que para todos los x € [to b) se cumple la desigualdad 
sasaw , G39) 
(véase el p. 8.2). De la convergencia de la integral Í g (x) dx se deduce la convergen- 
p : 
cia de la integral | g(x) dx. En virtud de la necesidad de las condiciones del lema 
» 
para la convergencia de la integral, existe un número M > Otal que para cualquier 
m € [ng b) es válida la desigualdad 


1 ga) dx < M. 
E 


De aquí y de la desigualdad (33.19) tenemos 
E gi)de < cM. 


De esta desigualdad, en virtud de la suficiencia de las condiciones del lema para 
convergencia de la integral de una función no Digita Odio esla lago 


Í fix) dx y por consiguiente también la integral [yte dx convergen. 

La primera afirmación del teorema está demostrada. . La segunda lógicamente es 
tra a la primera. En particular, si la integral jo dx diverge, entonces 
fro no puede converger, ya que si ella fuera convergente, entonces pos la pri- 
mera afirmación del teorema ya demostrada convergería también laintegral Joa 
De esta forma la integral ata) eater. o 

DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Del cumplimiento de la condición (33.18) para 
k, que satisface la condición O < k < +0», se deduce que existe un y € [a, b) tal 
que sin < x < b, entonces 


IZ <k+l, esdecir, fix) < (k+ Iei) 


esto signifi 
dde $0) = 00), x—b. 


Por esto la afirmación 1) del corolario se deriva directamente de la afirmación 1) del 
teorema 1. 


Supongamos ahora que la condición (33.18) se cumple para cierto k, que satisfa- 
ce la condición O < Æ < +œ. Entonces para cualquier k`e (0, K) existe tal n € 
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€ la, b) que sin < x < b entonces 


OS 


20) 
Esto significa que g(x) = OY(x)). x — b. Por esto la afirmación 2) del corolario 
se deriva directamente de la afirmación 2) del teorema 1. O 
La función g(x) en la afirmación 1 del teorema 1 y en su corolario, con cuya 


» 
Ayuda se demuestra la convergencia de la integral Í f(x) dx, se llama función de 


comparación. Si en particular f(x) < g(x) para todos los x € [a, b), entonces se di- 
ce también que f(x) se mayorea por la función g(x) o que g(x) sirve de mayorante 
para f(x). 

La efectividad de la utilización del criterio de comparación para resolver el 
problema sobre la convergencia de la integral depende, claro, de la reserva de fun- 
ciones de comparación, sobre las cuales es sabido si converge o diverge la integral 
impropia de ellas tomada en el intervalo analizado, y las cuales de esta manera se 
puede tratar de utilizarlas para analizar la convergencia de la integral dada. 
Señalemos que la afirmación análoga al teorema 1, es válida, claro, también para las 
integrales impropias del tipo (33.6). 

En calidad de funciones de comparación g(x) a menudo es suficiente tomar fun- 
clones potenciales, Exactamente en el caso de intervalos finitos o, b) y (a, b] se to- 


1 
i -gg esin- 
maa respectivamente las funciones g(x) = 980%) = 5, cuyas! 


$ [Epemencunios < 1 y divergen cuando a > 1 


B-a” 
(de esto es fácil convencerse reduciendo las integrales señaladas con un cambio de va- 


, analizadas en el p. 33.1). En el caso de interva- 


loslafinios la, +0) y (+, D] como funciones de comparación s toman respecti- 


de 
a E e conver- 


gen cuando a > 1 y divergen cuando a: < 1 (véanse los ejemplos en el p. 33.1). 
Señalemos además que de manera cvidente todos los criterios enunciados de 
convergencia y divergencia de las integrales quedan vigentes (con evidentes va- 


iaciones), si en elas la condición de que la función / cs no negativa se cambia por la 
Conan de su no positividad (os du de qoe la integra | =) dx con- 


verge si y o si converge la integra [a 


33.3. Integrales impropias de funciones no negativas s9 
Ejemplos. 1. La integral 


2 
tad .20) 
i] —-« (3.20) 


converge. En efecto, denotando por f la función subintegral f(x) = 
4 y tomando en calidad de función de comparación 


10 TEE ES 
A e yra oa VE 
por eso, según el corolario del teorema 1, la integral (33.20) converge. 
: 


2. La integral l] T diverge. Para convencerse de esto es suficiente to- 


mar en calidad de función de comparación g(x) = ¿+ aqul a = 1. 


En los ejemplos analizados se podría elegir inmediatamente el exponente a en la 
función de comparación partiendo del tipo concreto de la función subintegral dada, 
En ocasiones cuando esta elección de inmediato no está clara, se hace necesario pre- 
viamente realizar algunos análisis complementarios, por ejemplo, tratar de separar 
su parte principal recurriendo a la fórmula de Taylor. Analicemos ejemplos seme- 
jantes. 

3. La integral 


pe 63.21) 


converge. En realidad, por la regla de L'Hospital para cualquier œ > 0, en particu- 
lar cuando 0 < a < 1, tenemos 


por esto, de acuerdo con el corolario del teorema 1 (más exacto, con su análogo pa- 
ra las funciones no positivas) la integral (33.21) converge. 

Geométricamente la convergencia y la divergencia de las integrales (33.9), 
(33.10) y (33.21) significa lo finito o infinito de las áreas de los respectivos ““trape- 
cios curvilíneos infinitos” cuya disposición comparativa está representada en la 
fig. 145. 
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FIG. 145 
4, Para aclarar la cuestión sobre la convergencia de la integral 


de 
j > (43.22) 


Observemos que Inx = In Il + (x — 1)) ~ x — 1 cuandox — 1 y tomemos como 


función de comparación g) = 17 (a = 1). Entonces lim 22% = —1y 
por consiguiente la integral (33,22) diverge. 
3. La integral 
tar 
pay. (3.2) 


gence, y por ello, según el corolario del teorema 1, converge también la integral 
(33.23). 
6. Analicemos la convergencia de la integral 
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1 


+7 Incos 
x 


Pi (33.24) 


i 
Aquí la función subintegral es siempre negativa. Evidentemente la integral (33.24) 
converge o diverge simultáneamente con la integral 


IncosL 


re 


en la cual la función subintegral es siempre positiva. Desarrollando la función 
n cost según la fórmula de Taylor, obtendremos 


x, 
77) + (33.25): 


sdam 
E 


De esta manera, — 


1 n k 
57 -gr do x — +o y por consiguiente, la in- 


tegral (33.24) converge cuando 2 + p > 1, es decir, cuando p > —1 y diverge 
cuando p $ —1. 

En los ejemplos 2 y 3 sería posible establecer la convergencia de las integrales allí 
analizadas, calculándolas por la fórmula de Newton — Leibniz. No obstante la 
aclaración de la convergencia de las integrales con ayuda del criterio de compara- 
ción habitualmente exige menos operaciones que mediante su cálculo preliminar por 
la fórmula de Newton — Leibniz. Es importante señalar que utilizando el criterio 
de comparación, se puede aclarar la convergencia de las integrales, naturalmente, 
también en el caso cuando la primitiva de la función subintegral no es elemental y 
por consiguiente, mediante el método común, con ayuda de la fórmula de 
Newton — Leibniz, la integral a ciencias ciertas no se calcula, como ocurrió en los 
ejemplos 4 y 5. 

Subrayemos una vez más que el criterio de comparación para aclarar la cuestión 
sobre la convergencia de la integral impropia se puede aplicar sólo para las funciones 
que no cambian de signo. Surge la pregunta: ¿comó se aclara si converge o diverge 
la integral impropia en el caso cuando la función subintegral cambia el signo? En los 
siguientos puntos nos ocuparemos del estudio de esta cuestión. 
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33.4. CRITERIO DE CAUCHY DE LA CONVERGENCIA 
DE INTEGRALES IMPROPIAS 


En este punto ya no vamos a suponer que los valores de las funciones analizadas 
conservan un mismo signo en el intervalo semiabierto (a, b) — ellas pueden tomar 
valores de cualquier signo —, pero como antes supondremos que todas las fun- 
iones analizadas para cualquier elección de un número y € [a, b) son integrables se- 
gún Riemann sobre el segmento la, 1). 

Teorema 2, Para a Convergencia de e negra [6 dies necesario y suficiente 


que pora cualquier e > O exista un número y = v(e), a < 1 < b, tal que si 
m<y < b,n <y” < b, entonces 


[jra] <e. 029 


DEMOSTRACION. Hogunos en = jo as, a<n<b< +œ. Entonces la 
convergencia de la integral Go ec la existencia del limite (33.1) significa 


la existencia del límite lim, oo). En virtud del criterio de Cauchy para la existencia 


del limite finito de la función p(n) cuando y — b es necesario y suficiente que para 
cualquier € > O exista un entomo o Üb, m) = be 
in < x < b]del punto b, es decir, que exista un número n, < n < b, tal que para 
todos los n'e Ú(b, n) y n” € Ú(b; 1) (que es equivalente a la condición: 
a<n’ < b,n <y” <b) se cumpla la desigualdad 


len") etr) < (33.27) 


Por cuanto 
E = | fode- Jae 104%, 


entonces la desigualdad (33.27) es equivalente a la condición (33.26) (fig. 146). D 
El teorema 2 se llama criterio de Cauchy de convergencia de la integral. 


FIG. 146 
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39.5. INTEGRALES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES 


Un concepto importante para las integrales impropias de las funciones que va- 
rían el signo es el concepto de la integral absolutamente convergente. 
> 


Definición 2. Laintegralimpropia frw dx se denomina absolutamente conver- 
, ¿ 
gente si converge la Integral | SM dx. 

Las funciones para las cuales Ia integral Í (x) dx converge absolutamente se lla- 
man absolutamente integrables (en sentido impropio) sobre el intervalo con extre- 
mos a y b, En el caso cuando a y b son finitos se dice también que la función fes ab- 
solutamente integrable sobre el segmento [a, b). 

Del teorema 25 deduce directamente el criterio de convergencia absoluta de la 


integral. 
Teorema 3. Para qe la ntga conver absolutamente es necesario y 


suficiente que pora cualqier e > O exista un y = 1o) al que ely < y <by 
n < n” < b, entonces 


lí Yon dx) <e. 


Este teorema se llama criterio de Cauchy de convergencia absoluta de la integral, 
Recordemos que como siempre aquí se supone que la función f es integrable se- 
gún Riemann sobre cualquier segmento (a, n] donde a < y < b, =œ < a < 
<b< +0, 
El criterio de convergencia de las integrales de funciones no negativas evidente- 
mente lo aplicaremos también para la aclaración de la convergencia absoluta de las 
integrales. Supongamos, por ejemplo, que se exige aclarar: converge o no la integral 


fi He. (03.28) 


de 
y la integral f Sa Converge entonces por el criterio de 
ia T joos x 

comparación converge también la integral f $ | dx, es decir, la integral 
(33.28) converge absolutamente. 

Una relación importante entre la convergencia y la convergencia absoluta de las 
integrales se establece con el siguiente teorema. 

Teorema 4. Sila integral converge absolutamente, entonces simplemente conver- 


se b 
DEMOSTRACIÓN. Sea dado £ > 0. Si la integral | f(x) dx converge absolutamen- 


te, entonces porel criterio de Cauchy de la convergencia absoluta de la integral (véa- 
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se el teorema 3) para cualquier £ > 0 existe y = n(£) tal que sim < 9" < b, 
n <a” < b, entonces 


| ra| <e. 63.29) 


Por cuanto Trwa] < lí Iœ) ax|, entonces en virtud de ia desiguaidad 


(33.29) para cualesquiera y' y y” indicados tenemos 
[5104] <e, 

por eso según el criterio de Cauchy sobre la convergencia de las integrales (véase el 

teorema 2) la integral [/(x) dx converge. D 


Ejercicio 10. Si Ia integral impropia de una función definida sobre un segmento converge 
absolutamente, entonces ela sencillamente converge. La integral de Riemann es un caso parti- 
cular de integral impropia. Por consiguiente, s existe la integral de Riemann de la magnitud 
absoluta de la función, entonces existe también la integral de Riemann de la propia función. 
Esto no es válido (clese el ejemplo correspondiente). ¿Dónde está el error en el razonamiento 
realizado? 

Es esencial observar que una integral puede converger, pero no converger abso- 
lutamente. En calidad de ejemplo analicemos la integral 


La. (33.30) 


Ante todo, señalemos que por cuanto lim, = = 1 entonces la función subin- 


tegral definida complementariamente con la unidad cuando x = 0, será continua 
sobre la semirrecta x > 0 y por lo tanto integrable según Riemann sobre cualquier 
segmento [0, n), en particular, sobre el segmento [0, 1). Por esto la cuestión sobre la 
vonvergencia, respectivamente sobre la convergencia absoluta, de la integral (33.30) 
es equivalente a la cuestión sobre la convergencia, respectivamente sobre la conver- 
gencia absoluta, de la integral 


f mre. 6331) 


Para analizar su convergencia realicemos la integración por partes: 


¡a 
x E 


s55 


En la parte derecha se obtuvo la integral (33.28) la cual como es conocido converge 
absoluta y, por lo tanto, simplemente. 

De esta manera ambas expresiones obtenidas en la parte derecha tienen sentido 
y, por lo tanto, son finitas. Por esto, en primer lugar la integración por partes hecha 
es válida y en segundo lugar la parte izquierda es también finita, es decir, la integra! 
(33.31) converge. 

Señalemos que como resultado de la integración por partes, hemos sustituido la 
integral (33,31) por la: suma de una expresión finita y otra integral impropia la cual 
en el denominador de la expresión subintegral tienc el exponente de la vuriable de in- 
tegración más alto que en (33.31) y en el numerador, una función acotada, como en 
(33.31). En la integral obtenida la función subintegral tiende a cero más rápido que 
en la integral inicial, en el sentido de que 


O) cuando x= œ. 


Por esto su convergencia resultó más fácil de investigar directamente que la conver- 
gencia de la integral inicial: ella resulta incluso no simplemente convergente, sino 
absolutamente convergente. 

El método que permite reducir el análisis de la convergencia de la integral dada 
al análisis de la convergenica de otra integral que en un determinado sentido “'con- 
verge mejor” que la integral dada se llama método de mejoramiento de la conver- 
gencia. 

Mostremos ahora que la integral (33.31) no converge absolutamente, es decir, 
que la integral Es 


f unn q 03.32) 


x 


diverge. En realidad, de la desigualdad 


1 cos 2x 
2 


Isenxl > sen?x = 


para cualquier y > 1 tenemos: 


(33.33) 


de n 
La integral f ŽE diverge yesigual a +o. La integral f EEE de converge. Pa- 


ra convencernos de esto integrémosla por partes: 


En virtud de esta fórmula la convergencia de la integral f ER dy directamente 


se deduce dela convergencia absoluta de la integral f ER dx, la cual asu vez 
deriva de la desigualdad evidente 

s> 1 

ES 
Pasando ahora al límite cuando y — +o, en la desigualdad (33.33) obtenemos que 
el segundo miembro y, por consiguiente, el primer miembro de esta desigualdad 
tienden a +œ y por esto la integral (33.32) diverge. 

De esta forma la integral (33,31), así como la integral (33.30) no convergen abso- 
lutamente. 

Demostremos otra afirmación auxiliar útil para el futuro. 

Lema 2. Si la función f es absolutamente integrable y la función g es integrable 
según Riemann sobre el segmento |a, b) entonces su producto gf es también absolu- 
tamente integrable sobre [a, b}. 

DEMOSTRACIÓN. Como acordamos anteriormente se analizan sólo las funciones f 
tales que para cualquier y € [a, b) son integrables según Riemann sobre el segmento 
la, n]. Por cuanto según la condición la función g es integrable según Riemann sobre 
el segmento (a, b], entonces es integrable según Riemann sobre cualquier segmento 
la, n], n € la, b) (véase la propiedad 2 en el p. 28.1). Por esto el producto gf es tam- 
bién integrable según Riemann sobre cualquier segmento (a, n] indicado (véase la 
propiedad 6 en p. 28.1). Esto significa que tiene sentido el estudio de la integral 


impropia [206 dx. 

En virtud de la integrabilidad según Riemann de la función g sobre d segmento 
la, b), ésta es acotada sobre él, es decir, existe una constante M > Otal que para to- 
dos los x € [a, b] se cumple la desigualdad Ig(x)! < M. Por consiguiente, para to- 
dos los x € [a, b) es válida también la desigualdad Ig(r/(x)! < MIJO). Obser- 
vando que en virtud de la integrabilidad absoluta de la función f sobre el segmento 

> N 
la, b] la integral | MIC)! dx = MÍ If(x)! dx converge, obtendremos según el cri- 
terio de comparación que converge también la integral J 1200) 4601 dx, es decir, 


ue el producto gf es absolutamente integrable sobre el segmento (0, b). O 


33.6. Análisis de la convergencia de las integrales s 


Todo lo dicho en este punto de forma natural se transfiere a las integrales impro- 
pias de otros tipos analizadas en el p. 33.1, es decir, a las integrales del tipo (33.6) y 
también a las integrales del tipo general (33.8). 


33,6, ANÁLISIS DE LA CONVERGENCIA DE LAS INTEGRALES 
Demostremos un criterio suficiente de convergencia de las integrales, denomina» 
do comúnmente criterio de Dirichlet. 
Teorema $ (criterio de Dirichlet). Supongamos que 
1) la función J es continua y tiene primitiva acotada F cuando x > 
2) la función g es continuamente diferenciable y decrece cuando x > 
3) Um_£0) = 0, 
entonces la integral 


| soso dx (03.34) 


converge. 

DEMOSTRACIÓN. Ante todo observemos que según las suposiciones hechas la 
función /g es continua y, por lo tanto, integrable según Riemann sobre cualquier 
segmento (a, b], a < b < +0», y por esto tiene sentido hablar de la integral impro- 
pia (33.34). 

Integrando por partes el producto fx)g(x) sobre el segmento la, b] obtendre- 
mos: 


è è s 
A | F08 d. 63.39) 


Investiguemos el comportamiento de ambos sumandos de la parte derecha cuando 
— +œ, Por la acotación de la función F (véase la condición 1 del teorema) 
M= sup |F(x)| < +0, poresto Ig(b)F(b)! < Mg(b). 

En virtud de la condición 3 del teorema „lim_ g(b)F{) = 0. 

Más adelante, del hecho de que la función g decrece monótonamente se deduce 
que g (+) < O cuando x > a y por esto 
è è p 
J IFO CO! de < Mj lg “00 dx = Mig 00 de = 
a y x = Migla) — £(9)) < Mela), 
ya que de las condiciones 2 y 3 del teorema se deduce que g(x) > 0, en particular, 


que gb) > 0. » 
De esta forma, las integrales | |F(x)g“(X)! dx están acotadas en conjunto para 


todos los b > a y por esto la integral 
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| Poe dx 


converge absoluta y también simplemente, es decir, existe el limite finito 
r 
sn jaore 

Demostremos que en la parte derecha de la igualdad (33.35) ambos sumandos 
cuando b — +o tienen limite finito, por ello el límite de la parte izquierda cuando 
b ~ +00, es finito lo que significa la convergencia de la integral (33.34). O 

OBSERVACIÓN, La obtención de las estimaciones necesarias en la demostración 
realizada recuerda los razonamientos en la demostración del segundo teorema in- 
tegral sobre la media (véase el p. 30.3%). Esto no es casual, si utilizamos el teorema 


A 
aa <b<y< +o, enton- 


ces el criterio de Dirichlet se puede demostrar más breve. No hemos hecho esto para 
mostrar una vez más como con ayuda de la integración por partes se puede mejorar 
la convergencia de la integral. 

Ejemplos. 1. Apliquemos el criterio de Dirichlet al análisis de la convergencia de 


la integral 


(33.36) 


La función fx) = sen (x) tiene primitiva acotada F(x) = —cos x, la función 
continuamente diferenciable g(x) = 1/x% cuando a > O decrece monótonamente y 
tiende a cero cuando x — +o. Todas las condiciones del teorema 5 se cumplen, 
por esto la integral (33.36) converge. 

2. Es necesario, no obstante, tener en cuenta que el criterio de Dirichlet da sólo 
condiciones suficientes y no necesarias de convergencia de la integral, por esto no 
siempre con su ayuda se puede resolver el problema sobre la convergencia de la in- 
tegral. Por ejemplo, analicemos la convergencia de la integral 


senxde 
f a eL (63.37) 


Tratemos de aplicar el criterio de Dirichlet, haciendo f(x) = sen x y g(x) = 


L-g Es idente que) — O cuando x — +o. Hallemos la derivada: 


Zae! + cosx 


EOS aT 
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De aqui se ve que cuando æ < 1 esta derivada six — +09, cambia su signo infinitas 
veces y por consiguiente la propia función g(x) no es una función monótonamente 
decreciente, 

De esta forma cuando a < 1 el criterio de Dirichlet no es aplicable, por el méto- 
do señalado, a la aclaración de la cuestión sobre la convergencia de la integral 
(33.37). En este caso es natural probar a recurrir de nuevo al método de selección de 
la parte principal. 

"Aplicando el desarrollo de la función (1 — 1)71,—1 < £ < 1, según la fórmu- 
la de Taylor (véase el p. 13.3) obtendremos, cuando x — +09, 


senx sax 1 snx sax &) 
= Ll o(L)] = 
An A A E A 
> 
senx , senx 1 senx 1 _cos2x 1 
ES a o): (33.38) 
Las integrales .. +. 
snx cos 2x 
di iig 


convergen por el criterio de Dirichlet para todos los a > O. La integral 


[ee oe 


5 
también converge cuando 2a > 1, es decir, cuando a > 4 , y diverge cuando 
a <} . En realidad, de la fórmula (33.38) se deduce que la función o(1/x) en la 


2 
fórmula indicada es continua respecto a x cuando x > 1, a > Oy, por consiguien- 


te tiene sentido ablar de laintegral (33.40). Las funciones -z igy Y + 00/32 


son nonegativas en cierto entorno de + œ yequivalentescuandox — +0», por estola 
integral (33.40) converge y diverge para los mismos valores del parámetro «, que 


la integral f as (véase el corolario del teorema 1 en el p. 33.3). 


De esta forma cuando a > 3 todas las integrales (33.39) y (33.40) convergen y 


por eso, en virtud de (33.38) converge también la integral (33.37). Cuando 
O <a < $ las integrales (33.39) convergen y la integral (33.0) diverge, por consi- 
guiente, diverge también la integral (33.37). 
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Observemos que cuando a < Ola integral (33.37) diverge. Efectivamente, en es- 
te caso el denominador de la función subintegral se anula infinitas veces, y además si 
x$ — sen xp = O, entonces la función x” — sen x en un entorno del punto x, según 
la fórmula de Taylor es de la forma (¿por qué?) x° — senx = (x — xgfelx donde 
k es cierto número natural y plx) * 0. Por cuanto sen xy * O, entonces en cada 
punto xy semejante tenemos una particularidad no integrable. 
Se debe prestar atención a que para cada a > 0 dado las funciones 
sena senx 
Fom? s 


son equivalentes cuando x — +0», es decir, 


donde eo) = 1 -7 — 1 cuando x — +00; no obstante si 0 < œ < 1/2, en 
tonces la integral (33.37) de la primera de ellas diverge y la integral (33.36) de la se- 
gunda de ellas converge. 

De esta forma, el cambio de la función subintegral por una equivalente puede 
cambiar la convergencia de la integral (si, naturalmente, la integral no converge ab- 
solvtamente). 

3. Analicemos la convergencia y la convergencia absoluta de la integral 


| e ax. osan 


Por cuanto pE »|- nas cuandox — +o y la integral f m A de 
diverge (véase (33.32)), entonces ari también la integral 


f f(E) Jas 
x 
es decir, la integral (33.41) no converge absolutamente. 
Es fácil comprobar que cuando y — 0 
87 = y + 00, (3.43) 
además en calidad de entorno que participa en la definición del simbolo O (véase la 


definición 1 en el p. 8.2), aqui se puede tomar el intervalo (— 1, 1): existe una cons- 
tante c > Otal que 


100% <elyP, Iyl <1. 


En lo adelante en virtud de la fórmula (33.42) cuando y = ŽŽ la integral 
(33.41) se puede representar en la forma 


33.6. Análisis de la convergencia de tas integroles E 


Pee- pae PG) de. 65.4) 


Por cuanto la integral | "2 dxconverge (por ejemplo, según el criterio de Di- 


richlet) y la integral j O (25) converge absolutamente, entoness a integrat 


(33.41) es convergente. 
Ejercicios, Analicense la convergencia y la convergencia absoluta de los siguientes in- 


an | senta 


166179 
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ES T -ab 
Tee- aR 

¡+ 2 ae 

è EN 


$ 34*. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO 
DE LAS INTEGRALES CON LÍMITES 
DE INTEGRACIÓN VARIABLES 

A menudo resolviendo problemas resulta necesario no sólo determinar la con- 
vergencia o la divergencia de la integral analizada, sino también poder estimar en un 
sentido determinado el grado de velocidad de su convergencia o el carácter de la di- 
'vergencia. No vamos aquí a demostrar ningunos teoremas generales relacionados 
con esta cuestión (sobre algunos métodos generales de estudio del comportamiento 
Asintótico de las funciones véase en el p. 37.10*) sino que sólo la ilustraremos en 
ejemplos aislados de búsqueda del grado de las integrales con límite superior va- 
able, cuando ellas tienden a cero o al infinito. Especificamente, si, por ejemplo, la 
integral [ /(£)dt converge, entonces se analizará el orden de la tendencia a cero 
cuando x ~ +00 dela integral [ JU) dr, Precisamente, este orden se llama veloci- 
dad de convergencia de la integral impropia convergente dada | J(/)dt. Si además 


la integral [ f(r) diverge y es igual a +œ Ó ~œ, entonces se estudiará el or- 
den de tendencia al infinito de la integral È f(1)dt cuando x — +œ. Este orden se 


lama velocidad o grado de divergencia de lá integral impropia divergente analizada. 
Ejemplos. 1. Analicemos la integral 


dt 
f Pan oan 


para distintos valores reales de los parámetros æ y £. Analizaremos inicialmente el 
caso de a: > 0 y de cualquier 8 € R. Para tales valores de los parámetros la integral 
(4.1) converge, lo que es fácil establecer por el criterio de comparación, sl en cali- 


7 


A 
Por la convergencia de la integral (34.1) para los valores indicados de los pará- 


d de Ce 
ri car j car A 


gundo sumando de su segundo miembro tiende a O cuando x — o. 


metros æ y $ en la igualdad 
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Estidiemos el grado de su decrecimiento, o sea, mostremos la validez de la igual- 
dad asimtótica „n 
dt 1 
AA a TP pra 
Para la demostración hagamos 


det di a 1 
e f Pee PO enr 


Por la convergericia de la integral (34.1) cuando a> 0, PeR tenemos 
lim FG) = 0. Evidentemente, también „lim _ @(x) ="0, Por cuanto 
1 OE IN 1 
0 - GA 
entonces aplicando la regla de L"Hospital, obtendremos 
W. mlO. mm (£) -1 
A e q a alnx, 
es decir, la relación (34.2) está demostrada. 
En el caso a = 0, 8 > 1 por integración directa obtendremos incluso la expre- 
sión explícita de la integral que nos interesa: 


Ca am 1 1 
Tin”t nss (1— Bn Tel, E in 


Mostremos ahora que para a < 0 y cualquier 8 € R la integral (34.1) diverge y 
más aún tiene Jugar la igualdad asintótica 


(04.3) 


di 1 
a e a 


Haciendo en este caso 2 


y aplicando la regla de L'Hospital, obtendremos: 
tO. q EO. EE 
A O A ( 4 =) t 


es decir, la igualdad (34.4) está demostrada. 
Para los valores restantes de los parámetros a y $ la integral 


dt 
1 ra; ee 
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se calcula en funciones elementales. Si a = 0 y £ < 1 entonces 


fa [ar 1 i Int- 8% — Int -82 
T a A a Tel, 1-8 5 
ysia = 0,8 = 1 entonces 
Inx 
m? 


Asi, la integral (34.1) converge para a > O y cualquier 8 e R y también cuando 
«a =0y8 > l; además se han establecido las igualdades asintóticas, respectivamen- 
P dt 
te exactas (34.2) y (34.3), para la integral f a Para los valores restantes 
de los parámetros a y ĝ la integral (34.1) diverge y fue obtenida la caracteristica 
asintótica o exacta de la integral (34.5). 
2. Analicemos la integra! 


f Wa E 
donde para £ > Tla función f es continua no negativa: 
10>0 on 
tiene periodo T: 
SA TIRO (34.8) 
y la integral de ella respecto al periodo es positiva 
r 
f£war>0. 049) 


Mostremos que la integral (34.6 diverge y que 


[La E N 6410) 
es decir, que la función en la parte izquierda de esta fórmula cuando x — +% tiene 
orden Inx (véase el p. 8.2). 

Por cuanto la función / es continua, entonces es acotada sobre el segmento 17, 
2T] y, por consiguiente, en virtud de su periodicidad es acotada para todos 
lost > T, es decir, existe el número M > O tal que para todos lost > 7 se cumple 
la desigualdad 

SFOS<M. (34.11) 
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[Pa ES pep hebra x > T.(34.12) 
T thM) T 
E 
Denotemos ahora por 7 la integral de función Y por el periodo, es decir, 
Is roar (34.13) 
Realizando en las integrales escritas a continuación el cambio de variable 
t= u + (k — 1) T sobre los segmentos (AT, (k + 1)7],k = 2, 3, . + Obs 
tendremos. 
ES As woar 
ppa E f Da - 
E 
LA UD y, 
DT 


qe 2+ Ej e kr ma 
"i 


Observemos que para los números x que están en el segmento [k + 1, k + 2]se 


cumple la desigualdad ig 
ic 
1 
integrándola se obtiene la desigualdad 
ea 
da i 
a 64.19) 
j E 
Por esto AR 


J ai 


i j 
E rut Y [ss | Fenat dim 2in+ n 


Sustituyendo esta estimación en la desigualdad (34.14) obtendremos 
E3 


LO ql 
LO ay le 
f q “>g +n. 64.109) 
Observemos que por cuanto 
In + 1) 1 zk 


lim at = tim —l == 
nebat DT «=e, “T 
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entonces existe un nọ natural tal que cuando n > 1, se cumple la desigualdad 
Infra + 121 


ra (6417) 
Más adelante para cada número x existe un entero 7 tal que 
ATSx< (n+ DT. (34.18) 


Ahora para cualquier x, para el cual en la desigualdad (34.18) tiene lugar n > ng 
tenemos 
x ar 


10 10431 1 Ma 
Peal O” E a o a 


Las desigualdades (34.12) y (34.19) demuestran precisamente la validez de la fór- 
mula (34.10). 

Tomando en la fórmula (34.10) en calidad de función / diferentes funciones 
concretas que satisfacen las condiciones enumeradas anteriormente obtendremos 
que las integrales correspondientes tendrán orden Inx. Por ejemplo, 


a 2 
a f 


Lai Inx. 


T è 


No obstante, a veces se logra obtener una estimación más exacta. Asi para la se- 
gunda integral tenemos 


a 
mes pre 0420) 
2 17 2 t 


a 2 
Por cuanto lim SE = 0, entonces la función =, siendo definida comple- 


mentariamente por cero para f = O, será una función continua y, por consiguiente, 
1 
a 
integrable sobre el segmento [0, 1), es decir, la integral al 


tegral f EOR dt converge (esto, por ejemplo, se deduce directamente del criterio 


33.6. Análisis de la convergencia de las integrales Ez] 
de Dirichler, véase el p. 33.6). De lo dicho se deriva que la función 


_ (sente 1 [cosa 
FW) = a Ha Gaiz) 


A E A Jl lla 
z ES 
lim FG) = [nue oz 


es acotada sobre el semieje no negativo. Por esto de la igualdad 


2, 
[a mag nx + FO) 
dé ge 


se desprende que z 


Fa ~ila 
T 


es decir, en este caso se logra definir no sólo el orden de la integral con limite de i 
tegración variable x, sino también su comportamiento asintótico cuando x — +. 


es equivalente a Inx, 


En los ejemplos analizados el comportamiento asintôtico de las integrales se de- 
terminó con ayuda de métodos más o menos especiales que resultaron ser cómodos 
en los casos concretos analizados. Un método más general que da a menudo la posi- 
bilidad de hallar el comportamiento asintótico de las integrales es la integración or- 
dinaria por partes. 

3. Analicemos en calidad de ejemplo las asi llamadas integrales de Fresnel %. 


f cos6?dð, í sen6%do, 


cuya velocidad de convergencia se define por el grado de decrecimiento de las in- 
tegrales se .. 
| costas, f sengido, x>0. (34.22) 


El estudio del comportamiento asintótico de las integrales (34.22) cuando x — +œ 
se realiza con el mismo método. Por esto analizaremos sólo una de ellas, por 
ejemplo, la primera. Realizando en ella el cambio de variable 0? = £, inmediata- 


9 A. Fresnel (1788 — 1827), fisico francés. 
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mente nos convencemos según el criterio de Dirichlet de que esta converge. Des- 
pués, integrando dos veces por partes la integral obtenida tendremos 


17 cost d sent) 1 f senar 
coso =- dasz +- | -rd = 
¡ j Ka Wla I) 
H à > 
sn frene snx? cosa? 3 cose 
A den 2 -= de y 
wta) + a PY pus 
> E 


(según la terminología anterior, véase el p. 33.5, mejoramos por medio de la in- 
tegración por partes la convergencia de la integral). 


Por consiguiente, 


[eva -a o (a). x- +o. 


De esta forma, hemos ogrado con exactitud hasta O (5) „x — +00, hallar 


una expresión simple para la integral [ cos9*a8, que da, en particular, una idea 
sobre e carácter desu decrecimiento cuando x — +œ. Si realizamos la posterior in- 
tegración por partes de la integral que se encuentra en la parte derecha dela fórmula 
(34.22), entonces se pueden Obtener fórmulas asintóticas para la integral 


Y costa con caca hasa O (o) x= +0», para cualquier n natural. 


jos. Analicese la velocidad de convergencia (divergencia) de las siguientes integra- 
les para diferentes valores reales de los parámetros a y f: 


mt a zf zi 


K O 
a feee a 
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SERIES 


$ 35. SERIES NUMÉRICAS 


36.1. DEFINICIÓN DE SERIE Y SU CONVERGENCIA 

En el presente párrafo el concepto de suma se generaliza a algunos casos de con- 
junto infinito de sumandos y se estudian las propiedades de estas sumas generaliza- 
das. Muchas de las cuestiones analizadas a continuación son válidas no sólo para los 
números reales sino también para los complejos. Por esto a diferencia de lo anterior 
en este capítulo vamos a realizar el análisis en la región compleja. 

La expresión analítica que formalmente tiene aspecto de suma que contiene nù- 
mero infinito de sumandos se llama serie infinita o más breve serie. Daremos la defi- 
nición estricta de serie y de su suma. 

Definición 1. Sea dada una sucesión de números complejos up, n = 1,2... 
Compongamos una nueva sucesión de números 5,, n = 1,2,. . .., de la siguiente 
forma: 

sy = uy 
S= u + uy 
Sy = u, +47 + uy 


Spm tut... tuy 


El par de sucesión [u,) y [s,) se llama serie numérica (más detalladamente, serie nu- 
mérica con término general u,) y se denota por 
MAMA tuto 05.1) 

ó - 

Z u". (35.2) 

e 
Los elementos de la sucesión inicial (u,) se llaman términos de la serie (35.1) y los 
elementos de la sucesión 5,) sumas parciales de esta serie, además u,, se llama térmi- 
no n-ésimo de la serie y la Suma finita s,, suma parcial n-ésima de la serie, n = 1,2, 


` Sila sucesión de sumas parciales de la serie (35.1) converge, entonces ésta se lla- 
ma convergente, y si diverge, entonces, divergente. 
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Definición 2. La serie cuyos términos son términos de la serie (35.1) tomados, 
comenzando por el (n + 1}-ésimo, en el mismo orden que en la serie inicial, se lla- 
ma resto n-£simo de la serie (35.1) y se denota por 

E a Ds 
a 


Definición 3, Si la serie (35.1) converge, entonces el limite 


s= lims, 
se llama su suma, 
En este caso se escribe 
SAMA +u, 
6 - 
A 053 


De esta forma vamos a utilizar un mismo simbolo Y u, tanto para denotar la 


propia serie (35.1) como para la notación de su suma, si ella converge. 


Si lims, = œ, o bien lims, = +œ 0 bien lims, = ~o entonces respecti- 
vamente se escribe 
En=+= ó F u=- 
i Si 


Asi, cada serie es un par de dos sucesiones tales que la primera puede ser tomada 
arbitrariamente (la sucesión de los términos de la serie) y la segunda, formada de 
manera definida por los términos de la primera (la sucesión de las sumas parciales de 
los términos de la serie). No obstante la serie univocamente se define por cada una 
de estas sucesiones. En efecto, si está dada una sucesión de los términos u, de la se- 
rie, entonces los términos de la sucesión de sus sumas parciales se hallan según la 
definición 1 por las fórmulas s, = u, + u3 +... +u n = 1,2... Si está 
dada la sucesión fs,] de sumas parciales de la serie, entonces sus términos se definen 
por las fórmulas i, = Sy, t, = Sy — Sp _ pA ™ 2,3, ... „De aqui se deduce que 
para cualquier sucesión slempre se puede hallar una serie tal que ella seré la sucesión 
de sus sumas parciales, En realidad, sea dada la sucesión de números complejos (2. 
Hagamos 


MSp hag-e MA poo 
y analicemos la serie 
mtutu + 
Entonces para sus sumas parciales tenemos: 
st... 
=at- A Ha, 
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Esto significa que el análisis de las series es equivalente al análisis de las suce- 
siones. Cualquier cuestión enunciada en términos de series, se puede parafrasear eo 
una cuestión enunciada en términos de sucesiones y viceversa. Por ejemplo, el 
problema del estudio de la convergencia de las series es equivalente al problema del 
estudio de la convergencia de sucesiones. 

Subrayemos que siempre si no se acuerda Jo contrario, los términos de las series 
analizadas se suponen complejos. 

Shel resto n-ésimo de la serle (35.1) (véase la definición 2) converge, entonces su 
suma la denotaremos por 7,: 


E w 054 


y nombraremos para mayor brevedad sencillamente resto de la serie. 
Cualquier suma de un número finito de sumandos 


SpE t+... + 
se puede analizar como una serie agregándole los terminos 
Mag 


La suma de la serie obtenida evidentemente coincidirá con la suma dada, ya que pa- 
ra todos losn > ng sus sumas parciales son iguales Say. 

Sl no se sabe de antemano si la suma contiene un número finito o infinito de su- 
mandos, entonces a veces es cómodo en ambos casos llamarla serie considerando 
que la suma finita es una serie en el sentido señalado anteriormente. 

Señalemos una propiedad sustancial de las series convergentes. 

Teorema 1 (condición necesaria de convergencia de una serte). Sila serie (35.1) 
converge, entonces 
(35.5) 


DEMOSTRACIÓN. Si la serie (35.1) converge, entonces la sucesión de sus sumas 
parciales sy, n = 1,2,... ,YS, 10 =2,3,. . . , evidentemente tienen un mis- 
mo límite igual a la suma s de esta serie. Por esto observando que u, = S, — S, - y. 
n= 2,3,... „tenemos: 


-De ms, ims, _,=0.0 


Con ayuda del teorema 1 a veces se logra establecer la divergencia de la serie 
analizada: si para la serie dada la condición (35.5) no se cumple, entonces ésta diver- 
ge. 

Ejemplos. 1. Sea q un múmero complejo y igl < 1. Entonces la serie 
1#g+g? +g +... +q" + ...comtérminosu, =,n=0,1,2,.. 
que forman una progresión geométrica decreciente infinita, converge. 

En realidad, 


1 ga 


2. La serie cuyos términos forman una progresión geométrica 1 + q + q? + 
a+... + q"+ ... cuando igl > 1 diverge, ya que su término general 
u, = q" no tiende acero: lu, = Iq)" > 1. 
3. La srie 1= 141-14... + (IMITA. con términos 
u=(-)°*' n= 1,2, . 
* En realidad en este caso 

PR AAN A 


por esto la sucesión de sumas parciales [s,] no tiene límite. 

La divergencia de la serie analizada, se deduce naturalmente también de que to- 
dos sus términos por su valor absoluto son iguales a la unidad y por esto no se 
cumple la condición necesaria (35.5) de convergencia de la serie. 


35.2. PROPIEDADES DE LAS SERIES CONVERGENTES 
TA E karar Sila serie Y) up, u, € C converge, en- 


tonces la serie E cu, llamada producto de la serie dada por el número c también 
Ai 

cor » S 

nverge cun =e É uy 055 


Este teorema significa que el factor numérico “se puede sacar del paréntesis” 
también en el caso del conjunto infinito de sumandos si éstos forman una serie con- 
vergente, “Se puede” en el sentido que es válida la igualdad (35.6). 


DEMOSTRACIÓN. Sean s, = Pu, ys, = D Cup, entonces, evidentemente 
1 


i 


s, = esy asn 
Porcondición lim s, existe, por.esto en virtud de (35,7) ims, también existe y 


serie J, (u, + v,), lamada suma de las series dadas, también converge y 


35.2. Propiedades de las series convergentes. m 


Luto Dunt Dre 65.8) 
azi rS E 
Este teorema significa que las series convergentes “se puede sumar término a tér- 
mino” (el término n-ésimo con el n-esimo), "se puede” en el sentido que es válida la 
igualdad (35.8). 
DEMOSTRACIÓN. Sean 


ne Eum s= Dn ya. 
f 
entonces o, = 5, + S y ya que 
lim o, también existe y 
iiin limo, = lim (s, +5s;)= lims, + lim 


Esta igualdad es equivalente a la igualdad (35.8). O 
Teorema 4. Si la serie converge, entonces cualquiera de sus restos converge. Si 
cualquier resto de la serie (35.1) converge, entonces la propia serie también conver- 


i 
5; por condición existen, entonces 


ge. Además si - - - 
s= Due Sme Die m= E e 
ei i ttes 
entonces 


Sm Sm + 
DEMOSTRACIÓN. Sean s, = u) + uz +... + up nm 1,2, „ sumas par- 


ciales de la serie D up y sf” = Um ¿14 >>: + Un 4 yo SUMAS parciales de su 
resto m-ésimo a71 


MAN RA 
Es evidente que 
5 +sfO, n=m+k (35.9) 
de donde para m fijo se deduce, que el limite 
lims, 


existe cuando y sôlo cuando existe 
Jim s. 
Dicho de otro modo la serie converge cuando y sólo cuando converge alguno de 
sus restos 7, = lim sf”. Por cuanto el número natural m era arbitrario, entonces 


la primera parte del teorema está demostrada. 
Pasando, finalmente, al límite en la igualdad (35.9) cuando k — œ y m es fijo, 
tenemos s = Sy + fẹ Yaquen = m + k~ +ecuandok— +0 y lims, =s, 


MAD 
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De este teorema se deduce que la eliminación o adición de un nismero finito de 
términos a la serie dada no influye sobre.su convergencia. 

De la fórmula $ = s, + 7, evidentemente se deduce que si la serie converge, 
entonces su resto tiende a cero: 


(35.10) 


Señalemos que sin ninguna duda la condición (35.10) no se puede tomar en cali- 
dad de definición de serie convergente ya que el resto de la serie es también una serie 
y se puede hablar sobre su tendencia a cero sólo dominando la definición de conver- 
“gencia de la serie. 


35.3. CRITERIO DE CAUCHY DE LA CONVERGENCIA DE LA SERIE 
El criterio de Cauchy para la convergencia de las sucesiones puede ser fácilmen- 
te parafraseado conforme a las series. En realidad, como es conocido (véase el 
p. 4.7 y 23.3) para que una sucesión de números complejos {s,} sea convergente, es 
necesario y suficiente que para cualquier e > Oexista un número n, tal que para nú- 
meros cualesquiera n > n, y cualesquiera enteros p > O se cumpla la desigualdad 
Dope 


Para mayor comodidad de la utilización de este criterio en el caso de series escri- 
bimos aquí la diferencia s, , , — s, .. , en lugar de la diferencia s, , y — Sy que 
escribimos anteriormente en el p. 3.7. Esto, naturalmente, no influye sóbre la esen- 
cia del problema. Además por cuanto la suma sọ no está definida, consideraremos 
siempre según la definición que s, = 0. 

Siahora por (5, se entiende la sucesión de sumas parciales de la serie (35.1), en- 
a A e E KI 
y el criterio enunciado en estas notaciones toma la siguiente forma. 

Teorema $ (criterio de Cauchy). Para que una serie Y) u, converja, es necesa- 


rio y suficiente que para cualquier e > O existe un número n, tal que para cuálquier 
> n y cualquier entero p > O se cumple la desigualdad 


IU apto ppl <E 85.11) 


Del criterio de Cauchy de convergencia de una serie se puede fácilmente obtener 
“de nuevo la condición suficiente (35.5) de convergencia de la serie. En realidad, en 
este caso la desigualdad (35.11) se cumple para cualquier p > O y, en particular, pa- 
ra p-= 0, Por esto para todos losn > n, tenemos lw,| < e y en virtud de que 
E: > -Oes arbitrario esto significa que lim u, = 0. 


La propiedad (35.5) brevemente se expresa diciendo que “el término general de 
una serie convergente tiende a cero”. 
Ejemplo. Analicemos la as llamada serie armónica 
Lat tte 
a 
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Aquí el término n-esimo u, = 1/n tiende a cero cuando n — œ, pero'la serie di- 
verge. En realidad, para cualquier n = 1,2, . ... tenemos 


1 1 
A E ii 


+ 


> + 65.12) 


2 


SN 
Y 
es decir, para cualquier n cuando e = + 
cumple. - 

De esta forma, del criterio de Cauchy se deduce que-la serie armónica diverge 
Este ejemplo muestra que la condición (35.5) siendo necesaria para'la convergencia 
de la serie, no es al mismo tiempo sui 

Del ejemplo analizado se deduce que la serie 


Rpte Lea 6513 

cuando a: < 1 diverge. En realidad, observando que cuando a < 1 para cualquier 

a = 2,3... es válida la desigualdad n” < n tenemos por (35.12) la desigualdad 
Br e oq PI WS 
a (n+) Qr- 1) n+) 


yp = n — 1 la desigualdad (35.11) no se 


1 
n mi i 
Por esto en el caso de la serie (35.13) cuando a < 1 para cualquier n = 1,2,... 
cuando e -3y2 = n — 1 la desigualdad (35.11) tampoco se cumple y, por consi- 
guiente, en virtud del criterio de Cauchy la serie (35.13) cuando a < 1 también di- 
verse. 

Ejercicios. Demuéstrese partiendo de la definición 1 que las siguientes series son conver- 


gentes y hállese la suma de cada una de ellas: 
1 


(a+ (0 Do) 


Frb) 


ek -e ela, b > 0). 


1 
o +. 
Tia ia ENEE) 
3.a + (e+ dig- la +È +n. t TO < 
Problema 22. Demutstrese que para cualquier serie convergente P> a, con términos no 


reciente e infinitamente grande Iim b, = +02, 


negativos a, > 0, existe una sucesión {i 


bab, pn = 1,2... «tal quelaserie Y 0,0, también converge. 


35.4. SERIES CON TÉRMINOS NO NEGATIVOS 


En este punto nos ocuparemos del estudio de las series, todos los términos de las 
cuales son números reales no negativos. 
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Lema 1. Sean todos los términos de la serie (35.1) no negativos: 
u,>0, ml bo... 65.14) 


Para que esta serie converja, es necesario y suficiente que exista al menos una Subsu- 
cesión convergente de la sucesión de sus sumas parciales. 
En efecto, de la condición (35.14) se deduce que 
mt 
Smor DA w 


es decir, la sucesión de sumas parciales (s,) de la serie analizada es creciente, Una su- 
cesión monótona converge si y sólo si converge al menos una de sus subsucesiones 
(Véase la observación después del teorema 3 en el p. 4.5). O 

Lema 2, Para que la serfe (35.1) con términos no negativos converja, es necesa- 
rio que la sucesión de sus sumas parciales sea acotada superiormente y suficiente 
que sea acotada superiormente al menos una subsucesión (s,,) de la sucesión (s,) de 
sus sumas parciales, además si 

s= spip), 


entonces s es la suma de la serie (35. 

En efecto, la convergencia de la serie significa la convergencia de la sucesión de 
sus sumas parciales, y cualquier sucesión convergente es acotada, en particular, aco- 
tada superiormente. De esta forma la primera parte del lema es válida sin la suposi- 
ción de que son no negativos los términos de la serie. 

No obstante en el caso general la condición de acotación incluso de todas las su- 
mas parciales de la serie (y no sólo de alguna de sus subsucesiones) no es suficiente 
para la convergencia de la serie, como esto se muestra, por ejemplo, en el ejemplo 3, 
analizado en el p. 35.1. Por esto la condición de que son no negativos los términos 
de la serle es sustancial para la validez de la segunda parte del lema 2, Demostré- 
mosla, 

Del hecho de que los términos de la serie son no negativos, como nos convenci- 
mos en la demostración del teorema anterior, se deduce que la sucesión de sus sumas 
parciales es no decreciente. Por esto si existe una subsucesión [s, ) acotada superior- 
mente de la sucesión de las sumas parciales (s,] de la serie que se analiza, entonces 
tampoco decrece (como cualquier subsucesión de una sucesión no decreciente) y por 
consiguiente (véase el teorema 3 en el p. 3.5) converge, además 

ple) Masy 

Por el lema anterior de la convergencia de la subsucesión de las sumas parciales 
fs] se deduce la convergencia de la serie, es decir, la existencia del limite finito 
ns, y por lo tanto, el limite de la sucesión convergente coincide con el límite de 
cualquier subsucesión suya, entonces 

mas 

Del lema 2 se deduce que si la serie con términos no negativos diverge, entonces 
la sucesión de sus sumas parciales no es acotada superiormente y por su monotonía 


su 


Por esto para las series divergentes con términos no negativos por el acuerdo'hecho 
en el p. 35.1 se escribe 


Du - +0. 

Los lemas demostrados por sus enunciados recuerdan las afirmaciones corres- 
pondientes para las integrales impropias (véase el p. 33.3). Entre la convergencia de 
las series con términos no negativos y la convergencia de las integrales impropias de 
las funcianes no negativas se puede a veces establecer también una relación más di- 
recta. Para las funciones decrecientes esto será hecho en el p. 35.7. 

Ejemplo. Analicemos ahora la serie (35.13) cuando a > 1. Mostremos que en 
este caso ella converge. Tomemos inicialmente las sumas parciales ae esta serie de 
órdenes n = 2 — 1,k = 1,2,3, . . . agrupando sus sumandos en k grupos cuya 
forma general es 

A O TE 
A e de a 
es decir, 


1 1 1 1 1 Li 

a (rr) 
1 

sand , y 

E a) 

Observando que para cada sumando del grupo de orden p-ésimo es válida la de- 
sigualdad 1 


y que en este grupo hay 2? sumandos, obtendremos 
e 


2 
islat 


- De esta forma la sucesión de sumas parciales sy _ , de la serie (35.13), cuando 
a > 1, es acotada superiormente. Más adelante cn virtud de la positividad de los 
términos de la serie analizada la sucesión de sus sumas parciales crece. Por esto exis- 
te el límite finito o infinito lim s, = s. Pero entonces cualquier subsucesión de (5,), 


en particular, la subsucesión [sy — ¡1, tiene el mismo limite s y por cuanto según lo 
demostrado esta sucesión es acotada, entonces el límite.s es finito. 


CN: 
Senalemos que en el caso de p = 2 la convergencia de la serie F ~y se de- 
aaan 
Srs 
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muestra mucho más fácil. En efecto, para cualquier n = 1,2, ..... tenemos: 


2162 his 
5 


es decir, las sumas parciales de la serie El za son acotadas superiormente y, por 
Ri 

consiguiente, según el lema 2 ella converge. De aquí para cualquier p > 2en virtud 

de la desigualdad L ; 

SSi neha, 


directamente se deduce la acotación de las sumas parciales de la serie 
dop > 2, y por esto también su convergencia (un método parecido para establecer 
la convergencia de la serie con términos no negativos será analizado en el caso gene- 
ral en el próximo punto). De esta forma sólo por el caso 1 < p < 2 fue necesario 
aplicar anteriormente un método más complejo de estimación de las sumas parciales 


35.5. CRITERIO DE COMPARACIÓN PARA LAS SERIES 
CON TÉRMINOS NO NEGATIVOS. MÉTODO DE SELECCIÓN 
DE LA PARTE PRINCIPAL DEL TÉRMINO DE LA SERIE 
Pasemos ahora a los criterios de comparación para las series que también por su 
forma recuerdan los criterios correspondientes de convergencia de las integrales 
"Teorema 6 (criterio de comparación). Sea 


u>, Y,>0, m=1,2,.. 05.15) 


= 0)’. (35.16) 


Entonces, si la serie es asm 


edp. 23.3. 


35.5. Criterio de comparación para las series s9 


EA 65.18) 
9 


y si la serie (35.18) diverge, entonces diverge también la serie (35,17). 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que se cumple la condición (35.16). Entonces exis- 
te une > Otal que 
UE Cp kahh... (35.19) 


Si ahora la serie (35.17) converge, entonces por el lema 2 la sucesión (s,] de sus su- 
mas parciales es acotada, es decir, existe una constante M > 0 tal que 


n= DnsM n=12.... 135.20) 
es 

Denotemos por a, la suma parcial de la serie (35.18). Entonces en virtud de las 
desigualdades (35.19) y (35.20) 


n= Du sc wS KM, nel... 
Si a 

Por el lema 2 de la acotación superior de las sumas parciales de la serie (35.18) se de- 
duce su convergencia. Así, si la serie (35.17) converge, entonces la serie (35.18) tam- 
bién converge. 

Sila serie (35.18) diverge, entonces la serie (35.17) también diverge, ya que si ella 
convergiera, entonces por lo demostrado convergería también la serie (35.18) lo que 
contradice la condición. D 


Corolarlo, Sea v, * 0, =1,2,...,y 
lim 22 k, 6521) 
en este caso 
1) si la serie (35.17) converge y O < k < +œ, entonces la serie (35.18) también 
converge; 


2) si la serie (35.17) diverge y O < k < +00, entonces la serie (35.18) también 
diverge. 

En particular siu, ~ Vy (4, Y Y, Son equivalentes, véase el p. 23.3), entonces las 
series (35.17) y (35.18) convergen o divergen simultáneamente. 

Del cumplimiento de la condición (35.21) para 0 < k < +œ se deduce la exis- 
tencia de ny tal que si n > ny, entonces 


tae k+t, esdecir, u, < (k+ 1p 


Ola). 


Por esto la afirmación 1 del corolario se deriva directamente de la afirmación 1 del 
teorema. 


se 
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Del cumplimiento de la condición (35.21) para O < k < + se deduce que si 
fijamos k” tal que 0 < k’ < k, entonces existe el número ay = ng(k Oque tiene la 
propiedad de que sin > np, entonces 


Esp, esdecir, v,< 


ini 
y esto significa que DRA 


Por esto la afirmación 2 del corolario se deriva directamente de la afirmación 2 


y t 
Entonces 0 < u, $ $e n = 1, 2,00. y ya que la serie Y z; converge 
2 


> 
(véase el p. 35.1), entonces también converge la serie Y ===, 
izd] 


y 1 a 
o e D A D ain A 
EE IE ý 


serie D Jp 0mo hemos visto (véase el estudio de la serie (35.13) diverge. 

La efectividad de la utilización del criterio de comparación para el análisis de la 
convergencia de una serie depende, naturalmente, de la reserva de ““series de com- 
paración”, es decir, de las series de las cuales ya sabemos si convergen o divergen, y 
que por esto podemos tratar de utilizar para el análisis de la convergencia de la serie 
dada. 


Si en calidad de “serie de comparación” (35.17) tomamos la serie Y) ~, dela 


cual ya sabemos para que a converge, entonces del teorema 6 se deduce directamen- 
te Ja validez del siguiente teorema. 


Teorema 7. Seau, > 0,n =1,2,... . Emtoncessiu, = O G) Ja>ı, 


i 6523) 


converge; 3 0(u,) y a < 1, la serie (35.22) diverge. 


= 
Corolario. Sea lim n*u, = k y en este caso 


sia > 1305 k< +02, entonces la serie (35.22) converge; 
Dia < 1y0< k< +00, entonces la serie (35.22) diverge. 
1 


En particular, 
verge cuando a < 


entonces la serie (35.22) converge cuando a > 1 y di- 
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Silos términos u, de la serie (35.22) están dados con ayuda de una fórmula que 
representa una función de n, la cual tiene sentido para todos los valores reales no ne- 
gativos suficientemente grandes de la variable n y más aún es una fúnción-“suficien- 
temente suave” de esta variable, entonces para la aplicación práctica del teorema 7 
habituamente resulta conveniente desarrollar el término u, con ayuda-de la fórmula 
de Taylor según las potencias de 1/n. 

Si el término principal del desarrollo obtenido tiene Ja forma de 1/n*, entonces 


L y aplicando el 


tomando en calidad de serie de comparación la serie F 
teorema 7 se puede definir si converge o diverge-la serie dada. 
En un sentido conocido se puede decir que'este método de análisis de tawconver- 
gencia de la seric:es.el más cómodo y además: suficientemente: general 
Ejemplos. Analicemos la convergencia de las series cuyos términos: generales.se 
definen por las fórmulas dadas a continuación. 
n = 1 — cos, Evidentemente, u, > 0. Ya que (véase la observación al fi- 
a 
nal del p. 13.3) cosx = 1 + OQ?) x — 0, y por consiguiente, 


nae [eo (e 


entonces según cl teorema 7 la serie con término general u, converge. 
2u, = mcos} . Aquí u, < O. Recordando que In(l + x) = O0), x = 
` 


Lu, 


y 


aplicando sucesivamente la fórmula de Taylor para el coseno y el logaritmo ob- 


tendremos: 
1 1 1 
u, -meos min [1 +0 (4)] -0 (à): n-o, 


y por esto en virtud del teorema 7 la serie con términos positivos i (=u) conver- 
i 
ge y junto con ella converge también la serie dada È uy 


pn=3 4... Tenemos u, > 0 y i82 = 


sia 
+ 
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De esta manera u, ~ 2, ya que la serie diverge, entonces diverge tam- 


2 tel 

bién la serie $) lo z 
CO 

5 


35.6. CRITERIOS DE D'ALEMBERT Y DE CAUCHY PARA SERIES 
CON TÉRMINOS NO NEGATIVOS 

A veces resultan útiles algunos criterios especiales de convergencia de la serie, Se- 
alemos entre ellos el asi llamado criterio de D'Alembert ” y el criterio de Cauchy 
que se obtienen directamente del criterio de comparación, si en calidad de serie de 
comparación tomamos la progresión geométrica escogida de manera correspondien- 
te. 

Teorema 8 (criterio de D'Alembert). Sea dada una serie con términos positivos 


E umu, >0 n=l,2, 85.23 


Asi pues, 
1) si existen un número q, O < q < 1, y un número ny tales que para todos 
losn > nyse cumple la desigualdad 
lea, 
entonces la serie dada converge; 
2)si existe un número nytal que para todos losn > ny se cumple la desigualdad 


entonces la serie dada diverge. 
DEMOSTRACIÓN. Sea 0 < q < 1 y supongamos que existe un número ng tal que 
paran > no 


+ 


<q, esdecir, up, } € Qu 


Entonces 
ing $ 1 ado 
Hng $2 $ Ung + 19 C Ung’, 


913. D'Alembert (1717 — 1783), filósofo y matemático francés. 
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y ya que la serie u,¿g + 4, 9” + + upg’ +... . siendo la suma de una progre- 
sión geométrica decreciente infinita con denominador g(0 < g < 1) converge, en- 
tonces por el criterio de comparación converge también la serie 


OA an 
asi como la serie origina) (35.23). 

Si existe ny tal que para todos losn > ny se cumple la desigualdad “EL > 1, 
entonces Byt” Uy > 


Ung +27 Ung +12 Uny 


y ya que, por suposición, a, > 0, entonces el término n-ésimo de la serie siendo 
acotado inferiormente por una constante positiva no tiende a cero. Por consiguiente 
no se cumple la condición necesaria de convergencia de una serie (véase el teorema 1 
de este párrafo) y por esto la serie (35.23) diverge. D 


= 1. En este caso, sil < 4, en- 


n 
tonces la serie (35.23) converge, y si 1 > ), la serie (35.23) diverge. 
Esto se deriva directamente del teorema demostrado. 


En calidad de ejemplo analicemos la serie E) +. 


AR 
im 2021 lim 
a, + 


teorema 10 la serie dada converge. Naturalmente, su convergencia se puede estable- 


= 0, por esto según el corolario det 


cer comparándola por ejemplo, con la serie convergente $ > 


Ejemplos con más contenido de la aplicación del criterio de D'Alembert se da- 
rán más adelante (véase, por ejemplo, el p. 36.1). 
Teorema 9 (criterio de Cauchy). Sea dada la serie 


E Um 2 0 md. (35.24) 
En este caso 
Dsiexisten q,0 < q < 1, y ntales que para todos los n > ny es cumple la des- 
igualdad 
Va, <a 


entonces la serie dada converge; 
2) si existe un número ny tal que para todos losn > ng se cumple la desigualdad 


Va, > 1, 
entonces la serle dada diverge. 
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DEMOSTRACIÓN. Si para n > Mp 
Vi, <q. esdecir, u, <q”, 
entonces según el criterio de comparación la serie (35.24) converge ya que la serie 
E 4" cuando 0 < q < 1 converge. Si 
ds 
Vi > 1, > ny 


entonces u, > 1 y esto significa que la serie (35.24) diverge (véase el teorema 1). O 
Corolasto. Supongamos que existe 


im Va, = de 


Sil < 1, la serie (35.24) converge y si I > 1, ella diverge. 
La demostración del corolario es evidente. 
Analicemos la serie 


Yaque lim Va, 


+ .esconocido sólo que 


05.29 


. ó iim 


entonces no se puede decir nada definido sobre su convergencia: la serie puede tanto 
converger como diverger. Por ejemplo, las series 
H E | 
P 
satisfacen ambas condiciones (35.25), no obstante la primera de ellas diverge y la se- 
gunda converge. 

Ejercicios. Analicese la convergencia de las series: 

a Š 

zah, A e 

Een T Lan F (a = const € R). 
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10. Sea 0 < p < q <, 1. Demuéscse que la sere 
AE 
comerse y im 2 = 
a 
1.500 0 < a < B < 1. Demuisvese que la serie 


E! 


converge y lim “est 
a 


35.7. CRITERIO INTEGRAL DE CONVERGENCIA 
DE LAS SERIES CON TÉRMINOS NO NEGATIVOS 


Si para la serte dada (35.1) se logra escoger una función definida parax > 1 y tal 
que fin) = up, entonces a determinadas condiciones, de la convergencia o diver- 
gencia de la integral 


| So0ax 
se puede juzgar también sobre la convergencia o divergencia de la serie (35.1). 


Teorema 10 (criterio integral de convergencia de las series). Si la función /(x), 
definida para todos losx > 1, es no negativa y decrece, entonces la serie 


Em 95.26) 


converge si y sólo si converge la integral 
| So0ax. 65.27) 


DEMOSTRACIÓN. Si k Ç x < k + 1, en virtud del decrecimiento de la función 
46) (fig. 147). 
SOSO Ski km dd 
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por esto integrando respecto al segmento [k, k + 1] tendremos 
kee 
JWS | S0d>JKHD k=l. 
S s = n, obtendremos 


q f Sede > Frv 


y suponiendo 
s= 5/0, 


i] 


tendremos 


s> | Dda) n=L,2.... (35.28) 


e soe entonces por el lema 1 del p. 33.3 para cualquier 
n=l, 


$ sud < fo 
De aquí y de la desigualdad (35.28) se deduce, que 
Sns SSO) + | SG0dx, 


es decir, la sucesión de las sumas parciales de la serie (35.26) es acotada superior- 
mente y significa según el teorema anterior que esta serie converge. 

Si la serie (35.26) converge y su suma es igual a s, entonces por este mismo teore- 
ma, s, € s para todos losn = 1,2, ...., y por la desigualdad (35.17) para todos 
los nel, 2 0... 

si 


f Sor < s. 


Si ahora £ > 1, entonces tomando n tal que n > Ẹ obtendremos en virtud de 
dd a a 


rod < rodar < s. 
j j 
n 
Así, el conjunto de todas las integrales [rwan e > 1, es acotado superior- 


mentë y por esto la integral (35.27) converge (véase el lema 1 del p. 3.3). 0 

Este teorema a menudo facilita sustancialmente el análisis de la convergencia de 
las series ya que si para la serie dada se logra escoger la función f correspondiente, 
en este caso reducir la cuestión sobre el estudio de la convergencia de la serie al estu- 
dio de la convergencia de la integral, entonces esto da la posibilidad de aplicar el 
aparato del cálculo integral desarrollado en el capítulo anterior. 


35.8. * Desigualdades de Holder y de Minkowski se 
Ejemplos. 1. Analicemos de nuevo (véase el p. 35.3) la serie 


(05.13) 


En el caso dado, la fanción Jn) sti e sora se encuentra tAcllmente: 
1% -5 x>1 


Ya que la integral | E converge cuando a > 1 y diverge cuando a < 1, entonces 


la serie (35.13) converge para a > 1 y diverge para a < 1 

Estos hechos fueron establecidos anteriormente por otro método em el p. 35.3 
(véanse alli los ejemplos 1 y 2). Como se ve de lo anteriormente expuesto la aplica- 
ción del criterio integral de convergencia de las series al estudio de la serie (35.13) 
considerablemente simplificó el problema del análisis de la convergencia de esta se- 
tie. 

2. Analicemos la serie 


+ Din + 1) qe 
Esa serie se puede fálment analizar con ayuda del criterio integral de conver- 


- E E diverge se deduce 
ES 


dx 


zd — 
A je Dine s i 


que la serie (35.29) también diverge. 

Enunciemos ahora un sencillo corolario del teorema 10 que a menudo es útil en 
las aplicaciones. 

Si existe ng natural tal que la función no negativa f decrece cuando x > no, en- 
tonces la serie - 
E /m 
E 
converge si y sólo si converge la integral 


| Jax. 
sa 
Este caso se reduce al analizado en el teorema con el cambio de variable 
x=y+nm- 1 


35.8* . DESIGUALDADES DE HÓLDER Y DE MINKOWSKI 
PARA LAS SUMAS FINITAS E INFINITAS 


Sean dados los números (en general complejos) x, 


< p < +o y el muméro q se define por la igualdad 
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y el p. 28.4* ). Entonces son válidas las desigualdades 
A b wyr ia 
E Ivi < (2 1) (z wa) 0530) 
E les E 
(desigualdad de Hölder) y 
> w opa miopa ve 
(È la, +») < ( E 1e) + (È w) 0531) 
A A i 
(desigualdad de Minkowski). 


Su demostración se realiza por el mismo esquema que en el caso de las desigual- 
dades integrales correspondientes (véase el p. 28.4* ). 
Introduzcamos para mayor brevedad las notaciones 


(35.32) 


Aplicando la desigualdad (20.53) ab < Č + 
Ixl 


tendremos 


Sumando estas desigualdades por į desde 1 hasta n por (35.32) y la condición 
241, obtendremos: 
p 4 


1 
ho si Y ler 
, y! Di 4 i p a 


E tx! < lady» 
i 
de este modo la desigualdad (35.30) queda demostrada. 

La desigualdad de Minkowski (35.31) se deduce de la desigualdad de Holder 
(35.30): de la relación evidente 


E mts E lalo te E bla + en, 


ds ci] A 


aplicando a cada sumando en el segundo miembro la desigualdad de Holder, ob- 
tendremos 


35.9, Series de términos de signo variable s89 


$ lx+ yP < (È we) (E I+ 


a ra M 


arneo) (E) Ea 


Si el primer miembro es igual a cero, entonces la desigualdad de Minkowski es 
válida evidentemente; si éste no es igual a cero, entonces reduciendo ambos 


CEN 


5 ve 
miembros por el factor ( L+ ») y observando que 2 + 
isr P a 

qip — 1) = p, obtendremos la desigualdad (35.31). 

Con los casos particulares de las desigualdades de Holder y de Minkowski cuan- 
dop = q = 2 ya nos hemos encontrado anteriormente en el $ 18 (véanse (18.2) y 
(18.3). 


Para dos series Y) xp Y Yn Cualesquiera son válidas las desigualdades aná- 
logas å 


È TS E w) (F O 685.39) 


y rar)" <(É wt) a È ar)” 5.34) 


En efecto, para todas las sumas parciales de un mismo orden de las series dadas son 
válidas las desigualdades de Holder y de Minkowski. Pasando en ellas al límite 
cuando n — æ obtendremos las desigualdades (35.33) y (35.34). 
De las desigualdades demostradas se deduce, en particular, que si las series 
È A 


convergen, entonces la serie $) 1x,»n! converge, y si convergen las series 


Y EAL Y DAS 
ati azi 


entonces converge la serie Ẹ lx, + ya 1% 
359. SERIES DE TÉRMINOS DE SIGNO VARIABLE 


En este punto se analizan las series con términos reales, cuyos signos, en general 
varian con la variación del número, estas series se llaman de términos de signo va- 
riable. 
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Analicemos ante todo las así llamadas series alternadas, es decir, las series cuyos 
términos son consecutivamente positivos o negativos. 
Teorema 11 (de Lelbalz). Si 


lima, =0 (35.35) 

bi UP Up 170 Md ho, (35.36) 
entonces la serie alternada — 

cv, (85.37) 


converge. Además cualquier suma parcial s, de la serie (35.37) se diferencia de su su- 
ma s en una magnitud menor que término Siguiente u, , „, dicho de otra forma, la 
magnitud absoluta del resto de la serie r „en este caso no es mayor que el valor abso- 
luto de su primer término, es decir, 

irl = ls = spt S Uy g q 


DEMOSTRACIÓN. Analicemos las sumas parciales de orden par de la serie (35.37) 
a 
sya J+ uy 


Estas se pueden escribir en la forma 
Sy = (u = u) + (u-u) +n t A 


En virtud de la condicion (35.36) las expresiones entre paréntesis son no negativas y 
POF Esto Sa $ Sy 4 z €$ decir, la sucesión de sumas parciales de orden par de la 
serie (35,37) crece, 

Observando que las sumas parciales sy se pueden escribir también en la forma 
Sym = o Ad 
y que las expresiones entre paréntesis por la condición (35.36) son no negativas y 
a, > O, obtenemos que Sy < u, es decir, la sucesión (s7,) es acotada superior- 
mente. Del crecimiento y la superior de la sucesión (sy) se deduce que és- 


ta converge 
Js os. (35.38) 


Mostremos que las sumas parciales de orden impar de la serie (35.37) también tien- 
den al mismo límite. En efecto 


A AA (35.39) 
y ya que por (35.35) lim us , y = O, entonces por (35.38) y (35.39) tenemos 
CS 3540) 
De (35.38) y (35.40) se deduce que 
lms, = s. 
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“Ahora señalemos que para la serie (35.37):es válida la desigualdad 
A EE a 05.41) 


En efecto por un lado, ya vimos que s es el limite de la sucesión creciente fsa}, por 
esto sa < s. Por otro lado 


Swi Sa-i O Dm o E 


es decir, la sucesión {sz — ¡] decrece y ya que s es también el límite de la sucesión 
faz — 1) (véase (35.40)), entonces s < sz . ¡- De la desigualdad (35.41) se deduce 


S= Sa S Saa a 


a ke hh. 
y esto significa que para todos losn = 1, 2, . . . se cumple la desigualdad Is — 
= 571 <p, y D 


Si las condiciones de alternación de los signos de la serie y la monotonía se 
cumplen no a partir del primer término, sino comenzando desde cierto número no, 
entonces, cuando se cumple la condición (35.35), es decir, cuando el término gene- 
ral de la serie tiende a cero, la serie analizada también converge. Esto se deduce de 
que la eliminación de un número finito de términos de la serie no influye sobre su 
convergencia (véase el teorema 4 en el p. 35.2). 

En calidad de ejemplo analicemos la serie 


apo 
y! Di 0s 


i 
Sus términos satisfacen, evidentemente, las condiciones del teorema 11, y por 
«so converge. Observando que en ellas, = 1y5z = 1/2para su suma S, tenemos la 
estimación 1 
¿es<L (35.43) 
A las series se extienden no todas las propiedades de las sumas finitas. Aclare- 
mos esto en el ejemplo de la misma serie (35.42). Si 
AL. E 
+ 


A 15.44) 
3*5 05.44) 
1d 

rad . 
sumando término a término esta serie con la serie (35.44) obtendremos la igualdad 
3 EC DES ME A WE "e, TA 
ei dr E] HA E Aaa 05.45) 


es decir, la serie formada por los mismos términos que la serie dada (35.44) tomados 
s0lo en otro orden, por eso S = S, de donde se deduce que S = Olo que contra- 


dice la desigualdad (35.43). 
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A pesar de la aparente evidencia de la legalidad de nuestros razonamientos he- 
mos cometido un grave error. ¿Dónde? Un análisis detallado de esto será dado en 
uno de los siguientes puntos. 


35.10. SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES. APLICACIÓN 
DE LAS SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES 
A LA INVESTIGACIÓN DE LA CONVERGENCIA 
DE LAS SERIES ARBITRARIAS 
En este punto de nuevo se estudian las series cuyos términos en general son nů- 
meros complejos. 
Definición 4. Lo serie 


E muec (35.46) 
se llama absolutamente convergente, sí la serie 
PLA] 95.47) 


ms 
converge. 

Aplicando el criterio de Cauchy de convergencia de una serie a la serie (35.47) 
obtendremos: para que la serie (35.46) converja absolutamente es necesario y sufi- 
ciente que para cualquier £ > Oexista un número n, tal que para todos losn > n, y 
todos los enteros p > O se cumpla la desigualdad ° 

... 


E lul <e 


Ejemplos. 1. La srie E 5 sen ŽL converge absolutamente ya que 


» como sabemos, converge, no obstante no absoluta- 


mente ya que la serie formada por los välores absolutos de sus términos, es decir, la 
Si 
serie armónica E diverge. 

Teorema 12. Si la serie converge absolutamente, entonces también converge 
simplemente. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la serie (35.46) converge absolutamente, es de- 
«ir, laserie,(35.47) converge, Entonces por la necesidad del cumplimiento de la con- 
dición de Cauchy para la convergencia de la serie (véase el teorema 5) para cualquier 
€ >O ciste n, tal que para todos losn > n, y todos los enteros p > 0 se cumple la 
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desigualdad asp 
E lul <e 


Za 


De aqui y de la desigualdad | Y “|< E lul se deduce que para todos los 

números n > n, y todos losp = 0, 1,2,.. . se cumple la desigualdad 
2 
[E 

Y esto significa también en virtud de la suficiencia del cumplimiento de la condición 
de Cauchy para la convergencia de una serie que la serie (35.46) converge. O 

OBSERVACIÓN. Se dede tener en cuenta que la propiedad del valor absoluto de la 
suma de no superar la suma de los valores absolutos de los sumandos permanece vå- 
lida también para las series convergentes: 


lios 


(35.48) 


Esta desigualdad tiene sentido cuando su segundo miembro es finito, es decir, cuan- 
do la serie analizada converge absolutamente. En este caso el primer miembro de la 
desigualdad siempre tiene sentido, ya que de la convergencia absoluta de la serie se 
deduce su convergencia común. Formalmente la desigualdad (35.48) según nuestro 
acuerdo sobre la utilización del símbolo +æ (véanse las págs. 42 y 570) es cierta 
también para cualquier serie convergente si la serie del segundo miembro (35.48) di- 


verge. 
Para la demostración de la desigualdad (35.48) en el caso de la serie convergente 
E u, Observemos que para cualquier m natural 


[Esa 


< È 1. 


Pasando aquí al límite cuando m — œ, obtendremos la desigualdad (35.44). 

Denotemos por = 
PEA (35.49) 
ms 
la serie compuesta por los mismos términos que la serie (35.46), pero tomados, en 
general, en otro orden. 

Teorema 13. Si la serie (35.46) converge absolutamente, entonces la serle (35.49) 
también converge absolutamente y tiene la misma suma. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la seric (35.46) converge absolutamente, es de- 
cir, converge la serie (35.47) y sea la suma de la serie (35.46) igual a s: 


s= Es (35.50) 


ms 


366170 
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Mostremos inicialmente que la serie (35.49) tembién converge y más aún su su- 
ma es igual a la suma de la serie (35.46), es decir, a s. Denotemos las sumas parciales 
de la serie (35.46) por s,: 


s= Dup nsh.. 
i 
y las sumas parciales de la serie (35.49) por s$: 


2 pub 
además, pongamos ses 
S= Dluh na D lul, net... 

a i 
Sea fijo arbitrariamente un £ > 0, entonces por la convergencia de la serie 
(35.47) existe un número 7, tal que 


> e 


E miesn-s<$ 65.5) 
EN 
por consiguiente se cumple también la desigualdad 
is-sa | iul <Ê. (05.52) 
AS a 


Elijamos, más adelante, un número m, de forma tal que la suma parcial ss, de la 
serie (35.49) contenga en calidad de sumandos todos los términos de la serie (35,46), 
que aparecen en la suma s,, (dicho de otro modo, el número m, es tal que todos los 
términos de la serie (35.46) con números no superiores a n,, tienen en la serie (35.49) 
números no mayores que m,). Sea m > m,. Hagamos 

AT Sne 

Por cuanto 1s%°| no es mayor que la suma de los valores absolutos de los su- 

mandos que entran en sg? y por cuanto los números de estos sumandos son mayores 


Que.n, y por consiguiente todos ellos están contenidos en la suma YH lu,l, 
entonces por (35.51) tenemos PAS 
Igi < 
nemei 


Utilizando (35.52) y (35.53) obtendremos cuando m > m, 


(35.53) 


ls- = ls- (sn + sE) < ls 5,1 + Ii + me 
Esto significa que 
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Queda demostrar que la serie (34.49) también converge absolutamente, Esto se. 
deduce directamente de la afirmación, que acabamos de demostrar, si la aplicamos 
a la serie (34.47). En efecto esta serie converge absolutamente (como cualquier serie 
convergente con términos no negativos) y por esto, según lo demostrado, la serie 


Y lug) formada por los valores absolutos de la serie (34.49) no sólo converge (lo 
ns 
que significa también la convergencia absoluta de la serie (34.49)) sino que su suma 
coincide con la suma de la serie (34.47). O 
Teorema 14. Si la serie (35.46) converge absolutamente y c es un número cual- 


quiera, entonces lá serie Y, cu, también converge absolutamente. 
Si 
Esto se deduce del criterio de Cauchy de convergencia de las series y de la igual- 
dad 
ass ..» 
loul = lel Y tulo 


Teorema 15. Si las series Y) u,y E Y, convergen absolutamente, entonces su 
> da” aai 
suma Y (u, + v,) también converge absolutamente. 
mi 
Esto se deduce del criterio de Cauchy de convergencia de las series y de la des- 
igualdad 


L'eti E ua + Piwa. 
Za a Ta 


Teorema 16. Si las series 


05.54), 


convergen absolutamente, entonces la serie formada por todos los productos dos a 
dos posibles uy Y, de los términos de estas series, situados en cualquier orden, tam- 
bién converge absolutamente. Si la suma de esta serie es igual a s y la suma de las se- 
ries (35.54) son iguales respectivamente a s" y s”", es decir, 


Emer Enes, 


rars. (85.55) 
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DEMOSTRACIÓN. Hagamos la siguiente tabla de los productos dos a dos de los 
términos de las series (35.54): 


A uv RAs HA 


Compongamos de los elementos de esta tabla la serie 
up tupt utut.. (35.56) 
en la cual los elementos están dispuestos en el orden mostrado en el siguiente es- 


quema donde en el lugar de cada producto de la tabla está señalado su número de 
orden como término de la serie (35.56): * 


al 2ls|0 
3jojo 
t 7|n 
5 h g 


Demostremos que la serie (35.56) converge absolutamente, es decir, que conver- 

ge la serie 
tuval + lu val + bugva + ler lA 05.5) 
Para esto, en virtud de que sus términos son no negativos es suficiente 
demostrar que existe al menos una subsucesión acotada superiormente de 


sus sumas parciales (véase el lema 2 en el p. 35.4). 
Denotemos por $, y $,” las sumas parciales de las series respectivamente 


sEÉ Ml ray [AN 


las que por la convergencia absoluta de las series (35.54) convergen, es decir, 
0<$ < +œ,0 <3" < +0, Entonces para las sumas parciales de orden n? de 
la serie (35.57) tendremos 


5 = ly = 5, 
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3,= lupt + lol + lugo + lu o 
+ lu Url + val 38 E, 


+ lol + ll 
+ tul ll) 85877 E 


Así, la subsucesión de sumas parciales (5,,) de la serie (35.57) es acotada supe- 
riormente y por consiguiente esta serie converge. Esto significa la convergencia ab- 
soluta de la serie (35,56) y de cualquier serie obtenida por una reordenación arbit'a- 
ria de sus términos (véase el teorema 13). De esta forma, cualquier serie 


Vea (95.58) 
Si 
formada por todos los productos dos a dos posibles u,,v, de los términos de las se- 
ries (35,54) converge y además absolutamente, 

Para la demostración de las fórmulas (35.55) nos aprovechemos de que la suma 
de la serie (35.58) no depende del orden de sus términos y de nuevo los ubicaremos 
del modo más cómodo para nosotros, precisamente, analicemos de nuevo la serie 
(35.56). Denotando por s, y s,' las sumas parciales de las series (35.54) para las su- 
mas parciales s,» n = 1,2, . >. „ de la serie (35.56), evidentemente, obtenemos 


SS (35.59) 


Pero 


por esto pasando al limite en la igualdad (35.59) cuando n — œ obtenemos la igual- 
dad (35.55). O 

Los teoremas 13 — 16 muestran que las propiedades de las series absolutamente 
convergentes son muy parecidas a las propiedades de las sumas finitas: la magnitud 
de la suma de esta serie no depende del orden de los sumandos, las series absoluta- 
mente convergentes se pueden multiplicar término a término, etc. En el siguiente 
punto será demostrado que para las series convergentes, que no convergen absoluta- 
mente estas propiedades no tienen lugar. 

OBSERVACIÓN. Como conclusión de este punto subrayemos que cuando los tér- 
minos de la serie son reales o complejos, pero cambian de signo, el problema de la 
convergencia de esta serie no se puede resolver sólo con ayuda de la definición de or- 
den de decrecimiento del término n-ésimo, Por ejemplo los tefminos n-simos de la 


pr? 

serie É ly, E, La 
san 

primera serie Teeri segunda converge. 


£D sienen un mismo orden cuando n — œ, no obstante la 
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Más aún, no es dificil citar el ejemplo de dos series Y) upy Y va» cuyos tér- 
a 
minos n-ésimos son equivalentes (u, ~ Y,» m = 1,2, . . .), de las cuales una con- 
verge y la otra diverge. 
En calidad de series tales se pueden tomar, por ejemplo, la serie con término 
n-tsimo 


yr 


1 
tarinasi 


Por otro lado, aquí u, ~ Y, n = 1,2... , ya que 
yeer 1 
D ATTE A] 
u, Eye (n + Din + 1) 
E] 
y por esto à 
Mra 


Por otro lado la serie D, u, es una serie del tipo (35.37), por eso converge. La serie 


E”, diverge. En efecto, si convergiera, entonces convergerla también la serie 


ati 


Y o-u- È armar 


es decir, la serie (35.29) la cual, como ya vimos, diverge. 

Sería un error, ño obstante, considerar que el método de selección de la parte 
principal es útil sólo en el caso de series con términos reales que tienen un mismo sig- 
no. El método de selección de la parte principal puede utilizarse con éxito para acla- 
rar la convergencia de cualquier serie. La esencia de este método en el caso analiza- 


do está basada en la siguiente observación: sea dada la serie Y) w,. Si representa- 
e] 
mos sus tefminos de la forma u, = v, + w, donde la serie) w, converge, en- 


tonces la serie J> uconverge y diverge simultáneamente con la serie. $) v, (¿por 


i a 
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qué?). Por esto para la investigación de la convergencia de la serie Pu, es conve- 


Ls 

niente tratar de representar sus términos, por ejemplo, en la forma u, = Y, + w, 

de al modo que w, = 0 (E) cuando a > 1. Por cuanto la serie Y> w, con- 
A 


verge (incluso absolutamente) entonces la convergencia de la serie dada se reduce a 
la investigación de la convergencia de la serie Y) v,. Este método, claro está, es 


conveniente en el caso, cuando la serie obtenida D y, se somete con más facili- 


did ala investigación de la convergencia, que la serie dada (compárese con la inves- 
tigación análoga de la convergencia de las integrales en el p. 33.6). 
Por ejemplo, analicemos la serie con término general 


ppt 
4, = In [p +75]. 
Por cuanto (véase la observación en el p. 13.3) 


mara E+ 00, x-0, 
entonces 


(E a | 1 
meZ- + 0 (a) 
es I hd 
Hagamos v, = É » Y Mn = Ma — y La serie E vn diverge co- 


i 
mo la diferencia de series, de las cuales una converge y la otra diverge, La serie 
hal 1 

, € inch h ”, =0 no. 
Y a converge, e incluso absolutamente ya que wy (>) nea 


De esta forma, la serie dada J) u, diverge aunque su “parte principal” 
. a 


-p+ 
ye Da es una serie convergente. Así estas series son un ejemplo más de dos 
a 


series cuyos términos forman sucesiones equivalentes de las cuales una converge y la 
Otra diverge. 


35.11. CRITERIOS DE D'ALEMBERT Y CAUCHY 

PARA SERIES NUMÉRICAS ARBITRARIAS 
Si en el caso de la serie numérica (35.1) u, * 0,u,€C,n =1,2,... „existen 
un q, 0 < q < 1 y un número ng tal que para todos los » > n, se cumple la des- 


igualdad 


entonces por el criterio de D'Alembert, respectivamente de Cauchy (véase el 
p. 35.6) la serie dada converge y además absolutamente. 
Si existe un número n tal que para todos losn > ng tiene lugar la desigualdad 


Mal 05.60) 
Tu! 
6 
Va, > 1, (5.61) 


entonces a base de los criterios de D'Alembert y Cauchy sólo se puede afirmar que 
en este caso la serie de las magnitudes absolutas de los términos de la serie (35.1), os 


decir, la serie Y) 1u,! diverge, lo cual sólo significa que la serie dada no converge 
e 
absolutamente. 
En realidad, de (35.60) y de (35.61) se deduce que la serie dada (35.1) en general 
diverge. En efecto, como se ve de la demostración del criterlo de D'Alembert, 


respectivamente del criterio de Cauchy, aplicable a la serie F) lu! (véanse 
azi 

los teoremas 8 y 9 en el p. 35.6) cuando se cumple cada una de las condiciones 
(35.60) y (35.61) por separado la sucesión (1, 1} no tiende a cero, por o tanto tam- 
poco tiende a cero la sucesión (u,), es decir, no se cumple la condición necesaria de 
convergencia de la serie. _ 

Los criterios obtenidos de divergencia de la serie también se llaman habitual- 
mente criterios de D'Alembert y de Cauchy. 


35.12. SERIES CONVERGENTES QUE NO CONVERGEN ABSOLUTAMENTE. 
TEOREMA DE RIEMANN 


Sisuna serie converge, pero no absolutamente, entonces como será mostrado a 
continuación ya no se puede afirmar que reordenando sus términos obtendremos 
una serie convergente a la misma suma. La paradoja al final del p. 35.9 se explica 
con esta circunstancia: la serie allí obtenida (35.45) se diferencia, en el orden de los 
términos, de la serie dada (35.42) convergente, pero no absolutamente y por esto no 
se podía afirmar que su suma es también igual a S. Más aún la contradicción obteni- 
da muestra que esto a ciencia cierta no es así. 

Asi, la suma de la serie depende del orden de los sumandos, es decir, la ley comu- 
tativa de la suma no tiene lugar para las series convergentes no absolutamente, 

Si en la serie dada agrupamos de alguna manera sus términos sin infringir su or- 
den y los sumamos, entonces la sucesión de las sumas parciales de la serie obtenida 
será una subsucesión de las sumas parciales de la serie inicial. Por esto si la serie ori- 
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ginal converge, entonces convergerá también la nueva serie obtenida, además las su- 
mas de ambas series serán iguales. No obstante, si la serie dada diverge, entonces la 
segunda serie puede converger. Por ejemplo, la serie 1 — 1+1=1+1=1+ 
. diverge. Al agrupar dos a dos sus términos (1 — 1) + (1 - 1) + (I — 
— 1) + . . . obtendremos una serie convergente. De esta forma, en general, para las 
series no es cierta tampoco la ley asociativa de la suma. 
Analicemos algunas propiedades de las series convergentes, pero no absoluta- 
mente, con términos reales. Sea dada la serie 


E ur (35.62) 
eA 
Denotemos por u? , u$,» » +1, . . sus términos no negativos: u7 > Or Y por 
-up ug. sus términos negativos: uy > 0, tomados en el mismo 
orden qué estén situados en la serie (3550. Analicemos las series 
£ ut 05.69) 
Pi 
Eer (35.64) 


Señalemos que si la serie (35.63) contiene sólo un número finito de términos di- 
ferentes de cero, o la serie (35.64), todos los términos de la cual por definición son 
distintos de cero, está formada sólo por un número finito de términos, entonces co- 
'menzando desde un número, todos los términos de la serie original (35.62) tienen el 
mismo signo y por lo tanto su convergencia es equivalente a la convergencia absolu- 
ta. 

Lema 3. Si la serie (35.62) converge, pero no absolutamente, entonces ambas se- 
ries (35.63) y (35.64) divergen. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la serie (35.62) converge, es decir, existe el 


limite finito 
lim s, 95.65) 
donde s, son sus sumas parciales, n = 1,2, . . . . Denotemos por sp, m = 1,2, 
la suma parcial de orden m de la serie (35.63) y por sí .K = 1,2, 


ma parcial de orden k de la serie (35.64). Para comodidad hagamos además 
sé = sg = 0. Entonces para cualquier natural n existen» = món) yk = k(n) en- 
teros no negativos tales que 


s=sh- Sp. nem +k (35.66) 


además, por cuanto la serie (35.62) converge no absolutamente, entonces ambas se- 
ries (35.63) y (35.64) contienen un número infinito de términos diferentes de cero y 


por consiguiente lim m(n) = lim k(n) = +0. 05.57) 


Denotemos ahora por $, la suma parcial de orden 7 de la serie 
TAS 35.68) 
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Entonces evidentemente 
n= tsi. 05.69) 

Por cuanto la serie dada (35.62) no converge absolutamente, es decir, por cuan- 

to diverge la serie (35.68) entonces 

lims, = +œ. (35.70) 
Ambos sumandos del segundo miembro de la igualdad (35.69) son no negativos, por 
eso de (35.70) y de (35.67) se deduce que al menos uno de los sumandos señalados 
tiende al infinito cuando n — œ, Volviéndonos ahora a la igualdad (35.66) vemos 
¿que el primer miembro de esta igualdad tiene límite finito (véase (35.65)) y una de 
las sumas s,, y 37, según lo demostrado, tiende a infinito cuando n — oœ, Esto es 
posible sólo con la condición de que la segunda de las sumas analizadas también 
tiende a infinito cuando n — œ, 

Asi, ambas series (35.63) y (35.64) divergen. ( 

Teorema 17 (de Riemann), Sí la serie (35.62) converge, pero no absolutamente, 
entonces, cualquiera que sea el número A, se pueden reordenar los términos de esta 
serie de tal forma que la suma de la serie obtenida será igual a A. 

DEMOSTRACIÓN. Analicemos de nuevo las series (35.63) y (35.64). Por el lema 

Dueto (35.11) 


A) 


Du =+. (35.72) 
Pci 
Sea para mayor exactitud A > 0. Escojamos un número n, tal que 
uttu? +... tuh >A, 85.73) 
además en el caso cuando el número n, = 1 no satisface esta condición, la elección 
de n, la llevaremos a cabo aún de forma tal que se cumpla también la desigualdad 
UNREAL A (35.74) 


La existencia de los números n, para los cuales se cumple la condición (35.73) se de- 
duce de la condición (35.71), para que además se cumpla también la condición 
(35.74) es necesario tomar el menor de estos números n). 
Más adelante escojamos de la serie (35.64) los, primeros términos tales que 
UR A <A, 


además, en el caso cuando el número n, = 1 no satisface esta condición, la elección 
de n, la llevaremos a cabo de forma tal que se cumpla también la desigualdad 


A EY 


La existencia de tal número n, se demuestra partiendo de (35.72) análogamente a la 
existencia del número A. 

Escojamos de nuevo una subserie de la serie (35.63) con términos hasta cierto 
número n, de tal forma que se cumple la desigualdad 
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Para la sucesión de sus sumas parciales 
Snp Sm t da t at> 


a base de la construcción se cumplen las desigualdades 
A A 
además, la desviación del número A de cada una de las sumas parciales señaladas 
no es mayor que su último término 
MA er 05.76) 
Aquí por ug „ , está denotada la magnitud absoluta del término de la serie (34.75) 
con número 1, , y en la serie (34,75) y con el indice superior correspondiente **+*" 
bnat, 
Por la convergencia de la serie original (35.62) tenemos 
lim u, = 0, 


y ya que cuando k — œ el número del término u$, 
tiende a œ, entonces 


menart? 


Smem sa 


+ y Sn la serie (35.62) también 


maano 
Por esto de (35.76) se deduce que 
lims, =A. 685.77) 


Kmene 
Si ahora tomamos cualquier suma parcial s, de la serie (35.75), entonces por la 
construcción de esta serie siempre se puede hallar un número k = k(n) tal que 
tendrá lugar o bien la desigualdad 
Sm ms 
© bien la desigualdad 


Sr mP Smerten 


y por esto de (35.77) se deduce que 
líms, = 4.0 
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Ejercicio 12. Demuéstrese que si la serie (35.62) converge pero no absolutamente, enton- 


es se puede reordenar sus términos de forma tal que la serie obtenida divergerá. En particular 
se puede hacer de forma tal que su suma sea igual a +o, — œ, e incluso que la sucesión de sus. 
sumas parciales no tenga limite finito ni infinito. 


35.13. TRANSFORMACIÓN DE ABEL. CRITERIOS 
DE CONVERGENCIA DE DIRICHLET Y DE ABEL 
En este punto serán demostrados los criterios suficientes de convergencia de se- 
ries numéricas, aplicables también para las series con términos complejos. 
Preliminarmente analicemos una transformación de las sumas del tipo 
Smad tabt... + aby (35.18) 


donde a, b, i = 1, 2, . . . , n son números complejos. Hagamos 
B, = b, B, =b, + bp... B, =b, tbt... tby 


entonces 
b, = B, b; = B, — By, 


y 
S= aB, + aB, — B,) +... + a,(B, — B, _ y). 
Abriendo los paréntesis y agrupando nuevamente los términos, obtenemos la igual- 
dad 
S = (0, ~ a}B, + (0, —a)B,+... + (a, 
De esta forma, finalmente tenemos 


E nh" E i-a, p8,+ 0,8, 
Esta transformación de las sumas del tipo (35.78) se denomina transformación de 
Abel”, ella es en cierto sentido un análogo de la integración por partes. Esta 
analogía se ve especialmente si escribimos la fórmula (35,79) de la forma. 


17 aB, 1 + 0,8, 


(35.79) 


. PEN) 
E aB,- B,- )=(0,8,-018)= Y (0, 1-98, 
M E 


Demostremos un lema con ayuda de la transformación de Abel. 
Lema 4 (desigualdad de Abel). Si 
2/>0,p=1,2,...,n-1, (35.80) 


45% pi=1,2... 0-19 (35.81) 


* N. Abel (1802 — 1829), matemático noruego. 
* De estas desigualdades se deduce que los números a, Í = 1, 2, . ... n, son reales. 
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ld, +.-+b1<B, beC, i=1,2,....m 0582) 
entonces t 
| E op) <B(la,! + 210,1). 5.83) 


M 
En efecto por las condiciones (35.80) 6 (35.81) todas las diferencias a; — a, 

en la fórmula (35.79) son de un mismo signo y por esto en virtud de las fórmulas 

(35.19) y la condición (35.82) tenemos: 


| E pl < E la-0,, ¡118 + 10,1 18,1 < 
.-s 


m A 
<s Í| z | + la, ] = Bla,- a,! + 1a,11< Bllay! + 210,1). D 
si 
Es sustancial prestar atención a que en la desigualdad de Abel la estimación de la 
suma analizada se da a través del primero y el último de sus términos y no depende 
del número de sumandos en esta suma. 
Teorema 18 (criterio de Dirichlet). Sea dada la serie 


E nb, (35.84) 
tal que la sucesión fa,) tiende a cero monótonamente y la sucesión de sumas par- 
ciales (B,) de la serie” © 

MONETA 
es acotada, entonces la serie (35.78) converge. 

DEMOSTRACIÓN. En virtud de la acotación de la sucesión [8,] existe un número 

B > Otalque¡B,!| < Bparatodoslosn = 1,2,... +» De aquí se deduce que para 
cualquier n = 2, 3, y cualquier entero p > 0 

VE» 


Sea dado e > O. De la condición lim 
mero n, tal que para todos los n > n, se cumple la desigualdad 


la, < $ (35.86) 


18.) 781118, 1 +18, 11528. (35.85) 


-p 


0 se deduce la existencia de un nó- 


» 
Ahora aplicando la desigualdad de Abel (35.83) a lasuma E ab;donden > n, y 


prestando atención a las desigualdades (35.85) y (35.86) obtendremos: 


Eso 


de aquí, por el criterio de Cauchy se deduce que la serie (35.84) converge. O 


<2Bla,l + 21a, , p1) < 6, 


-. 
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En calidad de ejemplo analicemos la serie 


y => (95.87) 


Ante todo, sia + 2xm,m = 0, +1, %2,... , entonces 
. 2sen $ senka 
E p ne, 
2sen $ 
2 
t Pi 1 
Jeza (rei) tamos 
S 2 
a a 
2sen= pa 
sen 25en 7 
PLA 
E 7 Dn 
n? 
Y por esto . 2 
| y senka| < 
E sea] 
2 
Sia = 21m, m = 0, 21, £2,....., entonces todos los términos de las sumas 


É sen ka son iguales a cero, por esto, estas sumas para cualquier n son iguales a 
e 
cero y por consiguiente acotadas. De esta forma para todos losa, las sumas 
senka son acotadas. 
e 
Por otro lado la sucesión (1/n] decrece monótonamente y tiende a cero, por esto. 
por el criterio de Dirichlet la seric (35.87) converge para cualquier a. 
Observemos que el criterio de Leibniz (véase el p. 35.9) se deduce del criterio de 
Dirichlet. En efecto, si en la serie 


(Ye (95.88) 


dondea, > 2, , , > 0, hacemos b, = (-1)”, entonces, evidentemente, las sumas 
b, +... + Bn = 1,2, .  , son iguales acero o a la unidad y por esto son aco- 
tadas; en este Caso en virtud del criterio de Dirichlet la serie (35.88) converge. 

De la desigualdad de Abel (35.88) se puede obtener otro criterio más de conver- 
gencia de una serie. 
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Teorema 19 (criterio de Abel). Sila sucesión fa,) es monótona y acotada, y la se- 


, converge, entonces la serie (35.78) también con- 


ne Y bpb, eC,n = 1,2, 


verge. 
DEMOSTRACIÓN. En virtud de la acotación de la sucesión (a,) existe un número 
M > Otal que para todos los = 1,2, . . . se cumple la desigualdad la,| < M: 


Sea ahora dado £ > O. De la convergencia de la serie Y) b, se deduce la exis- 
e] 


tencia de un número n, tal que para todos los números n > n y todos los enteros 
p> Ose cumple la desiguidas | E dm s a| < 35y Por esto para todos tos núme- 


ros n > n, y todos los enteros p > O por el lema 4, es válida la desigualdad 


[Eaa 


do 
Por el criterio de Cauchy de convergencia de las series esto significa que la serie 
(35.84) converge. D 

Señalemos que el teorema 19 puede ser obtenido del teorema 18. En efecto, si se 
cumplen las condiciones del teorema 19, entonces por la monotonia y la acotación 
de la secesión (a,) existe el límite finito a = lim a, y por consiguiente la sucesión 


a,n =1,2,... , tlendea cero monótonamente. La sucesión de las su- 


e 
lal + 210, pp) < e 


mas parciales de la serie F b, es acotada ya que esta serie converge por condi- 
ati 4 
ción. Por esto, según el teorema 18 la sere E] c,b, converge. Pero c,b, = 


= a,b, — ab, ylaserie Y) ab, = a Y) b, también converge. Por consiguiente, 
es 
como suma de dos series convergentes, convetge también la serie 
E ab, = Ecbrta Doy 
si 4 
Ejemplo, Investigamos la convergencia de la serie 
- sennacos 
—_ — 35. 
hian pa 
a 
le p Senna dd > 
Observemos que la serie $) -—— converge por el criterio de Dirichlet: la su- 
E ¿Mnlnn 


cesión ¡Mende a cero monótonamente y la sucesión de sumas parciales de la 


na 
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serie J senna es acotada (véase el ejemplo anterior). La sucesión cos $, n = 2, 


3, ......, es monótona, por esto, según el criterio de Abel la serie (35.89) converge 
para todos losa. 


35.14.*, COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LOS RESTOS 
DE LAS SERIES CONVERGENTES Y DE LAS SUMAS PARCIALES 
DE ALGUNAS SERIES DIVERGENTES 


De forma semejante a las integrales impropias, para las series es necesario a ve- 
ces aclarar no sólo la cuestión de su convergencia, sino en el caso de convergencia de 
la serie estimar su velocidad, y en el caso de divergencia aclarar el carácter del com- 
portamiento de sus sumas parciales cuando crece su número. 

En el caso de las series de tipo 


Em 
donde f es una función decreciente no negativa, para problemas semejantes a veces 
se logra obtener respuesta con ayuda del método aplicado en la demostración del 
Citterio integral de convergencia de las series (visse el. 35. = En efecto, si la serie 


Y Jin) converge, y por consiguiente converge la integral í Y Gódx, entonces, de- 
sti 
notando como siempre, por 7, el resto de la serie analizada idad la desigual- 
dad 


4. pi mos y Í roar = Y sde (35.90) 


Esta es la estimación buscada del resto de la serie que muestra que cuando n — o 


este resto decrece no más lento que la integral | f(x)dx. 


Análogamente se obtiene la estimación inferior para el resto de la serie: 


n= E /0> E  [So0%%= | fdr. 65.9) 


adasi eea k a*i 


Si la serie D f(n) diverge y por consiguiente diverge también la integral 
Si 
i fix)dx, entonces, observando que 


OSK- | fide < SK) -fik + 1) 


35.14. Comportamiento asintótico de los restos eA 
y samando esos desigualdades por £ desde 1 hasta w, obtendremos: 


Ew- f sde < s0- fan + D < J0. 


De las desigualdades anteriores se deduce que la sucesión 


asi 


E/0- [100% n= 1,2 


de 
crece monótonamente y es acotada superiormente y por eso tiende a un limite finito. 
Dicho de otro modo, existe una constante c tal que 


ari 
[£10-5 | wdx] = c. (35.92) 
ai 
Es igualdad se puede transcribi en a forma 
asi 
$w- [ i iaie EEE a (35.93) 


ii 
donde lim £, = 0. Ella. muesra que con exactitud hasta una sucesión infinitesimal 
aa met 
las sumas parciales de la serie divergente E Jin) crecen, asi como | fx + c 
Ai i 


donde e es cierta constante. 


Ejemplos. 1. Analicemos ta serie armónica Y = , que suponiendo s6) = 


x > 1, escribiremos en la forma Y> f(n). 
i 


La función f(x) =}, x > 1 satisface las condiciones del teorema 10 y por 
x 


cuanto | T T Inta + 1), entonces de lo demostrado se deduce que existe una 


constante C tal que 


lalo dam neha., 
2 a n 


donde lim c, = 0. Esta constante C se llama constante de Euler. Observando que 
In(r + 1) — tnn = ln ( +2) — O cuando n — œ en la fórmula obtenida se 
7, 


puede sustituir In(r + 1) por inn (además, naturalmente, varía la sucesión £,, pero 
ésta permanece siendo una sucesión infinitesimal) 
O 


TPA ds Luimn+ 04 ep mid... (35.94) 


Es curioso observar que hasta ahora no se logra aclarar la naturaleza de la cons- 
tante culeriana en el sentido que no se conoce incluso si es un número racional o no- 


6179 
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De la fórmula (35.94) evidentemente se deduce la igualdad asintótica 


14d. + Le mmm, 10. 


2. Analicemos la serie Y -3,0 < a < 1. 


En este caso tomemos la función /69) = -È x > 1, entonces 


E 


De (35.92) y (35.93) para el caso dado se deduce que existe una constante c,, tal 
que 


en virtud de las fórmulas (35.90) y (35.91) obtendremos: 


; » 
e-a É X 


de donde 


> (35.95) 


35.14. Comportamiento asintótico de los restos ón 


Ya sabemos que esta serie converge y que su límite es igual al número (véase el 
ejemplo 6 en el p. 4.9): 


= (35.96) 
on! 


e= 


Estimemos el resto 7, de esta serie 
y 1 1 [ 1 1 ] 
- - 1+ + ES 
GD arD) “+2 a+D0+) 
1 


1 J 
altra .]- 


< 
1 1 n+2 1 
A — 059 
+0 _ 1 ne O 
n+2 
Por consiguiente si s, es una suma parcial de la serie (35.96), entonces 
c+ (35.98) 
y por la desigualdad (35.97) es válida la siguiente estimación del error al cambiar e 
por sy: í 
oces 


De esta forma el número e se puede calcular aproximadamente en forma de la 
suma 
SE 1 
Erre 
ME mi 
además, la estimación obtenida señala la exactitud de las aproximaciones obtenidas. 
OBSERVACIÓN. Si hacemos 
te, 
tantn, 


entonces de (35.97) obtendremos 
0<0,<1, 
y por consiguiente en virtud de (35.98) 


al + nl... (35.99) 
De aquí se deduce fácilmente que el número e es irracional. En efecto si e fuera 
un número racional: e = 7, meN, ne N, entonces por (95.9) seria válida la 


igualdad 
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de donde 


35.15. SOBRE LA SUMABILIDAD DE SERIES POR EL MÉTODO 
DE LAS MEDIAS ARTTMÉTICAS 

A veces tiene interés el estudio de las series divergentes, es decir, de las series cu- 
yas sumas parciales no tienden a un límite finito. Como ya vimos series semejantes 
dan la posibilidad de obtener fórmulas asintóticas (véanse el p. 35.14* y también el 
p. 37.10*). El estudio de las series divergentes es conveniente en particular en el caso 
cuando para ellas se logra definir con el método adecuado el concepto de suma. Los 
distintos métodos de definición de las sumas de series se llaman métodos de suma- 
ción de series. El método de sumación de una serie se llama regular si para una serie 
convergente su suma definida por este método coincide con su suma ordinaria (en 
este caso se dice: el método regular suma a la serie convergente a su suma). 


Analicemos el así llamado método de sumación de la serie con las medias aritmé- 
ticas de sus sumas parciales. Sea dada la serie 


at... +u + 


see neia., 


CEPE ESET 
una sucesión de sus sumas parciales. Denotemos por a, la media aritmética de los 
primeros n términos de esta sucesión 
CCA 
y AZ 

Definición 5. Una serie se llama sumable por el método de las medias aritméticas 
al número o, si la sucesión [o,) de las medias aritméticas de sus sumas parciales con- 
verge 


El método de sumación con las medias aritméticas es un método regular de su- 
mación, pues, del hecho de que cierta sucesión (x,) tiene límite se deduce que la su- 
cesión compuesta por las medias aritméticas de sus primeros n términos 


pa. TE T OEN 


tiene ese mismo limite (véase el ejemplo $ en el p. 3.1). 
Por otro lado, existen series divergentes que se suman por el método de las me- 

dias aritméticas. Tal ejemplo es la serie 
ia1+l=1+... (35.100) 


35.15. Sobre la sumabilidad de series sà 


k 
Aro. 


Por consiguiente, lim o, = Js decir, la serie (35100) se suma por el método 


de las medias aritméticas. 

Con la aplicación de la sumación de las series por el método de las medias arit- 
méticas nos encontraremos en el p. 55.6. 

Ejercicios, Investiguense la convergencia y la convergencia absoluta de las siguientes se- 


cies: 
e) ner » y (-=). 
ALCES n 
A 


En este caso sy = 0,52 -1 


raaka 
rou =G a- 


z. 


9. $ Ga- n 


as 
Problema 23 (criterio de Du Bois Reymond * de convergencia de una serie). De- 
muéstrese que la serie 


b, (a, y b, son números complejos) converge, 


sic Y b, converge y la serie Y) (a, — a, , 1) converge absolutamente. 


ms mi 


* P, Du Bois Reymond (1831 — 1899), matemático alemán. 
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Problema 24 (criterio de Dedekind de convergencia de una serie). Demuéstrese 


que la serie F a,b, (0, y b, son números complejos) converge, si la serie 
a A 
E (2, — bn . 1) converge absolutamente, lim a, = O y las sumas parciales de la 


serie Y) b, son acotadas. 


$ 36. SUCESIONES FUNCIONALES Y SERIES DE FUNCIONES 


36.1. CONVERGENCIA DE SUCESIONES FUNCIONALES 
Y SERIES DE FUNCIONES. 
En el presente párrafo analizaremos las sucesiones y series cuyos términos son 
ciertas funciones de valores complejos, es decir, las sucesiones 
SEC. n=1,2, 


y respectivamente las series 


E 100). uec, n=1,2... (36.2) 
aii 
Para cada valor fijo del argumento x estas sucesiones y series, evidentemente, repre- 
sentan las sucesiones y series numéricas y analizadas. 

Sea X cierto conjunto de elementos, en particular, el conjunto de puntos de una 
recta, de un plano de un espacio n-dimensional o en general de elementos de natura- 
leza arbitraria y sea (36.1), una sucesión de funciones que están definidas sobre el 
conjunto X y cuyos valores son en general números complejos. 

Definición 1. La sucesión (36.1) se llama acotada sobre el conjunto X, si existe 
una constante M > 0 tal que para todos losx e X y todos los n = 1, 2, .. . se 
cumplen las desigualdades OI < M. 


(A veces en este caso la sucesión (36.1) se llama también uniformemente acotada.) 
Definición 2. La sucesión (36.1) se llama decreciente (creciente) sobre el conjun- 
to X si para todos los x e X y todos losn = 1,2, . . se cumplen las desigualdades 


(36.1) 


Sa s 100 <fn 
(respectivamente, si para todos los xe X y todos los n = \, 2, . . . se cumplen las 
La + 109 > Sa. 


Esta definición, evidentemente, supone que las funciones /, (0), n = 1,2, 
toman valores reales. 

Definicion 3. La sucesión (36.1) se llama convergente en el punto” xy € X, si la 
sucesión numérica Y, (xo) converge. 


* Llamamos puntos a los elementos del conjunto X. 


36.1. Convergencia de sucesiones. 6s 


La sucesión (36.1) se llama convergente sobre el conjunto X si converge en cada 
punto del conjunto X. 

Si lim, 60) = f0), x € X, entonces se dice que la sucesión (36.1) converge a la 
función fọ), x € X. 

Una definición análoga se puede dar también pare la serie (36.2). 

Definición 3”. La serie (36.2) se llama convergente en el punto xy € X si converge 


la serie numérica $) uno). 
a 
La serie (36.2) se llama convergente sobre el conjunto X si converge en cada 
punto de este conjunto. 
Definición 4. La serie (36.2) se llama convergente absolutamente sobre el con- 


junto X si sobre el conjunto X converge la serie $) \u„(x)l. De forma semejante 


al caso de las series numéricas, la suma 


sb) = Y uo, neha, 
es 
se lama suma parcial n-ésima de la serie (36.2), el limite de las sumas parciales de la 
serie (36.2) convergente sobre el conjunto X se llama su suma s(x) 


ES 


La serie - 
mg) 063 
titei 
se llama resto n-esimo de la serie (36.2). El resto de la serie converge sobre X si y s6- 
Josi sobre X converge la misma serie (36.2). Si en este caso la suma del resto de la se- 
rie la denotamos por r, (x), entonces 


s0) = 3,00 + 1,00, 


Como en el caso de las series numéricas, por definición, cada serie de funciones 
es un par de sucesiones (u,(x)] y {s,(%)} donde u, {x} son sus terminos y s, (x), sus su- 


mas parciales 
5.00 = Y w n=1,2. 
mi 
Además para cada sucesión funcional (36.1) existe la serie (36.2) para la cual es 
una sucesión de sus sumas parciales. Los términos de esta serie se definen 
univocamente 


MOA, U Enah n 


Esta circunstancia da la posibilidad de parafrascar cualquier teorema, demostrado 
para las series de funciones, en el teorema correspondiente para las sucesiones fun- 
cionales y viceversa. Utilizaremos repetidas veces esta circunstancia. 


pa 


(36.4) 


7 es un número complejo. Investiguemos su convergencia absoluta, es decir, la con- 
vergencia de la seire con término n-ésimo u, = EL Aplicando el criterio de 
D'Alembert obtendremos 

lim “as la úm izl -0 

aiu iul EN 
para cualquier complejo z. De esta forma la serie (36.4) converge absolutamente y, 
entonces, sencillamente converge para cualquier complejo z o, como se dice común- 
mente, sobre todo el plano complejo. 

2. Estudiemos la convergencia de la serie 


ES e 
Perat etga e (36.5) 


zx es número real. Esta serie converge para todos losx. En efecto, six + 0, entonces 
tenemos la suma de una progresión geométrica con denominador 


q= e 0<g<l 
Y en este caso la suma s(x) de la serie (36.5) se calcula fácilmente: 


a 2 ie 
ra 


Six = 0, entonces todos los términos de la serie (36.5) son iguales a cero, por esto 
evidentemente la serie converge y s(0) = 0. 
De esta forma 


o para x=0. 
e ¡A para x +0. 
La gráfica de la función s(x) está representada en la fig. 148. 
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Como se ve, a pesar de que todos los términos de la serie (36.5) son funciones 
continuas y la serie converge en todos los puntos del eje real, su suma es una función 
discontinua. Por consiguiente en el caso de las series convergentes (36.2) cuyos tér- 
minos son funciones reales continuas u, (x) su suma s(x), en general, no es continua, 
es decir 


O + soo = É ue) 


o lo que es lo mismo - - 
m, D woa z lim 10). 


De esta forma, el límite de la suma de un número infinito de sumandos no es igual 
obligatoriamente a la suma de sus limites. 

La serle analizada (36.5) muestra, cómo en procesos límites (la progresión geo- 
métrica) de funciones continuas sencillas surgen funciones discontinuas que son de 
naturaleza mucho más compleja. 

En el futuro aclararemos las condiciones, para las cuales se puede garantizar la 
continuidad de la suma de una serie convergente de funciones continuas. 

Ejercicios.. Investiguense la convergencia y la convergencia absoluta de las series: 


A n N me sennx 
7 > + 
r 


3.2. CONVERGENCIA UNIFORME DE LAS SUCESIONES 
FUNCIONALES 
Definición 5. Sean dadas la sucesión de funciones (36.1) y la función f, definidas 
sobre el conjunto X. Diremos que la sucesión señalada converge a la función f uni- 
formemente sobre el conjunto X si para cualquier £ > 0 existe un número n, tal 
que si n > n, entonces para todos los x e X se cumple la desigualdad 
In) SON < e. (36.6) 


La sucesión (36.1) se llama convergente un(formemente sobre el conjunto X, si 
existe una función f a la cual ella uniformemente converge sobre X. 

Es evidente que si la sucesión (36.1) converge uniformemente a la función / 
sobre el conjunto X, entonces también converge sencillamente a esta función 
sobre X, 

Si la sucesión [/„} converge sobre el conjunto X a la función f, entonces escribi- 
remos esto simbólicamente de la siguiente forma 

hit 
Si esta sucesión converge uniformemente sobre X a la función f, entonces escribire- 


mos 
hat 


FIG. 149 


Observemos que si la sucesión (36.1) converge sencillamente a la función f sobre 
el conjunto X, entonces esto significa que para cualquier £ > 0 y cualquier x e X 
existe el número ng = ng (£, x) dependiente tanto de e, como de x, tal que para to- 
dos los números n > ny tiene lugar la desigualdad (36.6). 

La esencia de la convergencia uniforme de una sucesión de funciones consiste en 
que para cualquier e > O se puede elegir un número n, dependiente sólo del e 
dado y no dependiente de la elección del punto x € X, tal que para n > n, la desi- 
gualdad (36.6) se cumplirá en todos los puntos sobre el conjunto X, es decir, “las 
gráficas” de las funciones /, estarán situadas en la e-franja”” que rodea a la gráfica 
de la función / (fig. 149). 

De esta forma, en el caso de la convergencia uniforme para cualquier £ > O, pa- 
ra todos los n suficientemente grandes (precisamente para n > n,), los valores de 
las funciones /, aproximan a la función f con un error menor que e, en todos los 
puntos del conjunto X. 

Escribamos, para mayor claridad, las definiciones de sucesiones convergentes y 
convergentes uniformemente sobre el conjunto X con ayuda de los símbolos de exis- 
tencia y universalidad: 


hz Siwe > Oxe Nann > nfa) -S < 83 


hF N> DARME Nn > n):1,/60 -SWI < e, 
En esta escritura una definición se diferencia dela otra por la permutación de los 
símbolos (vx € X) y (3n,). 
Ejemplos. 1. La sucesión 
os (36.7) 


sobre el segmento [0, q), 0 < q < 1, converge uniformemente a la función idénti- 
camente igual a cero. En efecto, si O < x < q, entonces 
Osca, n=1,2, 66.8) 


Por cuanto lim g" = 0 entonces para cualquier ¿ > 0 fijo existe un n, tal que 
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FIG. 150 


q" < e para todos losn > n,. En virtud de la desigualdad (36.8) 0 < x” < e para 
todos los n > n, y todos los x e (0, q). 

2. La misma sucesión (36.7) sobre el intervalo semiabierto (0, 1) también, evi- 
dentemente converge a la función idénticamente igual a cero: S-o, 


0 < x < 1. No obstante en este caso la convergencia ya no es uniforme (fig. 150). 
En efecto, si la sucesión", n = 1,2, . . . , convergiera uniformemente sobre el in- 
tervalo semiabierto (0, 1) a cierta función, entonces también convergería sencilla- 
mente a esta función. Por esto la sucesión (36.7) puede, sobre el intervalo semiabier- 
to (0, 1), uniformemente converger, sólo a la función igual a cero en todos los pun- 
tos de este intervalo semiabierto. 

Observemos que para cualquier n natural fijo lim” = 1. Por consiguiente 


cuálquiera que sea £, 0 < £ < 1, para un n fijo se halla un x,, 0 < x, < 1, tal que 
x3 > £ (por ejemplo, para x, = VE tendremos x3 = £). Por esto para un € fijo, 
0'< e < 1, no existe un número N tal que para todos losn > N y todos los x e (0, 
1) se cumplirá la desigualdad (36.6) cuando /, (1) = x", f(x) = 0,0 < x < 1. Más 
aún, cualquiera que sea N que tomemos, para cada n > N se encuentra un x € (0, 
1) tal que para él se cumplirá la desigualdad contraria a la desigualdad (36.6), es de- 


cir, 
14,00) SON > 


(en calidad de x concreto aquí podemos tomar por ejemplo, x,). 

Asi la convergencia no uniforme de la sucesión (36.7) sobre el intervalo se- 
miabierto [0, 1) está demostrada. Observemos que de los razonamientos realizados 
se deduce que la sucesión (36.7) tampoco converge uniformemente sobre cualquier 
intervalo del tipo (r, 1) donde O < 7 < 1, en particular, sobre el intervalo (0, 1). 

Se debe prestar atención a que si la sucesión de las funciones f, (x) definidas 
sobre el conjunto X no converge uniformemente sobre cierto subconjunto Xy C X, 
entonces a ciencia cierta no converge uniformemente tampoco sobre el propio con- 
junto X; si las condiciones de la definición 1 no se cumplen para todos los puntos 
x e Xp entonces éstas, a ciencia cierta no se cumplen para todos los puntos del con- 
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junto X. Al mismo tiempo, si la sucesión de funciones converge uniformemente 
sobre determinado conjunto, entonces tanto mucho converge uniformemente sobre 
cada uno de sus subconjuntos. 

De aquí se deduce, por ejemplo, que la sucesión (36.7) convergente sobre el seg- 
mento (0, 1] a la función 


s% = { 


O cuando 0<x< 1, 
1 cuando x= 1, 


no converge sobre este uniformemente ya que no converge uniformemente sobre el 
intervalo semiabierto [0, 1). 

Pasemos a la descripción de los criterios de convergencia uniforme. Para la fun- 
ción fy la sucesión de funciones [/,] dadas sobre cierto conjunto X analizaremos 
la sucesión de números (finitos o infinitos) 


ERSO, md (36.9) 


pertenecientes, en general, al conjunto ampliado de los números reales R (véase el 
P. 2.5) y su límite (véase el p. 3.2). 

Si la sucesión /,) converge uniformemente sobre el conjunto X, hacia la función 
S, entonces existe un número no, tal que, para todos los m > ny las cotas superiores 
(36.9) son finitas. En efecto, si f, = f, entonces por la definición de convergencia 
uniforme, para cualquier £ > O, por ejemplo, para £ = 1, existe un número np, tal 
que, para todos los” > np y todos losx e X se cumple la desigualdad 

Y, 60 = S <1 
y por lo tanto, también la desigualdad 


Sp, O JO E La 


Por esto, para n > no, todas las cotas superiores (36.9) son finitas. 
Teorema 1. Una sucesión de funciones [/,), definidas sobre el conjunto X, con- 
verge uniformemente sobre este conjunto, hacia la función f, si y sólo si 
Am sup Ie) -SGN = 0. (36.10) 


Corotario. Para que la sucesión (/,) converja uniformemente hacia la función f 
sobre el conjunto X, es necesario y suficiente, que se encuentre una sucesión numé- 
rica fap) tal que 

. ima, =0, a, > 0, (86.11) 
y exista un múmero ng tal que, para todos losn > noy todos los x € X, se cumpla la 
desigualdad 


VASCOS 66.12) 


DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Si se cumplen las condiciones de la definición 5, 
entonces para cada £ > 0 existe un número n, tal que, para todos los n > n, y to- 


36. de las sucesiones, EN 


dos los x € X, se cumple la desigualdad 
I = SON < 
Tomando el n, señalado, para todos los n > n, tendremos 
su 160 001 <<e 


y esto, por la definición de limite de una sucesión numérica, significa que se cumple 
la condición (36.10). 

Por el contrario, si la condición (36.10) se cumple, entonces por la definición de 
límite finito para una sucesión de elementos de R, para cualquier e > 0, existe un 
número n, tal que para todos losn > n, se cumple la desigualdad 


R I SO < e. 


De aqui se deduce que, para todos losn > n, y para todos los x e X, es válida la de- 
sigualdad 
14,00) = SO < e, 


es decir, se cumplen las condiciones de la definición $. O 
Debido a que casi todos los términos de la sucesión de cotas superiores (36.9) pa- 
ra las sucesiones de funciones uniformemente convergentes son finitos, el criterio 
(36.10) en esencia, reduce el concepto de convergencia uniforme de una sucesión 
funcional, al concepto de convergencia de una sucesión numérica. 
DEMOSTRACIÓN DEL COROLARIO. Si, = f, entonces por lo dicho anteriormente, 


existe un número n tal que para todos los n > ng todas las cotas superiores (36.9) 
son finitas. Por esto, en calidad de sucesión fa,] podemos tomar, 

an= g UL) Sl, n nono + h 
(evidentemente a, > 0), eligiendo los primeros términos, a, Ay ~ 19 de una 


forma arbitraria. Entonces para n > mp, la condición (36.12) se cumple de una for- 
ma evidente, y según (36.10), tendremos lim a, = 0. 


Si existe la sucesión numérica [a,), que satisface las condiciones (36.11) y 
(36.12), entonces por (36.12) para cualquier n > ng se cumple la desigualdad 
ER I -SON < A 


Pasando en ella al límite cuando # — œ, obtendremos por (36.11), que 
im sup 1,00) — 001 


El cumplimiento de esta condición significa (véase el teorema 1) la convergencia 
uniforme de la sucesión (f,) a la función f sobre el conjunto X. D 

Ejemplos. 3. Demostremos otra vez más con ayuda de la condición (36.10), que 
la sucesión x", n = 1, 2, . . . , no converge uniformemente sobre el intervalo se- 
miabierto [0, 1). Ya que el límite de la sucesión señalada sobre el intervalo se- 


FIG. 151 


miabierto analizado es igual a cero, entonces la afirmación hecha se deduce inme- 
diatamente de la igualdad evidente (para cualquier n = 1, 2, ... , dado), 
sup Lx" — Ol = 1, dela cual se ve claramente que la condición (36.10) de conver- 
akn 
gencia uniforme, en el caso dado, no se cumple. 

4. La sucesión f0) “Lem 1,2,... ,0.<x < 1, converge uniforme- 
mente sobre el segmento [0, 1] (fig. 151). 

En efecto, ya que iml=oyo<leel occ hash., 


entonces la afirmación expresada se deduce del corolario del teorema 1. 

Enunciemos y demostremos el criterio de convergencia uniforme de una suce- 
sión, habitualmente llamado criterio de Cauchy. 

Teorema 2 (criterio de Cauchy de convergencia uniforme de sucesiones). Para 
que la sucesión de funciones fy, n = 1,2, . .. , definidas sobre un conjunto X, 
converja uniformemente sobre este conjunto, es necesario y suficiente que para 
cualquier e > Dexista un número n, tal que para todos los números n > n,, todos 
los enteros p > 0 y todos los puntos x € X se cumple la desigualdad 

Ia sp0) -Al < e. (36.13) 


DEMOSTRACIÓN DE LA NECESIDAD. Supongamos que la sucesión {/,} converge 
uniformemente sobre el conjunto X. Entonces, por la definición de convergencia 
uniforme, existe una función f tal que, para cualquier e > 0, existe un número 7, 
tal que, para todos los n > n, y todos los x € X se cumple la desigualdad 

1160 — fal <$ 
Por esto, sin > n, y p > 0, entonces para todas las x e X obtendremos 
Un p = AA S Un 4 pO) O + 1/60 rO < e. 
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DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA. Si se cumple la condición (36.13), entonces 

para cualquier x € X dado, la sucesión 

TIO EEN (36.14) 
cs una sucesión numérica que satisface el criterio de Cauchy (véanse el p. 3.7 y el 
P. 23.3), y por esto converge, 

Denotemos el límite de la sucesión (36.14) sobre el conjunto X por fix). Mostre- 
mos que la sucesión {/,] converge uniformemente a la función / sobre el conjunto X. 
En efecto, por la condición (36.13) para cualquier £ > O existe un n, tal que, para 
todos los n > n, todos los enteros p > O y todas las x e X, es válida Ía desigualdad 


Wms- 06.15 
Observando que A + 0%) = f(x), pasemos el límite en la desigualdad (36.15) 


cuando p => œ, entonces para todos los n > n, y todos los x € X obtendremos 
YO — Jo! <$ <e 

y esto significa que /, 34. O 

Para concluir, señalemos dos propiedades de las sucesiones uniformemente con- 
vergentes. 

1°, Si las sucesiones (f,] y [g,) convergen uniformemente a las funciones f y g, 
respectivamente, sobre el conjunto X, entonces cualquier combinación lineal 
Bn + 18), À € C, p € C, de las sucesiones dadas también converge uniformemente 
sobre este conjunto a la misma combinación lineal de las funciones límites, es decir, 
aN + pg 

DEMOSTRACIÓN. SIA = p = 0, entonces la afirmación es evidente. Sea al menos 
uno de los números A ó y diferente de cero, es decir, IA! + lal > 0. Fijemos ar- 
bitrariamente £ > 0. En virtud de las condiciones /, = / Y 8, = 8, existe un núme- 


rong tal que, para todos los n > noy todos los x e X, se cumplen las desigualdades 


U = JOI < ¡gr Ea — 001 < 
y por esto, también la desigualdad 
104,00 + 18,09] — DICO + ago]! < 

S IM 14,60 = AO + lal 18,60) — 8601 < 


+ all e. 
SÓ UE Fi 


A 
TAT + Tal 


Según la definición de convergencia uniforme, esto significa que Mp + 
+6, 3 + ue D 

2°. Si la sucesión [f,) converge uniformemente sobre el conjunto X a la función 
J. y la función g es acotada sobre este conjunto, entonces la sucesión (gf,) también 
converge uniformemente sobre X a la función gf. 
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DEMOSTRACIÓN. La acotación de la función g sobre el conjunto X significa que 
existe un M > 0 tal que, para todas las xeX se cumple la desigualdad 
12(x)! < M. En virtud de la convergencia uniforme sobre el conjunto X de la suce- 
sión (/,] a la función f, existen un número ¿tal que, para todos losn > noy todos 
losx e X, se cumple la desigualdad 

O JON <y 
y por esto también la desigualdad 
IROS = OA = 12001 1/0) — SON < € 


Esto significa que g/, Z 8/. O 


36.3. SERIES DE FUNCIONES UNIFORMEMENTE CONVERGENTES 


Para las series, naturalmente, también se puede introducir el concepto de con- 
vergencia uniforme. 
Definición 6, La serie - 


E mw 0619 


cuyos términos son funciones, definidas sobre el conjunto X, se llama uniforme- 
mente convergente sobre este conjunto, si la sucesión de sus sumas parciales conver- 
ge uniformemente sobre X. 

De esta forma, la convergencia uniforme de la serie (36.16) significa la existencia 
de una función s(x) tal que 


E) (86.17) 
(aqui, como siempre s, (x) es la suma parcial de orden n de la serie (36.16).n = 1,2, 


Ya que de (36.17) se deduce que s,(X) — s(x) sobre X, entonces s(x) es la suma 
de la serie (36.16). 
Hagamos. - 
nD E uo 
tere 
Entonces s(x) — s„() = 7,(%) y la condición (36.17) para la serie convergente 
sobre X se puede transcribir en la forma equivalente: 


1,6050, 66.18) 


de donde en virtud de la equivalencia de la definición $ de convergencia uniforme de 
una sucesión de funciones y la condición (36.10) se deduce que para que la serie 
(36.16) convergente sobre X converja uniformemente sobre el conjunto X, es nece- 
sario y suficiente que 


a sup 11, 4)1 = 0. 36.19) 
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De esta forma, de la convergencia uniforme de la serie, en particular, se deriva 
que a partir ck un cierto número las cotas superiores 
sup Ir, 601 

son finitas, y la condición (36.19) reduce el concepto de convergencia uniforme dela 
serie al concepto de tendencia a cero de la sucesión mumérica de estas cotas supe- 
Po enatenros una propiedad esencial de las series uniformemente convergentes. 

Teorema 3 (condición necesaria de la convergencia uniforme de una serle). Sido 
serie (36.16) converge uniformemente sobre el conjunto X, entonces ta sucesión de 
sus términos u,(x), n = 1,2,.... ; tiende hacia cero uniformemente sobre X, es 


decir, 
4,60 70. 
7 


De forma breve esta propiedad se expresa de la forma siguiente: el término gene- 
ral de una serie uniformemente convergente tiende uniformemente a cero. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la serie (36.16) converge uniformemente sobre 
el conjunto X. Denotemos sus sumas parciales, como es usual, por s(x), y su suma 
por s(x), x e X. Entonces para cualquier z > O existe un número n, tal que para to- 
dos losn > n, y todos losx e X se cumple la desigualdad 


15,0 — s) < i b 
Por esto para todos los n > n, y todos los x € X es válida también la desigualdad 
lun 4 1001 = ls, , 100 = 5,001 = Ms, . 00 — 500] + 1560) = 5001 < 


< ls, + 160 — SI + 15, (0) = so)! <przne 


Esto significa la convergencia uniforme (sobre el conjunto X) a cero da la sucesión 
de términos de la serie uniformemente convergente sobre este conjunto. O 

Señalemos que en virtud de la condición (36.10). el hecho de que el término ge- 
neral de la serie (36.16) tienda uniformemente a cero, significa que 

14,00! = 
A Aoa 

Con ayuda del teorema 3, a veces se logra establecer que la serie analizada no 
converge uniformemente. Así, la serie cuyos términos forman una progresión geo- 
métrica Y) x” no converge uniformemente sobre el intervalo (0, 1), ya que como 
esto fue mostrado en el p. 36.2 (véase el ejemplo 2), la sucesión x", n = 0, 1, 2, 
+.» «, de los términos de esta serie no converge uniformemente a cero sobre este in- 
propósito, se deduce que la serie P) 2”, donde z es un número 

«o 

complejo, tampoco converge uniformemente en el circulo unitario Iz! < 1, puesto 
que no converge uniformemente ya sobre el subconjunto (0, 1) de este círculo. 


tervalo. De aqui, 


406179 
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A menudo resulta útil el siguiente criterio suficiente de la convergencia unifor- 


Teorema 4 (criterio Welerstrass). Sean dodas dos series: una de funciones 
(36.16), cuyos términos son las funciones u,(x), definidas sobre el conjunto X, y 
otra numérica 


y tm 24>0 n=1,23,... (36.20) 
y 
Si la serie (36.20) converge y para cualquier x e X se cumple la desigualdad 
IOl Kap n= 1,2. py (621) 


entonces la serie (36.16) converge absoluta y uniformemente sobre el conjunto X. 
La convergencia absoluta de la serie (36.16) sobre X, en el caso de convergencia 
de la serle (36.20) se deduce inmediatamente, por el criterio de comparación, de la 
desigualdad (36.21). La convergencia uniforme de esta serie se deduce fácilmente 
del teorema 1 de este punto. Sin embargo, daremos su demostración directa. 
Sea s(x) la suma de la serie (36.21) y s(x), su suma parcial. En virtud de la con- 
vergencia de la serie (36.20) para cualquier £ > 0, existe un número n, > Otal que 


para todos los n > n se cumple la desigualdad (véase (35.10), $ ay < £. Pero 
entonces, cuando todos los n > n, y todos los. € X, para los restos 7, (x) = s(x) = 
Sy/%) de la serie (36.16) (según lo demostrado anteriormente es absolutamente con- 
vergente, por lo tanto, simplemente convergente, por esto, la igualdad 7, (+) = s(x) — 
= 3,6), tiene sentido), tendremos 


Is) = sl = 17,1 = | E 20] < E lunbol< E on <e. 
Esto significa, por la definición $, la convergencia absoluta de la serie (36.16) sobre 
el conjunto X. O 

Señalemos que la serie (36.20) se llama serie que mayorea la serie (36.16). 


En calidad de ejemplo tomemos otra vez la serie $) 2”, cuyos términos forman 
Ze 


una progresión geométrica. Analicémosla en el círculo de radio r: lzl < r, donde 


0 < r < 1. Porcuanto la serie numérica $) 7" con términos no negativos que for- 
o 

man una sucesión geométrica infinitamente decreciente, converge y para los térmi- 
nos de la serie funcional dada es válida la estimación 12"1 < 7”, ya que Izl < 7, 
entonces según el criterio de Weierstrass converge uniformemente en cualquier 
circulo iz! < r < 1. Al mismo tiempo, como fue demostrado anteriormente, esta 
serie no converge uniformemente en el círculo Iz! < 1. 

Elcriterio de Weierstrass da sólo las condiciones suficientes para la convergencia 
uniforme de una serie, las que de ningún modo son necesarias. Es muy fácil conven- 
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cerse de esto para las series, en las cuales a medida que crecen los números de térmi- 
=d 


=2 (como toda se- 


nos se alternan sus signos. En efecto, la serie convergente Y 


ie numrin convergente), puede ser analizada como una serie uniformemente sor- 
(EN 


vergente, por ejemplo, sobre todo el eje numérico R: sus términos u, son 


funciones constantes sobre R. Al mismo tiempo toda serie numérica D) a,, que sa- 


tisface la condición lup} < ap, es decir, en el caso dado la condición = < an, 


n= 1,2, ......, diverge según el criterio de comparación. De esta forma, la serie 
Ser S 
adi on 
las condiciones del criterio de Weierstrass, no existe. 
Se puede mostrar que más aún, las condiciones del criterio de Welerstrass no son 
necesarias para la convergencia uniforme, incluso de las series cuyos términos son 
todos no negativos. Para convencerse de esto, citemos un ejemplo de una serie uni- 


formemente convergente sobre el segmento [0, 1), $] u,(x) con términos no nega- 
i - 


converge uniformemente, y la serie convergente F, ap, que satisface 


tivos, para la cual tampoco existe la serie numérica convergente E 2, que satisfa- 
ati 
ga la condición (36.21). 
Definamos el término de la serie u, (x) de la forma siguiente: mato = Osobre los 


mberah GG D) irem 
h 


I El AE) EJ S ati estt representada en ai. 152 


a h, 


u(x) es lineal y continua sobre cada uno de los segmentos 


sm 


La serie É 1, (x) converge uniformemente sobre el segmento (0, 1]. En efecto, 


sina Y ubdeselrestodeestaseric,n = 1 
EN 


quier xe [0, 1), entre sus términos existe no más de uno, para el cual u(x) + O, 


- y entonces para cual- 


1 
K> n + 1 En este caso, evidentemente, O < 40) <} < zie POr eso 


ETAD PH 7 Por lo tanto, ra) <=, O, cuando z — œ, es decir, la serie 
analizada converge uniformemente sobre el segmento 10, 1}. 


w 


FIG. 152 


Si Y) a, es una serie numérica tal que, para todoslosx e [0, 1], se cumple la de- 


sigualdad O < 4,0%) < a,, entonces 
1 
FT O< ay 


Por cuanto la serie armónica J> = es divergente, entonces también diverge la 


serie D, ay De esta forma, en el caso analizado, una serie numerica que satisfa- 
ai 


ga, con respecto a la serie funcional > u,(x), las condiciones del criterio de 


Weierstrass, a ciencia cierta no existe. 
Pasemos ahora a las condiciones de convergencia uniforme de una serie, que son 


simultáneamente necesarias y suficientes. 
Observando que pe 
Ss 05. -10= E ut 06.22) 


kia 


del teorema 2 obtenemos el siguiente criterio de convergencia uniforme. 

Teorema $ (criterio de Cauchy de convergencia uniforme de las seres). Para que 
la serie (36,16) converja uniformemente sobre el conjunto X, es necesario y suficien- 
te, que para cualquier e > Dexista un número n, tal que, para todos losn > ny, to- 
dos los enteros p > O y todos losx e X, se cumpla la desigualdad 


aer 
| uw <e. 06.23) 


Es evidente, que del criterio de Cauchy de convergencia uniforme de una serie, se 
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Obtiene otra vez (si en (36.23) hacemos p = 0), el teorema 3, es decir, la condición 
necesaria para la convergencia de la serie (36.16). 


Ejercicio 3. Aclárese, si la serie del tipo E] 0,2" (a, Y z son números complejos), que 
Ai 
tiene un número infinito de coeficientes diferentes de cero, puede converger uniformemente 
sobre todo el plano complejo. 


jemplos. 1. Analicemos de nuevo la serie (véase el p. 36.1) 


2 z 
A SÓ aida (66.4) 


y mostremos que, cualquiera que sea el número 7 > 0, la serie (36.4) converge uni- 
formemente en el circulo Izl < 7. 

Como ya hemos visto, la serie (36.4) converge para cualquier complejo z, en par- 
ticular, para z = 7, es decir, la serie numérica 


lar 


converge, Tomándola en calidad de serie de comparación (36.20) para la serie 


(36.4), cuando Izl < r, tenemos 12 < 5 Por esto nuestra afirmación sobre la. 


convergencia uniforme de la serie (36.4) se deduce directamente del teorema 4. 

Mostremos que la serie (36.4) no converge uniformemente sobre todo el plano 
complejo. Esto se deduce del hecho de que en el caso dado, no se cumple la condi- 
ción necesaria de la convergencia uniforme de una serie (véase el teorema 3). En 
efecto, para cualquier ny fijo 


129/mp 1 = +0. 624) 


Por esto, si € > 0 es dado, entonces cualquierg que sea ny > O según (36.24), se 
puede elegir zp de tal forma que 
EEES 
es decir, 2"/n!, no tiende uniformemente a cero sobre todo el plano complejo. 
2. Investiguemos la convergencia uniforme de la serie 


xsennx 


VEA y 


-0<x<+o (36.25) 


Ante todo observemos que 
La 


xsenme 
À (6. 
[ee <A Ren 
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Más adelante, 1 + mx? > 21x1Vn, por esto 


Lol 
-m (36.27) 
en y 


1 
NS 
VAR) nm) 


A | 
Y rie r it Wei debi- 
aauelaserie E Zas converge, entonces por el criterio de Weierstrass 
do a las desigualdades (36.26) y (36.27), la serie inicial (36.25) converge uniforme- 
mente sobre todo el eje real. 
3. Analicemos la serie. 
E e senny. (36.28) 
Evidentemente, le=““sennxi < mixle""%2, Hallemos el máximo de la función 
1,6) = nlxle7”™™? 
para un n dado. La función v,(x) es par, por esto es suficiente analizar solamente el 
caso x > 0 (¿por qué?). La derivada v, (x) = n(1 — 2n5x2)e" "2 se anula en el 
punto xp = a Por cuanto v,(x) > 0 para todas losx, v,(0) = 0 y 
y 
lim_ v,(x) = O, entonces en el punto xy la función v,(x) tiene un máximo (¿por 


qué). 
Por esto 


y ya que la serie E) py converge, entonces por el criterio de Weierstrass, la serie 
(36.28) converge uniformemente sobre todo el eje real. 

El método, utilizado para establecer 'a convergencia uniforme de la serie (36.28) 
Qa investigación con respecto al extremo del módulo del término general o de su 
mayorante, con los métodos del cálculo diferencia), es suficientemente general y 
con frecuencia se utiliza en la práctica. Con este método se hubiera podido inves- 
tigar la convergencia uniforme de la serie (36.25), sin embargo, el método utilizado 
más arriba en la investigación de esta serie conduce más rápidamente al objetivo. 

4. Analicemos la serie. 


S ertt 


ES (36.29) 


Hemos utilizado aquí desigualdad 22) < a? + b?, la que se obtiene inmediatamente 
de la desigualdad evidente (a — b}? > 0. 
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Por el criterio de Leibniz (véase el p. 35.9), converge para cualquier x real, 
fue señalado allí mismo, el resto de la serie se estima por su primer término: 


irni < a zx 


De esto se deduce que 
1,00 = Ocuando =œ < x < +0, 


es decir, la serie (36.29) converge uniformemente sobre todo el eje real. 

Mosiremos que ea serie no converge absolutamente ca todo los puntos 
efecto, escojamos para un número x dado, cualquier natural n, tal quex? < Tie 
tonces para todos los n > 1, s€ cumplirá la desigualdad x? < ns Y, por lo famo, 
también la desigualdad á 


sn 


1 
> 


Si 

Y ya que la serie.) — diverge, entonces por el criterio de comparación, la serie 
(36.29) no converge absolutamente. 

Ejercicio 4. Ctese un ejemplo de serie, que converja absolutamente en todos los pun- 
tos de un cierto conjunto, pero que no converja uniformemente sobre este conjunto. 

Indicación. Es útil cecordas el ejemplo 2 del p. 36.1. 

Demostremos ahora un criterio suficiente de convergencia uniforme, aplicable, 
a diferencia del criterio de Welerstrass, a las series que no convergen absolutamente. 
Este criterio, por su enunciado, recuerda el criterio de Dirichlet para la convergencia 
de las series numéricas (véase el p. 35.13) y por primera vez aparece en los trabajos 


de Hardy”. 
Teorema 6. Sea dada la serie 
E an, 0) (26.30) 
en la cual las funciones a,(x) y b,(¥).n = 1,2, . .., están definidas sobre el con- 


Junto X y tales que 
1) La sucesión la,(x)] es monótona para cada x e X y tiende uniformemente a 
cero sobre X; 
2) la sucesión de las sumas parciales B,(3), n = 1,2, 


È Ko 


+ de la serie 


está acotada sobre el conjunto X. 
Entonces la serie (36.30) converge uniformemente sobre el conjunto X. 


9) G. Hardy (1877 — 1947), matemático inglés. 
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DEMOSTRACIÓN. Por la condición 2 del teorema existe un B > 0 tal que 
18, (x)! < B, para todos los x € X y todos los n = 1,2,... , y por esto 
E 0400 =18,, ¿00 —B,- ¡001 < 1B, , ¿60 + 18, - 001 < 28 
para todos los x € X, todos los n = 2, 3, ..... . y todos los enteros p > 0. De la 
condición 1 del teorema se deduce, que para cualquier £ > 0 fijo, existe un número 
n, tal que, para todos los x € X y todos los n > f, sc cumple la desigualdad 


0< la,60! < A 
Ahora, aplicando la desigualdad de Abel (véase el p. 35.13), obtendremos que 
y 
| E aote] < 28[10,()1 + 214, . ¿(dll < € 


EA 
para todos los x € X, todos losx > n, y todos los enteros p > 0. Esto demuestra la 
convergencia uniforme de la serie (36.30). O 

En calidad de ejemplo para la utilización del teorema 6, analicemos la serie 


S sennx 
PAR 
Por el teorema 6, esta serie converge uniformemente sobre cualquier segmento 
la, b], que no contenga puntos del tipo 2em, m = 0, +1, 42,... . En efecto, la 


sucesión a, = 1/n,n = 1, 2, ... , en el caso dado es una sucesión numérica, esta 
sucesión decrece monótonamente y tiende a cero (y por lo tanto, también tiende a 


cero uniformemente), y las sumas J> senkx satisfacen la desigualdad 
A 


IX senta] < 


m 


(véase el p. 35.13), es decir, están acotadas sobre cualquiera de los segmentos 
señalados. 


Sobre cualquier segmento, que contenga puntos del tipox = 2x, la serie anali- 
zada no converge uniformemente. Por las propiedades del seno es suficiente de- 


mostrar esto para el segmento [0, 2]. Hagamos x, = =; entonces para todos los 
k=n+1n+2,. + 2n tendremos 0 < kx, < 1 <F. Por lo tanto, en vir- 
tud de la desigualdad === >È, 0 < a < Š (vtase (14.1), obtendremos 


ct AL E E A 
m 


k E, n? ra 
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De aquí 
e. e bl 
Por eso, para ningún e <L sobre e segmento 0, x] se cumple el cirio de 
Cauchy de convergencia uniforme. 


Observemos que con ayuda del criterio de Weierstrass, no se puede demostrar la 
convergencia uniforme de la serie analizada sobre un segmento que no contenga 


puntos del tipo x = 2éx. Por jemplo, para el segmento [5,25] tenemos 
pes ez] EY 
E” ra 


T7 A 
Por esto no existe una serie numérica convergente P> a, tal que [SET] < a, 


z 1 pl 
some 7. BE va awe entonces a, > gya serie Faan. 

De forma semejante al caso de las series numéricas, utilizando la desigualdad de 
Abel, se puede obtener un criterio más de convergencia uniforme de las series fun- 
cionales, análogo al criterio de Abel para las series numéricas. Este criterio también 
aparece por primera vez en los trabajos de Hardy. 

Teorema 7. Si 

1) la sucesión a, (x)) está acotada sobre el conjunto X: 

lax) < M, xeX, n=1,2.... 
y decrece o crece para cada xe X; 
2) la serie Y, b, 00) converge uniformemente sobre el conjunto X, 
si 
entonces la serie (36.30) también converge uniformemente sobre X. 
DEMOSTRACIÓN. Sea dado £ > 0. Por la convergencia uniforme de la serie 


E 2,0%), existe un número n, tal que, para todos los números n > n, todos los 
Ti 


enteros p > 0 y todos los puntos x € X, se cumple la desigualdad 


» 
£ 
PETET 
De aqui, por la desigualdad de Abel (véase el p. 35.77) para todos los números 
n > n,,todos los enteros p > 0 y todos los puntos x e X, será válida la desigualdad 
> 


| z A] 


l + 2a, , ¿000 < E 
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Por el criterio de Cauchy, esto significa, que la serie (36.30) converge uniforme- 

mente. O x 

=, anxos > 

Ejemplo. Analicemos la Tm 
m, 

Sobre cualquier segmento, que no contenga puntos del tipo 27m, m = 0, +1, 

lasere E iaa por el teorema 6, converge uniformemente, y la sucesión 

PA 


cosž n = 2,3,» , etacotaday crece monótonamente a partir de cierto núme- 
to, además se puede elegir un número tal que a partir de este número esta sucesión 
crecerá en todos los puntos del segmento señalado. Por esto, sobre un segmento, 
que no contenga puntos del tipo 2xm, m = O, +1, . . . „la serie analizada conver- 
Be uniformemente. 

Para concluir observemos que de las dos propiedades de las sucesiones unifor- 
memente convergentes, demostradas al final del p. 36.2, se deduce directamente la 


validez de las propiedades correspondientes para las series uniformemente conver- 
gentes: 


1°. Si las series Y) u,() y Y v,(x) convergen uniformemente sobre el con- 
e ms 

junto X, entonces para números cualesquiera NEC y peC, la serie 
E 24,00) + vada) también converge uniformemente sobre el conjunto X. 
ai a 
2°. Sila serie Y) u,(x%) converge uniformemente sobre el conjunto X y la fun- 
ción g(x) está acotada sobre este conjunto, entonces la serie Y] g()u,(%) también 
converge uniformemente sobre X. ami 


Ejercicios.. Investiguense con respecto a la convergencia, la convergencia absoluta y la 
convergencia uniforme de las beries: 


ny 


s E bate. 
A 


(En todos los casos x es número real). 


36.4. PROPIEDADES DE LAS SERIES 
Y SUCESIONES UNIFORMEMENTE CONVERGENTES 


Hemos visto que la suma de una serie convergente, todos los términos de la cual 
son funciones continuas, puede no ser una función continua. El siguiente teorema 
contiene las condiciones suficientes para la continuidad de la suma de una serie. 


Se debe prestar atención al hecho de que el análisis de funciones continuas 
sobre cierto conjunto impone una restricción adicional al conjunto: éste no puede 
ser un conjunto de naturaleza arbitraria (como ha sido hasta ahora el conjunto X, 
sobre el que han sido dados los términos de las series analizadas, los elementos de 
las sucesiones, etc.), sino que debe ser tal que, para las funciones dadas sobre él, esté 
definido el concepto de continuidad. Cuando hablemos de derivadas e integrales, 
tendremos que restringir aún más la clase de los conjuntos X admisibles. 

Teorema 8. Si las funciones u,(x), n = 1,2,. ...., son continuas en el punto Xy 


del conjunto X C R", y la serie El u,(x) converge uniformemente sobre X, en- 


tonces su suma s(x) = Y, u,(x) también es continua en el punto xy. 
ai 


DEMOSTRACIÓN. 
Fijemos un e > O cualquiera. Sea 


s= Duo, xex 


a 
soz 

por esto, existe un número n, tal que 
1560 — 5,601 <$ (36.31) 


para todos los x € X, todos los n > n, y, en particular, para n = "y La función 
$, (%) como suma de un número finito de funciones u(x), continuas sobre X, 


Por la condición del teorema, PA 


% Aquí, como en todos los casos cuando no se haya acordado lo contrario, se analizan 
funciones u, (x) de valores complejos; véase el concepto de continuidad para estas funciones 
en el p. 23.3; R™ como es usual, denota el espacio euclideo m-dimensional 
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k =1,2,... , ne, es continua en el punto xy e X. Por esto, existe $ = 5(c) > 0 
tal que para todos los puntos x € X, que satisfacen la condición p(x, xp) < 5, tene- 
mos 


15,0 — 5,091 <$ x 06.32) 


Ahora, observando que 
SO) — sg = BO) = 5.0) + 15,00 — 5,9) + [57,2% — SI 
(ig. 153), de la desigualdad (36.31), tomada en los puntos xy y x, y de la desigual- 
dad (36.32) obtendremos cuando p(x, x) < ôy x€ X 
1564) — sl < 1500 — 5,001 + Isp 0 — 5.9)! + 
+ ls) — skol <$+$ +$: 


lo que demuestra la continuidad de la función s(x) en el punto xy. O 
En el caso, cuando xg es un punto de acumulación del conjunto X, a la afirma- 
ción del teorema se le puede dar la forma 


ln, E u0) = lim sto) = sig = È u), 


retiri] zer «e 


y ya que cada función u(x), n = 1,2,. . . „es continua en el punto.x € X, entonces 


iim É u0) = E mn 00 


rw 
IE] Pi 


De esta forma, en las condiciones del teorema 8, el límite de la suma de la serie 
es igual a la suma de los límites de sus términos, es decir, en la serie analizada es per- 
mitido el paso al límite término a término. 

Se ha señalado anteriormente. que a cada sucesión de funciones le corresponde 
una serie de funciones, para la cual ella es la sucesión de sus sumas parciales. En este 
caso, si la sucesión dada converge uniformemente sobre cierto conjunto, entonces. 
también la serie señalada, evidentemente, converge uniformemente sobre este con- 
Junto, Esta circunstancia permite parafrapear los teoremas sobre las series uniforme- 
mente convergentes, en los correspondientes teoremas sobre sucesiones uniforme- 
mente convergentes. Por ejemplo, el teorema 8 puede ser parafraseado de la si- 
guiente forma. 

Teorema 8”. Si las funciones f,, n = 1,2, .. . , son continuas en el punto 
1 EX C R” Y fy =$, entonces f es continua en xp 


Esto significa, que para el punto xy € X 
CET 


rex 


es decir, los pasos al limite por n y por x pueden ser conmutados. 
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En efecto, el límite f de la sucesión fa. 7 = 1,2,. . . „porel teorema 8”, es una 
función continua en el punto xy e X, y por esto el primer miembro de la igualdad es 


igual 2/09: ln, m, = o 0) = 0%. 
ya EE 


pero el segundo miembro de la igualdad analizada, según la continuidad de la fun- 
ción fn, también es igual a Jr): 


1m lin 4,69 = lmfao = Sad. O 


zex 


ln sucesión (/,} converja uniformemente sobre el conjunto X. Parafrasbese este resultado para 
las series, 


Ahora pasemos a la cuestión de la integración y diferenciación término a tèrmi- 
no de las series. Ya que la derivada y la integral están definidas sólo en el dominio 
real, entonces a partir de aquí y hasta el final del párrafo, consideraremos que todas 
las funciones analizadas están definidas sobre intervalos del eje real y toman valores 
reales. 


Analicemos inicialmente un ejemplo que nos convencerá de que sólo la conver- 
gencia dela serie de funciones no es suficiente para que la integral de la función, 
a dl E N En otras palabras, 


'mostremos que incluso si las series El uy È ja (x)dx convergen, entonces 


la igualdad b 
f È nod = È fude 
tana ma 
puede no ser cierta, incluso en el caso cuando todas las integrales escritas existen. 
Parafraseemos inicialmente esta afirmación en términos de sucesiones. Si hace- 


mos sQ) = E me sto = Eidos 


upi) | de = lim Jaod. 
[ine] 


® U. Dini (1845 — 1918), matemático italiano. 


no ea väida simpre, cad sobre el segmento a, ò ta all: im 5, (0) y to- 


das las funciones analizadas son integrables, es decir, queen este caso no siempre se 
Puede pasar al límite bajo el signo de la integral. 

Sea 5,00) = mee", n = 1,2,...,0 € x < 1, Entonces 5,(0) = 0 y para 
cualquier x + O: lim 5,6%) = O. De esta forma s, =, -, Oy, Por lo tanto, la integral 


de la función timite, es decir, de cero, también es Iguala cero. Sin embargo 


fade = n [seee jeta a- e7. 
$ a $ 


ñ 

Por esto, lim [5,QOdx = i , es decir, en efecto, para la sucesión {s,(x)] analiza- 
9 

da, tiene lugar a desigualdad 


e | roae a j insae = o. 


Si se construye la serie Y) u,(x), para la cual la sucesión (s,(x)] es la sucesión de 


sus sumas parciales, es decir, haciendo 
1,00) = 5,00, un bo = 5,00 = 
entonces para esta serie tendremos 
o. F 
f 2, u,)dx + E, [10de 


Teorema 9. Seon las funciones u, E AA 
mento:la, b] y la serie 


-i a 


È u0) (36.33) 


converge uniformemente sobre |a, b). Entonces cualquiera que sea el punto c € la, 
b), la serie 


(36.34) 


(66.35) 
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[std = Y fund, a<x<b, (36,36) 
G me 
Si esta fórmula se transcribe en la forma 


T [2 0]a = p fualoa, 
entonces, e vè que esto seria ia lstimidas, pa para as condiciones enunciadas en 
el teorema 9, de la integración término a término de la serie. 

DEMOSTRACIÓN. Por la uniforme de la serle (36.33), según el 
teorema 8, la función s(x) (véase (36.35)), es continua sobre el segmento (a, b] y por 
esto es integrable sobre cualquier segmento con extremos en los puntos c € |ø, b) y 
xe l[a, bl. 

Mostremos, que la serie (36.34) sobre el segmento |a, b] converge uniformemen- 
te a la función 


e» j [ Emo] cia frod. (36.37) 


300 = Eu y ra = so) spo 
RA 
Entonces para cualquier x € (a, b] tenemos 
jw- E juwa = | soa- ¡[ E uuo]a] = 
PE i ¿Ln 
= | [so [src] < |f iso- soia = 


dto 


ES | Eva) <y 


far) < 
= - y l, .: 
<ix=el mp Ir 01 <= 0) pup iro). (3638 


La sucesión sup 17,091, a = 1, 2,- , es una sucesión numérica. Por la 
convergencia uniforme de la serie (36.33) tenemos 
I= 
Jm p 1r, = 0 


(véase el p. 36.3); por esto de la desigualdad (36.38), segúh cl criterio de Weierstrass 
de convergencia uniforme de una sucesión, se deduce que la sucesión de sumas par- 
ciales de la serie (36.34) converge uniformemente hacia la función (36.37), y esto 
delia lncomerpsción nforme de 1a sarie (5430 la fecciós (1637). El teorema 
y, en particular, la fórmula (36.36) están demostrados. O 

Parafrascemos el resultado obtenido para las sucesiones de funciones. 
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Teorema 9”. Si una sucesión de funciones f,, n = 1,2,....... „continuas sobre el 
segmento [a,b], converge uniformemente a lo función f sobre este segmento, enton- 
css cusiquiera que see el punto cla, Da 


fn dr = Iso sobre la, b), 


en particular, 
im ira = f[imy,(oJar. 
Bjercicio 9. Demuéstrese, que si 
2n cuando x 
mi l 
0 ando x=0 y Lex<t 


31, sicarios semeno , z [ 
tiene lugar la igualdad 


] entonces para rodos los x € [0, 1) 
D'a, 


i 
SAO y Mm |S de m 1. 
q 
Pasemos ahora a la cuestión sobre la diferenciación de las series. 


Teorema 10. Sean las funciones u,(x), n = 1,2, ... , continuamente diferen- 
clables sobre el segmento la, b) y la serie, formada por sus derivadas 


nO) (36.39) 


converge uniformemente sobre el segmento |a, b). Ši la serie Y) u,(x) converge al 


menos en un punto c e |a, b), entonces ella converge uniformemente sobre todo el 
segmento |a, b], su suma 


s)= Y u (36.40) 


es continuamente diferenciable y 
so- 
Si esta fórmula se transcribe en la forma 
[Eso] - Exeo 


entonces ¿e ve que ella significa la legitimidad, para las suposiciones hechas, de la di- 
ferenciación término a término de la serie, 


(36.41) 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 


o= Y o. (36.42) 


En virtud de la convergencia uniforme de esta serie, su suma es una función conti- 
"ua y puede ser integrada término a término 


java E jua - $ -Oh axb (36.43) 
Por el teorema 9, i seño 
È lp) — ul 2<x50, (36.44) 


E nO (36.45) 
y por esto converge también la suma de las series (36.44) y (36.45), es decir, la serie 
E 4/0, a<x<h (36.46) 


De aquí se deduce que la igualdad (36.43) puede transcribirse en la forma 
f olodi = y) 00 X “mO 
0, lo que eso mismo (vénse (36.40) en 1a forma 
f a(ijdt = six) — s(c). 6.47) 


La función que se encuentra en el primer miembro tiene derivada respecto a x 
por lo tanto también la función s(x) tiene derivada. Diferenciando la igualdad 
(36.47), obtendremos (véase el p. 29.2) 

su=0, (36.48) 


donde la función o(x) es continua sobre el segmento [a, b) ya que representa la suma 
de la serie uniformemente convergente (36.39), cuyos términos son funciones conti- 
nuas. Sustituyendo (36.42) en (36.48), obtendremos la fórmula buscada (36.41). 

Resta sólo señalar que de la igualdad (36.43) por la convergencia demostrada de 
las series (36.44) y (96:45 se deduce que 


Emo = 2 fuzcoar + 


Laserie F, | u(0)at converge uniformemente sobre el segmento [a, b] (véase el 


16179 
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teorema 9), y Y) u,(c) es una serie numérica, por esto también su suma, es decir, 


la serie (36.40), converge uniformemente sobre el segmento fo, b]. 

Asi, si una serie convergente de funciones continuamente diferenciables es tal 
que la serie formada por sus derivadas converge uniformemente, entonces la suma 
dela serie es una función diferenciable y su derivada se obtiene diferenciando la se- 
rie término a término. 

Por cuanto de las premisas de este teorema se deduce la convergencia uniforme 
de la serie, entonces, sin perder generalidad, se puede parafrasearlo de la siguiente 
forma, 

Si una serie de funciones continuamente diferenciables y la serie formada por sus - 
derivadas convergen uniformemente, entonces la suma de la serie inicial es conti- 
'nuamente diferenciable y su derivada es igual a la suma de las derivadas de los térmi- 
nos de la serie dada (es decir, la serie puede ser diferenciada término a término). 

Parafraseemos ahora el teorema 10 para las sucesiones. 

Teorema 10”. Supongamos que la sucesión de funciones 


E E (36.49) 
continuamente diferenciabies sobre el segmento |a, b), converge al menos en un 
punto c € [a, b], y la sucesión de sus derivadas f, 


memente sobre (a, b). Entonces la sucesión (36. 
la, b), su límite es una función continuamente diferenciable sobre este segmento y 
Y = Z limf), a< x< b. 

Ejemplos de la aplicación de estas teoremas serán dados en el párrafo siguiente. 


Ejercicios. 10. ¿Será válida la igualdad 

1 ñ 

lim [xde= f (lim var? 
è 


¿Puede ser establecida la validez con ayuda del teorema 9? 

11. Constrúyase un ejemplo de una sucesión de funciones continuamente diferenciables, 
convergente sobre un segmento, cuyo límite también sea una función continuamente diferen: 
ciable, no obstante, las derivadas de los términos de la sucesión no convergen a la derivada de 
a función límite. 
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37.1 RADIO DE CONVERGENCIA Y CÍRCULO. 
DE CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS 
Definición 1. Las series funcionales del tipo 
E ae 67.0 


37.1. Radio de convergencia y circulo de convergencia EN 


donde a, y ząson números complejos dados, y z es una variable compleja, se llaman 
series de potencias. Los números 


AmO ds 


se llaman coeficientes de las series de potencias (37.1). 
Suponiendo que los coeficientes de la serie y el número z, están dados, investiga- 
remos el comportamiento de la serie (37.1) para los diferentes z. 
Si en la serie (37.1) efectuamos un cambio de variable, haciendo $ = z — zo, en- 
tonces obtendremos la serie 


Fer 673 


Evidentemente, Ia investigación de la convergencia de la serie (37.1), es equivalente 
a la investigación de la convergencia de la serie (37.2), por esto en el futuro analiza- 
remos las series del tipo (37.2), utilizando, es cierto, como regla, para designar la vä- 
riable la letra z y no la letra ț. 
Teorema 1 (de Abel). Si la serie de potencias 
Dar (37.3) 
«do 
converge paraz = m! + 0, entonces converge, y además absolutamente, para cual- 
quier z, para el cual lzl < Izl. 
DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la serie 


Eag (37.4) 


converge. Entonces su término nésimo a, tiende a cero cuando n — œ (véase el 
p. 35.1), y por esto la sucesión (a,z¿3 está acotada, es decir, existe una constante 


M > Otal que 
lag <M, n=0,1,2,.... 


Por esto, para el término n-ésimo de la serie (37.2), se obtiene la estimación 
lag" = a E 


Si lzl < Izo! (fig. 154), entonces la serie sE El; al ser la suma de una 


progresión geométrica con denominador q = B | < 1, converge. Por esto, por el 


criterio de comparación (véase el p. 35.5) también converge la serie É laz y 


«o 
esto significa la convergencia absoluta de la serie (37.3) cuando Izi < Izol. O 

Corolario 1. Si la serie de potencias (37.3) diverge paraz = zo, entonces diverge 
para cualquier 2, para el cual izl > Izol. 


m 
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FIG. 154 


Enefecto, si Izl > Izol y la serie (37.4) diverge, entonces también diverge la se- 
rie (37.3), ya que si convergicra, entonces por lo demostrado, convergería también 
la serle (37.4). ES 

Definición 2, Sea dada la serie Y) a,2". Si Res un número no negativo o+% y 

azo 
tiene la propiedad de que para todos los z, para los cuales iz\ < R, la serie (37.3) 
converge, y para todos los z, para los cuales \z) > R, la serie (37.3) diverge, enton- 
ces este número se llama radio de convergencia de la serie de potencias (37.3). 

El conjunto de los puntos z, para los cuales 121 < R, se llama círculo de conver- 
gencia de la serie (37.3). 

Teorema 2. Para cualquier serie de potencias (37.3), existe un radio de conver- 
gencia R. En el círculo de convergencia, es decir, para cualquier z, para el cual 
lzl < R, la serie (37.3) converge absolutamente. Sobre cualquier círculo Iz < r, 
donde r es fijo y r < R, la serie (37.3) converge uniformemente. 

DEMOSTRACIÓN. Designemos por A el conjunto de todos los números no negati- 
vos en los Cuales la serie - 

Ear 67.9 


converge. Ya que para x = O, esta serie converge a ciencia cierta, entonces el con- 
junto A es no vacio, y por esto tiene cota superior finita o infinita. Mostremos que 
sup A = R. En efecto, sea z € Cy izl < R. Por la definición de cota superior exis- 
texe'A tal que lzl < x < R (véase la definición 6” en el p. 3.4). Por la definición 
del conjunto A, para el x señalado la serie (37.5) converge, por lo tanto, según el 


teorema de Abel en el punto z escogido converge también la serie J] 0,2%. 
«zo 
Si iz! > R, entonces escogemos un número real x tal que R < x < Izl; enton- 
ces, otra vez por la definición del conjunto A, la serie (37.5) diverge en este punto x, 
pues está sobre el eje real más a la derecha que todos los puntos en los cuales la serie 
(37.5) converge. Por esto, según el corolario del teorema de Abel para el z escogido 


diverge también la serie Y) 0,2". 


37.1. Radio de convergencia y círculo de convergencia ss 


FIG. 155 


Asi, en efecto, R es el radio de convergencia de la serie (37.3). 
Si ahora O < 7 < R, entonces, por lo demostrado, la serie (37.3) para z = r 
converge absolutamente, es decir, conyerge la serie numérica 


$ PATA 


e 
Y ya que para cualquier punto z del círculo 1zl < r (ig. 155) 
la < ta, ir, n=0,1,2 0. 


entonces, por el criterio de Weierstrass (véase el p. 36.3), sobre este circulo, la serie 
(37.3) converge uniformemente, O 

De esta forma, la región de convergencia de cualquier serie de potencias es 
siempre un “circulo” 9, excluyendo, puede ser, cierto conjunto de sus puntos de 
frontera. En los puntos de frontera del circulo de convergencia, la serie puede tanto 
converger como diverger (véanse los ejemplos a continuación). 

Subrayemos, que el radio de convergencia de la serie de potencias (37.3) tiene la 
siguiente propiedad: para cada número z tal que 1zl < R, la serie señalada absolu- 
tamente, y para cada z tal que Iz! > R, sencillamente, y por lo tanto, aún más, di- 
verge absolutamente (diverge la serie formada por las magnitudes absolutas de los 
términos de la serie dada). Esto se deduce evidentemente de la definición del radio 
de convergencia y del teorema 2. 

Los términos de la serie de potencias son funciones continuas y, como fue 
mostrado, sobre cualquier círculo que se encuentre junto con su frontera dentro del 
circulo de convergencia, la serie de potencias converge uniformemente, y por esto su 
suma es continua sobre cualquier círculo señalado. Es evidente, que para cualquier 
punto z del círculo de convergencia, Iz! < R, se puede escoger un círculo que con- 
enga este punto y que esté junto con su frontera en el círculo de convergencia (es 
suficiente tomar su radio r tal que Izl < r < R), por esto, la serie de potencias es 


© La palabra “circulo” está escrita entre comillas ya que en el caso de R = +œ el 
“circulo” significa todo el plano, 
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continua en cada punto de su círculo de convergencia lzl < R (subrayemos que 
aquí se habla de un círculo abierto). 

Analicemos ahora el caso cuando la serie de potencias converge en el punto 
z = R, que está sobre la frontera de su circulo de convergencia. Señalemos que el 
caso de z = —R puede ser reducido al caso dez = R con el sencillo cambio de va- 
riable $ = -z 


Teorema 3 (de Abel). Si R es el radio de convergencia de la serie Y) 0,2" y esta 
ao 

serie converge paraz = R, entonces converge uniformemente sobre el segmento (O, 
R]. 

Corolario. Si la serie de potencias (37.3) converge paraz = R, entonces su suma 
es continua sobre el segmento [0, R). 

A e ro 
ries de potencias. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 0 < x < R. Representemos la serie E a,x” co la forma 


de Lar- PRE AE Ya que los términos de la serie Dek'e 


penden de x, entonces su convergencia implica también su convergencia uniforme. 
La sucesión ((x/RY"| es acotada sobre el segmento [0, R), sus términos son no nega- 


tivos: os (3) <1 y ela decrece monótonamente en cada 


punto (parax = R ella decrece no estrictamente, más exactamente, es estacionaria). 
Por esto, según el criterio de Abel de convergencia uniforme de las series (véase el 
teorema 7 en el p. 36.3), la serie (37.3) converge uniformemente sobre el segmento 
(0, R). O 

El corolario se deriva de que la suma de una serie uniformemente convergente 
de funciones continuas, también es una función continua. 

Todo lo dicho se traslada a las series de potencias generales del tipo (37.1), con 
ayuda de la transformación del tipo 2 = f — fo (4 es una nueva variable, tọ está fi- 
Jo). En particular, la región de convergencia de esta serie consta de un circulo del ti- 
po Iz —2gl < R y cierto conjunto de los puntos sobre su frontera (este conjunto 
puede ser vacio). 

Este círculo se llama círculo de convergencia de la serie (37.1), y R, su radio se 
convergencia. 


Ejemplos. 1. El radio de convergencia R de la serie J> n! z” es igual acero, es 
E o 


decir, esta serie converge sólo para z = 0%, 
En efecto, investigando la convergencia absoluta de esta serie, por el criterio de 
D'Alembert, para cualquier z + 0, obtendremos 


9 Para z = O, evidentemente, converge cualquier serie del tipo (37.3). 
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im MO DA 
Intz" 
De esta forma, la serie analizada no converge absolutamente para todo z + 0; 
de aquí, por el corolario del teorema de Abel, diverge para cualquier z + 0. 
E esiguala +, ya que, como he- 
azon! 
mos visto (véase el p. 36.1), esta serie converge para cualquier z. 
3. La suma de la progresión geométrica infinita 


pr” 07:9 


lim (a + Dizi = +0, 


2. El radio de convergencia de la serie 


azo 
converge para Izl < 1 y diverge para [zl > 1. Por esto, su radio de convergencia, 
es R = 1. Señalemos, que en todos los puntos de la frontera del círculo dé convers 
gencia, es decir, en todos los puntos de la circunferencia |z! = 1, la serie (37.6) di- 
verge, ya que para el término general de la serie tenemos Iz") = 1, y, por lo tanto, 
no tiende a cero cuando n — œœ. 

4. La serie 


Lā en 


3< 


converge para Izl < 1, ya que cuando se cumple esta condición 


z 
E E 
1 

me Y poes 


Para Izi > 1, la serie (37.7) diverge, ya que en este caso lim E = +009 es 


Pr 


decir, no se cumple la condición necesaria para la convergencia de una 
dio de convergencia de la serie (37.7), como el de la serie (37.6), es igual a 
sin embargo, en cada punto de la frontera del circulo de convergencia la serie (37.7), 
a diferencia de la serie (37.6), converge. 

5. La serie 


tiene radio de convergencia R = 1. *” 
En efecto, aplicando el criterio de D'Alembert para la definición de z, para los 
cuales la serie converge absolutamente (respectivamente, diverge), obtendremos 
+1 
PEE 


+ En efecto, es fácil, por ejemplo, con ayuda de la regla de L'Hospital convencerse de 
tar 
que iim 3 = +02 (véase el ejemplo Zen el p. 12.2). 
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y, por consiguiente, para Izl < 1, la serie dada converge, además absolutamente, y 


para izl > 1, diverge. Para z = 1, se obtiene la serie armonica divergente J> 


y paraz = 1, la serie convergente Y 2 (véanse el p. 35.3 y el p. 35.9). De 


esta forma, en este ejemplo sobre la frontera del circulo de convergencia hay puntos 
en los cuales la serie converge y hay puntos en los cuales diverge. 

De los ejemplos analizados (véase también el p. 36.1) se ve que a veces el radio 
de convergencia R dela serie de potencias se halla con ayuda del criterio de D'Alam- 
bert de convergencia de las series con términos positivos (véase el teorema 8 en el 
P. 35.6). Efectivamente, es válida la siguiente afirmación: sí existe el límite (finito o 


(37.8) 


y por esto la serie (37.3) para este z converge (y además absolutamente). 
la, 2 a 


Si Izl > R, entonces AA = y > 1v,por consiguiente, Ia se- 
nte laz 


rie (37.3) diverge absolutamente. De esta forma, R, en efecto, es el radio de conver- 
gencia de la serie (37.3). 

De forma análoga se puede hallar la magnitud del radio de convergencia R con 
ayuda del criterio de Cauchy (véase el teorema Xen el p. 35.6), si sólo existe el límite 


(finito o infinito) lim y a,l. En este caso 
1 

Ra (37,8" 

im Va, dl 


En efecto, si el número R está dado por esta fórmula y si iz! < R, entonces 
lim Viazi = iz! lim Vla,T -5 <1 


Y por esto la sene (37.3) converge. Si Izi > R, entonces 
Mon Via = = >1 
y, por lo tanto, la serie (37.3). no converge absolutamente. 
De esta forma, R es el radio de convergencia de la serie (37.3). 
Al aplicar este método de determinación del radio de convergencia de una serie 
de potencias pueden surgir dificultades, por ejemplo, en el caso cuando en la serie 
analizada se tienen coeficientes, con números tan grandes como se quiera, iguales a 
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cero. En este caso se puede probar utilizar el método señalado, renumerando previa 

y consecutivamente todos los términos de la serie con coeficientes distintos de cero 

(por lo que su convergencia y suma, en caso de que converja, no varían). 
Aclaremos lo dicho en un ejemplo. Supongamos que se exige determinar el radio 


de convergencia de la serie i 
- si oneal, S., 
Eog", donde a, =4" 
seg O si n=0,2,4,. 


El criterio D'Alembert no es aplicable para determinar la convergencia de esta 
serie, ya que la relación %2*_1 no tiene sentido para los números pares n. Tampoco 
nos da respuesta en este caso el criterio de Cauchy, ya que no es difícil comprobar 
que aquí el límite lim VTAT no existe. Sin embargo, si hacemos b, = —} 


aTe PZA 
k=0,1,2,... , y escribimos la serie dada en la forma 
= a Ikel 
POT £ 
ye I 


E o 
entonces, investigando la convergencia absoluta de esta serie con ayuda del criterio 
de D'Alembert, obtendremos 
lbp, t0 2+1 
2 1 
e: A sa 
De aquí se deduce que la señie analizada converge absolutamente, cuando 1221 < 1, 
es decir, cuando Izi < 1, y diverge absolutamente cuando lzl > 1, Deesta forma, 
el radio de convergencia de esta serie de potencias es igual a 1. 

Subrayemos, que con ayuda del criterio de D'Alembert y del criterio de Cauchy 
se puede hallar el radio de convergencia no para una serie de potencias arbitrarias, 
sino sólo para aquella para la cual existen los límites señalados anteriormente (es po- 
sible, después de una nueva numeración de sus términos). 


Ejercicios. Determinense los radios de convergencia de las series: 
O" s £ re. 
aare 
4 
Da 


= izl? 


37.2*. FÓRMULA DE CAUCHY — HADAMARD PARA EL RADIO 
DE CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS 


Hallemos ahora la fórmula para determinar el radio de convergencia de una serie 
de potencias arbitraria, a través de sus coeficientes en el caso general. 
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Teorema 4. Sea R el radio de convergencia de la serie de potencias 
Dar 613 


entonces 


019% 


La fórmula (37.9) se llama fórmula de Cauchy-Hadamard*"). 
DEMOSTRACIÓN. Hagamos p = Tim VTa,T. Analicemos inicialmente el caso de 
p = 0. Mostremos que en este caso la serie (37.3) converge para cualquier z, Tome- 


mos cualquier z + 0 y £ tal que O < £ < 1. Entonces (véase el teorema 10 en el 
p. 4.12*) existe N tal que 


ATA T< ej Para todos los n > Ny, es decir, 
zi 
la, izi" < e” para todos los n > Ny. 


De aquí, por el criterio de comparación se deduce que la serie (37.3) converge abso- 
Tutamente, y por lo tanto, sencillamente converge para el z dado, y ya que z era ar- 
bitrario, entonces esto significa que R = +09. 
Tomemos otro caso extremo: sea p = +=», Mostremos que en este caso la serie 
(37.3) diverge para cualquier z + O. Enefecto, sip = +9», entonces existe la suce- 


sión my k = 1,2,.. . «delaserienatural,talque lim "VTa,,T = +œ, Por esto, 
cualquiera que sea z # O, existe un nûmero k tal que para k > k, 
rat > Tp deci, la2ul > 1. 
De esta forma, no se cumple la condición necesaria de convergencia de una seric, 
Osea, la tendencia a cero de su término n-ésimo, por esto para un z * Odado, la se- 
rie diverge y ya que z * O era arbitrario, entonces esto significa que R = 0. 


Seaahora0 < p < +o, Mostremos que para cualquier z tal que Izl < Ž la se: 


e.) 


+ entonces el nú- 


rie (37.3) converge. Elijamos e > 0 de tal modo que Izl < —-— 
p 


mero q, definido por la igualdad q = (p + £) izl, va a satisfacer la desigualdad 
q < 1. Por la propiedad del límite superior existe un número N, tal que para 


n>N, Tiaki 


Sobre el límite superior véase en-el p. 4. 
+" J. Hadamard (1865 — 1963), matemático francés. 
1 


9 Para esto es suficiente tomar e < z 
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por esto para n > Ny 
Ia VaT < izlo +2 =q, esdecir, lazi <q", 0<g<1, 
y por el criterio de comparación la serie (37.3), para el z analizado, converge absolu- 
tamente, y por lo tanto, sencillamente converge. 1 
Mostremos ahora, que la serie (37.3), para cualquier z tal que Iz! > — „diverge. 
o 


Escojamos £ > 0 de tal modo que 


izl > >0, (37.10) 
pa 
entonces Izl(p — £)> 1. Según la propiedad del limite superior (véase el 
teorema 10 del p. 4.12*), existe la subsucesión m,, k = 1,2, .. .. , de números na- 
turales tal que 


m 
Val > p-e kelh.. 
De esto, en virtud de (37.10) sẹ deduce que 
izl VTaT> llo) >1 


y, por lo tanto, lau >11, 


es decir, en este caso no se cumple la condición necesaria de la convergencia de una 
serie, o sea, la tendencia a cero de su término n-ċsimo, y por esto para el z analizado 
la serie (37.3), diverge. 


De esta forma, la serie (97.3) converge si Iz! < È y diverge, si 121 >2, y eto 
> 


significa que R =}. 0 
ñ 


37.3. FUNCIONES ANALÍTICAS 
Definición 3. La función f(z) se llama analítica en el punto xy si existe R > Otal 
que en el círculo \z — 2p! < R ella es representable por una serie de potencias del 
lipo (37.1), es decir, existen los números complejos a,, n = 0, 1,2, . . . „tales que 


Ja = Y a-z. Iz- zl < R. 671) 
«e 
La suma, la deferencia y el producto de funciones analíticas en un punto es otra 
vez una función analitica en este punto (¿por qué?) a 
Lema 1. Si R es el radio de convergencia de la serie (37.11), R > 0y 
ro= E ak- 
kidea 


es el resio de la serie (37.11), entonces 
1,2) = OR - zp” * ') cuando z — zy (7.12) 
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y, por lo tanto, 
E, (3) = ollz — z9") cuando z — zg. 8713 
DEMOSTRACIÓN. Si Iz — zol < R, entonces 
nOs- A 


y la serie, que se obtiene después de sacar el factor (z — 2)" * !, conderge. Por esto 


la función p()= E a == 
taman 
cias, es continua en el circulo Iz = zg! < R. 

Si ahora 0 < 7 < R, entonces la función p(z), siendo continua sobre el circulo 
cerrado Iz — zol < r, será, además, acotada sobre él, es decir, se encuentra una 
constante M > O tal que (véase el p. 23.3) para Iz — zg! < 7 se cumple la desi- 
gualdad Ip(z)! < M. Por cuanto r,(2) = (z — z)" * | p(z), entonces para 
Íz — zol < 7 obtendremos: 

Ii = Iz = zl” + Hoi < Miz = zl’ +), 


y esto significa (37.12). La condición (37.13) se deduce directamente de (37.12). O 
Teorema 5. La representación de la función f(z), analítica en el punto zp, en la. 
Jorma de serie de potencias (37.11) es única, es decir, sí 


* como la suma de una serie de poten- 


Eal- = D be- t-< R, R>O, 6119) 
ato azo 
entonces 


7 O naO N2... 


DEMOSTRACIÓN. De la igualdad (37.14) para n = 0, según la fórmula (37.12) se 
deduce que cuando z — zo 


a + Olz 2) = bo + Ol 2p. 


Pasando en esta igualdad al límite para z — zg, obtendremos a = 
Supongamos que ya estå demostrado que 


a=b, j=0,1,2,.. 
entonces por (37.12) y (37.14) 
a+ alz- zo +... + al z" + 0(-23* 1) = 
"DAD RI) + bz- z" + OZ 2 + 1. 


Eliminando los términos iguales en ambos miembros de esta igualdad y dividiendo 
ambos miembros por (z — zg)" tendremos 


a, + OR- z9 = b, + 0-2) 2-1p 


De aquí, en el límite cuando z — zyobtendremos que a, = b, (compárese con el 
teorema 2 en el p. 13.2). O 
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Puede suceder que sólo analizando la serie en el dominio de los números comple- 
jos se puede explicar la magnitud de su radio de convergencia. Por ejemplo, la serie 


Tera, 


que es la suma de la progresión geométrica con denominador —x?, converge para 

ixl < 1 y diverge para |x] > 1. Su suma sobre el intervalo (—1; 1) es igual a 
1 1 A sidad 

qoya LU función —— está definida y es infinitamente diferenciable sobre to- 


do el eje real, por esto no se entiende por qué al descomponerla en la serie 


r= E ome, 


obtenemos una serie que sólo converge para ixi < 1. Esto se hace completamente 
natural, si analizamos esta función en el dominio de los números complejos, ya que 


la función Te tiene un “punto singular” paraz = ¡(en este punto la función no 


es mida y saco sE cof e cade al AN a ie; precisamente en la 
frontera del círculo Izl < 1. 


37.4. FUNCIONES ANALÍTICAS REALES 
En el presente punto en lo fundamental se estudiarán las series de potencias con 
términos reales. Sin embargo, previamente demostraremos un lema, válido para las 
series de potencias en el dominio complejo. 
Lema 2. Los radios de convergencia de las series 


Ear (97.15) 
yan 61.19 
PATOS 

E naz- (37.19) 


ss 
son iguales. 

DEMOSTRACIÓN. Sea R el radio de convergencia de la serie (37.15); R, el radio de 
convergencia de la serie (37.16) y R}, el radio de convergencia de la serie (37.17). De 
las desigualdades 


pen 
a+ 1 
y del teorema de comparación (véase el teorema 6 en el p. 35.5) se deduce que si en 


cierto punto z converge la serie (37.17), entonces en este punto converge también la 
serie (37.16) y si en cierto punto z converge la serie (37.16), entonces en este mismo 


IN = 1,2... p 
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punto converge también la serie (37.15). De agul se deduce que 
R SRS Ri 6719 


Mostre 

PEREIRA 20 q R, < Ry 67.19) 
Supongamos que la serie (37.16) converge en el punto 2, y 0 < Izol < Ry. Escoja- 
mos el número real 7 tal que Izp! < 7 < R}. Entonces paran = 1,2, ... , ob- 
tendremos 


RTS 
magan e e a IS Sra 


En virtud de la convergencia de la serie (37.16) paraz = 7, el término general de es- 
ta serie para z = r tiende a cero, cuando n — œ: 


en 
PATA 


n+1 


PL 


Haciendo q = El de (37.20) obtendremos la desigualdad 


D Ag, 0<g<1 


Ya que la serie con término general "0.1 pagn + 1 converge (es fácil convencer- 
za 


se de esto, por ejemplo, según el criterio de D'Alembert), entonces para z = 2, con- 
verge también la serie (37.17). La desigualdad (37.19) está demostrada. De las d 
sualdades (37.18) y (37.19) se deduce que 


R =R, =R D 


OBSERVACIÓN. La afirmación del lema puede ser demostrada de una forma mås 
sencilla si se utiliza la fórmula de Cauchy — Hadamard para el radio de convergen- 
cia de una serie de potencias (véase el p. 37.2°). No hemos hecho esto, ya que la de- 
mostración dada tampoco es complicada y por cuanto no utiliza Ja fórmula de 
Cauchy — Hadamard, entonces el punto 37.2* puede ser omitido en la primera lec- 
tura (o que señala el asterisco adjunto a su número), 

En lo adelante de este párrafo en todos los casos cuando no se diga lo contrario, 
supondremos que los coeficientes de todas las series analizadas son reales y que las 
variables z y zp también son reales (en este caso las denotaremos por x y Xy). Cierto 
es, que todas las propiedades de las series de potencias analizadas a continuación se 
trasladan también, en cierto sentido, sobre las series de potencias en el dominio 


37.4. Funciones anallticas reales ss 


complejo; sin embargo para esto tendríamos que generalizar el concepto de deriva- 
da e integral para las funciones de argumento complejo, y esto no se incluye en el 
objetivo del presente curso. 
Así, analizaremos las series 
E aa xy" 6720) 
«o 


donde, (1 =0,1,2,. . .), x y xg son reales. Si R es el radio de convergencia de la 
serie È, a,(x — xp) donde z es un número complejo, es decir, la serie con los mis- 


ds 
mos coeficientes que la serie (37.21), pero analizada en el dominio complejo. enton- 
ces, evidentemente, la serie (37.21) converge si lx — xp] < R y diverge si 
lx — xol > R. 
En este caso R, como hasta ahora, se llama radio de convergencia de la serie 
(37.21), y el intervalo (xy — R, xy + R) es su intervalo de convergencia. 
Teorema 6. SIR es el radio de convergencia de la serie de potencias 


Iw- Doa, e 
Ai 
R > 0, entonces 

1) la función f tiene en el intervalo (xy — R, xo + R) derivadas de todos los ór- 
denes, las cuales se hallan a partir de la serie (31.22) diferenciando término a térmi- 
no; 

2) para cualquier x € (xg — R, xo + R) 

$ a +1 
froa - y - AA 
n+1 
» e 
es decir, en el interior del intervalo de convergencia la serie de potencias puede ser. 
integrado término a término; 

3) las series de potencias que se obtienen de la serie (37.22) como resultado de la 
diferenciación o de la integración término a término, tienen el mismo radio de con- 
vergencia que la propia serie (37.22). 

DEMOSTRACIÓN. Por el lema, demostrado al inicio de este párrafo, los radios de 
convergencia de la serie æ 

y. 
e, 


obtenida de la serie (37.22) diferenciando término a término, y de la serie 
xy! 


n+1 


obtenida de la misma serie integrando término a término, son iguales al radio de 
convergencia de la serie (37.22) (para convencerse de esto, es suficiente hacer el cam- 
bio de variable x — xa = 2). 
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Por cuanto cualquier serie de potencias de la forma (37.22) con radio de conver- 
gencia R, converge uniformemente sobre el segmento Lx, — 7, xp + r],0<r < R 
(véase el teorema 2 en el p. 37.1), entonces la afirmación del teorema sobre ¡a posi- 
bilidad de la diferenciación y de la integración término a término de las series de po- 
tencias reales, se deduce directamente de los teoremas correspondientes sobre la di- 
ferenciabilidad e integrabilidad de las series funcionales, demostrados en el 
punto 36.4. O 

Observemos que, por ejemplo, le posibilidad de integración término a término 
de la serie de potencias (37.22) dentro del intervalo de convergencia (xp — R, 
xp + R) se deriva inmediatamente (véase el teorema 9 en el p. 36.4) de que la serie 
de potencias converge uniformemente sobre cualquier segmento [xp — r, Xy + r], 
0 < 7 < R. De aquí se deduce que durante la integración término a término el ra- 
dio de convergencia de una serie de potencias no disminuye. El teorema demostrado 
contiene una afirmación más completa, que el radio de convergencia señalado, ade- 
más, no aumenta, es decir, permanece igual. 

Teorema 7, Si la función f es analítica en el punto xo, es decir, es representable 
en un entorno de este punto, por la serie (37.22) con radio de convergencia R > 0, 
entonces 


el 67.23) 


es decir, 
» 
Jw = y Lwy- o. 


DEMOSTRACIÓN. Diferenciando n veces ambos miembros de la igualdad (37.22), 
obtendremos (véase el teorema 6): 
SOW = nn- i.. a, + (14 Dn... 2) a 6 Xp) + 
+0+DM+D.-.30,, 0 xP Ho 
De aquí, para x = xy se obtiene la fórmula (37.23). O 
Observemos que del teorema demostrado se deduce otra vez la propiedad de la 
unicidad del desarrollo de una función en serie de potencias (cierto está, esta vez a 
base de las restricciones hechas sólo en el dominio real, compárese con el p. 37.3). 


37.5, DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DE POTENCIAS. 
DIFERENTES FORMAS DE ESCRITURA DEL TÉRMINO RESIDUAL 
DE LA FÓRMULA DE TAYLOR 
Definición 4. Sea la función f definida en cierto entorno del punto xọ y tiene en 
este punto derivadas de todos los órdenes. Entonces la serie 
= y 
46 exp 6724) 


se llama serie de Taylor de la función f en el punto xy. 
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Para xy = O la serie (37.24) se llama también serie de Maclaurin de la función 
HRA 

Como sabemos, cualquier función analitica en el punto xy es infinitamente dife- 
úrenciable en cierto entorno de este punto y es igual en este entorno a la suma de su 
seric de Taylor. Resulta que lo contrario, en general, no es cierto: existen funciones 
infinitamente diferenciables, pero que no son analíticas, y por consiguiente, no 
representables por su serie de Taylor. 

Un ejemplo de esta función es la función 


r: 
AE A EEEN 0129 
Parax + Oesta función tiene derivadas de todos los Órdenes, las que se calculan 
fácilmente: 
ru zjem, r's- P iia tj 


y en general 


SOW =P, G) e 


donde P, (1/x) es un polinomio de cierto grado respecto a 1/x (n es el número de or- 
den y noel grado del polinomio), es decir, /" (x) es una combinación lineal de los su- 
mandos del tipo A 


Fai 
Esto se comprueba fácilmente por inducción. Haciendo el cambio de variable 


a EL ER (37.26) 


t = 3 hallamos, aplicando la regla de L'Hospital, el limite del módulo de 


la expresión (37.26) cuando x — 0: 


mlae 


De aquí se deduce que el limite de la expresión (37.26) cuando x — 0 también es 
igual a cero y que para cualquier n = 0, 1,2,. 


lim/"G) = lim P, (6) evaso, 6127) 
e 5 


De la fórmula (37.27) paran = Oyn = 1 se deduce que la función f es continua 
enel punto x = Oy lim f'(x) = 0, por esto (véase el corolario 3 del teorema 3 del 


p. 11.2) f (0) existe y f (0) = O. Por inducción es fácil convencerse en forma seme- 
jante de que fUX(0) = 0, n =0,1,2,.... 

De esta forma, todos los términos de la serie de Taylor de la función (37.25) en el 
punto xy = Oson iguales a cero, por esto su suma para todos los x, también es igual 
a cero y, por lo tanto, no coincide con la propia función f. Observemos también que 
por el teorema 5 del p. 37.3, la función (37.25) no puede ser descompuesta en nin- 
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guna serie de potencias (ya que si esto fuera posible ésta sería una serie de Taylor), y 
esto significa que la función no es analítica. 


Ejercicios. 6. ¿Se puede desarrollar la función f(x) = e71/%, x > 0, sobre el segmento 
10, 1] en una serie de Maclaurin? 
7. Sea 
1 cuando x>0, 
e = 
-1 cuando x<0. 
Demuéstrese que la función 0(x)e” 1/5 puede definirse complementariamente para x = 0 de 
tal forma que como resultado se obtenga una función ¡ofinitamente diferenciable sobre todo 
el eje numérico. 


Observemos que si una función se descompone, en cierto entorno de un punto 
dado, en una serie de potencias, entonces esta serie es única (véase el teorema 5 6 el 
teorema 7) y es su serie de Taylor. Sin embargo, una misma serie de potencias puede 
ser serie de Taylor para distintas funciones. Así, la serie de potencias con coeficien- 
tesnulos Y) Qr" es tanto serie de Taylor de la función idénticamente nula sobre to- 

do 
do el eje numérico: f(x) = 0, x € R, como serie de Taylor para la función (37.25) en 
el punto x = 0. 

Surge la pregunta: ¿cuándo la serie de Taylor (37.24) de la función f(x) sobre 
cierto intervalo converge a f(x)? Para investigar esta cuestión, escribamos la fórmu- 
la de Taylor para la función f (véase el p. 13.1): 


w= pa Lt + no (97.28) 


la que es válida para cualquier m = 0, 1,2, . . . . En esta fórmula 7,(x) denota el 
término residual de la fórmula de Taylor, y no el resto de la serie de Taylor, ya que 
con el resto de la serie no se puede operar hasta que se establezca que la serie conver- 
ge, sólo en este caso se puede afirmar que el término residual de la fórmula de 
Taylor coincide con el resto de la serie de Taylor. Suponiendo 


noo Y LW 


i] 


de 


escribamos la fórmula (37.28) en la forma 
LO = 5. L0 + 1,60 (67.29) 


donde s, (x) esla suma parcial n-ésima de la serie de Taylor. De aquí se ve que para 
que la función f sea igual, sobre el segmento analizado, a la suma de su serie de 
Taylor, es decir, para que lim 5,(+) = /(2), es necesario y suficiente que para todos 


los x de este intervalo su término residual en la fórmula de Taylor tienda a cero, 
dmr = 0. 0730) 
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Si esto tiene lugar, entonces de la fórmula (37.29) se deduce que el término resi- 
dual de la fórmula de Taylor r, (x) es también la suma del resto n-Ésimo de la serie de 
yg ihe 


). Sea la función f definida y continua junto con todas sus derivadas 
Pip i Vincci sobre el intervalo (xy — h, Xo + n);h > 0. Enton- 
ces el término residual r„(x) de su fórmula de Taylor (37.29) para todos los 
xe lío — h, xo + Meal ela eta Jones sei 


ns Ai e fe + idr, 673) 
1d O o 
a (37.32) 
donde £ pertenece al intervalo con extremos en los puntos xy y x, y 
-D 
na LPI a e gt! 613) 


al 
donde 0 < 9 < 1. 


La fórmula (37.31) se llama término residual de la fórmula de Taylor en forma 
integral, la fórmula (37.32), en la forma de Lagrange, y la (37.33), en la forma de 
Cauchy. 


DEMOSTRACIÓN. Del teorema fundamental del cálculo diferencial e integral 
(véase en el p. 29.3 el teorema 4), tenemos 


10) = 0) + Îr wa = 0) frode -0. 
Integrando por partes la integral en la parte ¡Sres obtendremos 
IO = 109 HS OA Ol + ir ES 
ATEN jro = nat. 
Supongamos que está demostrado para cierto m < n, que 3 


s= y E tg fros- ora 6739) 


=i 
» 


Integremos por partes el último término otra vez: 
1 


froe- or-tar = — [mos yr 
» mi 


l > 
LO En oa» 


1 +) o 
m JA POG- orae 


» 
R 
i 
3 
+ 
l 
¿as 
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y sustituyamos esta expresión en (37.34): 


ws E Aa- a hje tos- "at. 


Como resultado se ha obtenido la fórmula (37.34), en la cual zm ha sido sustituida 
porm +1. 
De esta forma, la fórmula (37.34) está demostrada por el método de inducción 
para todos los m < n. Para m = n su término residual tiene la forma (37.31). 
Apliquemos ahora el primer teorema integral sobre el valor medio a la integral 
pay sacando fuera del signo de la integral “el valor medio” de la derivada 
(véase el corolario del teorema 1 en el p. 28.2): 


noti je ow- ya IS a 
% % 


Pola (31 uere] 
n! 


n+i 


donde E está sobre el intervalo con extremos en los puntos xy y x. 
La fórmula (37.32) está demostrada. 
Si aplicamos el teorema integra) sobre el valor medio a la integral (37.31), sacan- 
do fuera del signo de la integral “el valor medio” de toda la función subintegral 
(véase el p. 28.2), entonces obtendremos 
+0) 
no) = ae DO fdt L04- Pa- 6735 


» 
donde £, como antes, está sobre el intervalo con extremos en los puntos xy y x, es de= 
W E= xp +0 xp), 0<0<L 


De aquí x- Ẹ = x — xy - 0% xp) = Ea — 0). Substituyendo esta 
expresión en (37.35), obtenemos la fórmula (37.33). 

Señalemos ahora uuw condición suficiente A desrrolo de una función coser 
de potencias. 

Teorema 9, Sean la función f y todas sus derivadas acotadas en conjunto sobre 
el intervalo (Xp — h, xy + h), es decir, existe una constante M > Otal que para to- 
des lorca o = h.xo + M)y todos sm = 0,1,2,. .» „ne cumple la desigual- 


Y) M. 6739 
Entonces sobre el intervalo (xy — h, x + h) la función f se desarrolla en la serie de 
Taylor - 


Lg- % 
mw- Y Ed rx lx xol <h. 67m 
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DEMOSTRACIÓN. Ante todo, observemos que cualquiera que sea el número a, 
67.38) 


(vase clejemplo 4enel p. 4.9, además, esta igualdad se deduce directamente de 
Z tase 


que la expresión a” /n! es el termino general de la serie convergente yl 


Lim 
06.9). 
Para demostrar la fórmula (37.37) es suficiente convencerse (véase (37.30)) de 
que 
imr = 0 6739 
donde r, (x) es el término residual en la fórmula de Taylor de la función f. Tomemos 
fal rr) en'la forma de Lagrange (vns 07.32) De la desigualdad (37.36) se deduce 


+o ala 
Als a ro id a+ ni 
donde 1E — xol < Ix — xol < h. Por cuanto según (37.38) 
ixati o, 
AM 


entonces para lx — xp! < A se cumple la condición (37.39). O 
Ejercicio 8. Sustituyamos en el teorema $ la condición de acotación de las derivadas 


So, = 1,2, . . „sobre el intervalo (ey — À, x + A) por la condición de su acotación 
sólo en ei punto ed Supongamos que existe A4 > 0 tal que para todos los n se cumple 
desigualdad 1/A(x)1 < M. Entonces, evidentemente, la serie (37.37) converge y además 


Xy + myli Paye- zo| < 


absolutamente sobre todo el intervalo — (Xy — 


en 22 y laseri Y E converge para todos los x (véase la serie (36,4). ¿Si 
se P 


se deduce de aquí la afirmación del teorema 9? 


37.6. DESARROLLO DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 
EN SERIES DE TAYLOR 


Ante todo hallemos el desarrollo en serie de algunas de las principales funciones 
elementales. 
1. Desarrollo en serie de la función fix) = e". Ya quef GO = e”, entonces pa- 
ra cualquier A > O dado, para todos los x e (—h, A) y todos los n = 0, 1, . . - 
o< <e. 


De esta forma, las condiciones del teorema 9 se cumplen (xp = 0), por esto la 
función e” se desarrolla en la serie de Taylor (37.34) sobre cualquier intervalo finito 
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y. por consiguiente, sobre todo el eje real. Por cuanto 

entonces esta descomposición tiene la forma. 
ei (67.40) 


caso dado fUX0) = 1, 


Recordemos que en el p. 36.1 se estableció que la serie J E converge absolu- 


do 
tamente sobre todo el plano complejo"), Vemos ahora, que para losz = x reales su 
suma es igual a e". En el caso de z esencialmente complejos, su suma por analogía se 
denota por e*; de esta forma, la fórmula 


z 


e= (0741) 


m 
para los complejos z es la definición de la función e*. 

La definición dada es natural, en primer lugar porque en el caso dez = x real 
esta función coincide con la función exponencial e*, y en segundo lugar porque la 
función e* conserva una serie de propiedades características de la función e”. 
Mostremos, por ejemplo, que 

Fat (37.42) 


para z, y z complejos cualesquiera. 
Sabemos que la serie (37.41) converge absolutamente, por eso las series 


ea y Es aao yz 
al 

m E) 
pueden multiplicarse término a término (véase el p. 35.10), además, ya que la serie 
que se obtiene en este caso también absolutamente converge, sus términos se pueden 
colocar en orden arbitrario. Juntemos todos los términos que contengan el producto 
Hizfcon igual suma n + m, y coloquemos estos grupos de términos según el ereci- 

toden + m: 


Ea y 


mtart” 


aeta, 
Er 


9 Esto se deduce, por el teorema de Abel, también de la convergencia de la serie (37.40), 
demostrada por nosotros, sobre todo el eje real. 
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2. Desarrollo en serie de shx y chx. Sustituyendo en la fórmula (37.40) x por —x 
(esto significa sencillamente un cambio de notación), obtenemos 


yr 
al 


e 


67.43) 
ro 


Sumando y restando las igualdades (37.40) y (37.43), y después dividiéndolas por 


dos, obtenemos 
Pret > 
chx = —— e> 
5 DE 2150 


(37.45) 


En las partes dercchas de estas fórmulas, por la unicidad del desarrollo de funciones 
en series de potencias están la series de Taylor de las funciones chx y shx, 

Ya que la función e* está definida ahora para todos losz complejos, entonces 
sobre los valores esencialmente complejos del argumento se pueden extender tam- 
bién las funciones hiperbólicas shx y chx, haciendo 

j 2 
wt EE at 3 

Las funciones chz y shz, definidas de esta forma, para los z complejos se de- 
sarrollan en las series de potencias (37.44) y (37.45), que convergen sobre todo el 
plano complejo (en ellas por x en este caso se entiende un número complejo). 

3. Desarrollo en serie del senx y del cosx. Fórmulas de Euler. Si f(x) = senx, 


entonces Mx) = sen | x + 13) (véase el ejemplo 3 en el p. 10.1), por esto 


14631 < 1 para todos los reales x. Por el teorema 9, de aquí se deduce que la 

senx se desarrolla en una serie de potencias sobre todo el eje real. Recor- 
dando la fórmula de Taylor para el seno (véase el p. 13.3), obtenemos la serie de 
Taylor para el senx: 


snx = (37.46) 


Razonando de forma análoga y recordando la fórmula de Taylor para el coseno 
(véase el p. 13.3), obtenemos para ella la fórmula de Taylor 


cosx = (37.47) 


que también converge sobre todo el eje real. 
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Por el teorema de Abel (véase el p. 37.1), las series que se encuentran en los se- 
gundos miembros de las fórmulas (37.46) y (37.47), convergen también para cual- 
quier complejo x; esto permite extender el seno y el coseno sobre los valores comple- 
Jos del argumento, haciendo para cualquier complejo z 


(há 

snz Y aa 07.48) 
EXA 

cose 2, wn 67.49) 


En el dominio complejo es fácil establecer la relación entre la función exponen- 
cial y las trigonométricas, Sustituyendo en la serie (37.41) z inicialmente por iz y des- 
pués por — iz, tenemos 


S rr S emer 
hn X e y SE 07.50) 
Observando ahora que 1 AR 
Pa i cuando n=4k +1, 


-1 cuando n= 4 +2, 
=i cuando n= 4k +3, 
y, por consiguiente, 4 = (—1X,k = O, 1, 2, . . . , de (37.50) tendremos 


Cua (ad 
2 DIST 
Comparando esias förmalas con (37.48) y (3749), obtendremos 
R 67.51) 


De ellas se deduce directamente también la fórmula 
cosz + isenz = el, 07.5) 


fórmulas, naturalmente, son válidas, en particular, para los z reales. 
Ens S97 6. 52) se aman fórmulas de Euler. Señalemos dos apli- 
caciones sencillas 
rr PE 


cose + isenp = e”. 
Por esto el número complejo con módulo 7 y argumento p 
r = z(c0sp + iseng) 
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se puede escribir en la forma. 
z= re". 
Haciendo aquí z = —1, y, por consiguiente, p = 
"=i 


que es una relación entre los números e, x € i. 

Recordemos que los números x, e e į surgieron en matemática por motivos 
completamente distintos y alejados unos de otros: el número x, como la relación de 
la longitud de la circunferencia con respecto al diámetro; e, como la base de la fun- 
ción exponencial para la cual la derivada de la función coincide con la propia fun- 
ción y la unidad imaginaria ¡ fue introducida para que cada ecuación cuadrática tu- 
viera solución. 

Con auyda de la fórmula de Euler es fácil hallar el módulo y el argumento del 
número ež, donde z = x + iy. En efecto (véase (37.42)), 


eam etU de = e (cosy + iseny), 


es decir, let) = e", Arge? = y. 

El seno y el coseno en el dominio complejo tienen muchas propiedades que las 
poseen también en el dominio real, sin embargo no todas; surgen también nuevas 
propiedades. 


Ejercicios, Demuéstrese que para cualquier complejo z: 

9. sen(—2) = —senz, cos(—2) = cosz. 

10. sente + costz = 1 

1l. sen(z + 2r) = senz, cos(z + 2e) = cose. 

12. Demutstrese que para todos los z e C es válida la desigualdad e + 0. 

13, Sea gz 2 222, Demuéstrese que para todos los z € C se cumple la desigualdad 
Toz 


taz + sel. Indicación. Exprésese tgz a través de la función exponencial eS. 
14, ¿Se pueden desarrollar las funciones Vz, sen Vz, cos Vx en la serie de potencias (37.3)? 
Mostremos que los valores absolutos del seno y el coseno en el dominio comple- 
Jo pueden ser mayores que la unidad y, más aún, tener no acotados sus valores abso- 
lutos. 
Sustituyamos en las series (37.48) y (37,49) z por iz: 


E a de 2 
vie aa La 

Pro e 
Comparando las series obtenidas con las series (37.44) y (37.45) (para x = z), ob- 
tendremos 

ishz = seniz, chz = cosie. 
En particular para z = y real 

Iseniyl = IshyY y Icosiyl = chy 


$66 $ 37, Series de potencias 
de donde se ve que sobre el eje imaginario las funciones senz y cosz no son acotadas 
en valor absoluto. 

En calidad de propiedad de nuevo tipo, que aparece para la función exponencial 
ež en el domino complejo, señalemos ahora su periodicidad, Precisamente, de- 
mostremos que la función e* tiene periodo 2x1: 

Etdim AI cos (y + 2) + isen(y + 2r)) = 
=e (cosy + iseny) = e +Y = e,z = x + by. 


4. Desarrollo en serie de la función ln(1 + x). La fórmula de Taylor para 
In(l + x) tiene la forma (véase el p. 13.3) 
E 


maras E. 


Escribamos el término residual 7, (x) en la fórmula de Lagrange. Notando que 


HL a 
A A TEZ 


obtendremos 
ae i 
“(1 p k 
nOn e < 
SiO < x < 1,entoncesO < ¡7 € Ly poresto 11,(x)1 < de donde 
Mon 1,60) = 0. (87.53) 


Si —1 < x < 0, entonces es conveniente escribir el término residual r, (x) en la 
forma de Cauchy: 
AE ee 
ie a 
En este caso 


olx 


ya que en el numerador de la fraccion — A 

mayor que en el denominador, además de esto 
E E e 
1+0x 1-0 =kP 


le la unidad se resta un número. 


Sila función f está definida sobre cierto conjunto de números (en general complejos) 
X, entonces el número Te C se llama su período si para cada x € X tenemos x & TEX y 
Sx + T) = $0). La función que tiene período se llama periódica. 


por esto 
rr. AA 
| mra E 
de donde para —1 < x < O también obtenemos (37.53). 
De esta forma, 
bhit) Y rn DEA (07.54) 
ii n 


para todos los x € (— l; 1). 

Para x = — 1 la serie, que aparece en el segundo miembro de la igualdad (37.54), 
se diferencia de la serie armónica sólo en el factor — 1 y por esto diverge. Diverge 
también para todos los valores de x tales que lx! > 1, ya que en este caso el término 
n-ésimo de la serie (37.54) no tiende a cero, más aún (véase el p. 12.2), 


= +0. 


5. Desarrollo en serie del binomio (1 + x)". La fórmula de Taylor para la fun- 
ción binominal tiene la forma (véase el p. 13.3) 


ird. E RE 


Ur tra 


+ 


pr» Y + rd. 07.55) 
Analicemos la serie correspondiente (lamada serie binominal con exponente a): 


paip dei: 


Si æ es un entero no negativo, entonces la serie (37.56) contiene solamente un núme- 
ro finito de términos, distintos de cero, y, por lo tanto, converge para todos losx. 
Analicemos ahora el caso cuando a no es un entero no negativo. En este caso en 
In serie (37.56) todos los términos son distintos de cero para x + 0. 
Para la investigación de la convergencia absoluta de la serie (37.56) utilicemos el 
criterio de D'Alembert. Dicho de otra forma, apliquemos el criterio de D'Alembert 
a la serie con término nésimo: 


A 07.50) 


Observando que Ixl obtendremos que la serie 


aTe u mri 
(37.56) converge absolutamente, y por consiguiente, sencillamente converge para 
lxi < 1 y diverge para [xl > 1. 

Sin embargo, del solo hecho de la convergencia de la serie binominal (37.56) pa- 
ra txl < 1, no se puede aún hacer la conclusión de que su suma es igual a(1 + 9% 
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Para esto es necesario demostrar que en la fórmula (37.55) 7,(0) — O cuando 
"observando que 
+t aa (a MAR, 
escribamos el término residual ,(x) de la fórmula (37.55) en la forma de Cauchy: 
PEC wama ERAN, 
(0 depende de x y de n). Hagamos 
P = 2 uste D-a 


a-et), 0<0<1 


B, = ax(l + 8x7 !, Cc.) = ( 


entonces 
Ta) = An 0B, 0) C, 0). 


Es evidente que A,(x) es el término general de la serie binominal con exponente 
a — 1, y por consiguiente, por la convergencia de la serie binominal para Lx! < 1, 
demostrada anteriormente, 


lim A,(%) =0, xl < 1, 
Más adelante, de que 1 ~ Ixl < 1 + 6x < 1 + Ixl se deduce que los valores de 
18,1 están incluidos entre las magnitudes 
laxi (l = Ilo? y laiq + Lyon! 


Que no depende de 8, es decir, la sucesión (8, (x)} para un x € (— 1, 1) dado, es aco- 
tada. Por último, 
<|, 


IC, 601 -| i 


| <1 
Pixi 


1 Ax! 
De las propiedades establecidas de A,(x), B, (x) y C„(x) se deduce, que 
mrg) = 0, Ixi <1. 


De esta forma, para cualquier x e (— 1, 1) es válida la igualdad 
ae- 


CEELEN 


(EP EEE] 
at 


c 

Problema 26. Demuéstrese que 1) ea el punto x = 1 para a > — 1 la serie binominal 
converge, y para a < — 1 diverge; 

2) en el punto x = — 1 para a > Ola serie binominal converge absolutamente, y para 
a < 0 diverge. 

Además, cada vez, cuando la serie binominal (37.56) converge, su suma es igual a 
ESA 
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37.7. MÉTODOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES DE POTENCIA 
Diferenciando o integrando los desarrollos conocidos, en series de Taylor, se 
puede obtener el desarrollo de nuevas funciones en series de potencias. Asl, por 
ejemplo, Integrcado la fóucla del progresión geomtirica 


yr. (37.57) 


en los limites desde O hasta x, [xl < 1 (esto es válido, ya que la serie (37.57) conver- 
ge uniformemente sobre el segmento con extremos en los puntos U y x para 
Ixl < 1), obtenemos la conocida fórmula (37.54): 


Antes esta fórmula fue demostrada sobre el intervalo semiabierto (— 1; 1] y aho- 
ra sólo para el intervalo (- No obstante, por el segundo teorema de Abel 
sobre las series de potencias (p. 37.1), de la validez de la fórmula (37.54) sobre el in- 
tervalo (— 1; 1) se deduce inmediatamente su validez para x = 1. En efecto, la serie 
en la parte derecha de esta fórmula converge para x = 1 y, por lo tanto, su suma es 
continua en este punto (véase el teorema 3 en el p. 37.1), la función In(l + x) tam- 
bién es continua para x = 1, por esto en ambos miembros de la igualdad (37.54) (si 
es conocido que es válida sobre el intervalo (— 1; 1)) se puede pasar al límite cuando. 
x ~ 1 — O y de esta forma demostrar su validez también para x = 1: 


iy? 


Como resultado de la diferenciación o de la integración de la serie de potencias 
dada, a veces se logra obtener una serie, cuya suma ya es conocida; esto permite cal- 
cular también la suma de la serie de potencias inicial, 

Ejemplos. 1. Hallemos el desarrollo de la función arcsenx en serie, Observando 
que 1 


Grosen” = cm 


desarrollemos (arcsenx)" en serie según la fórmula de desarrollo de una potencia del 
binomio (véase el p. 37.6): 


(arcsena)” = ma` 1+ y eta 61 


me 
El radio de convergencia de la serie obtenida es igual a la unidad (véase alli mismo). 
Integrando la serie (37.58) desde O hasta x, Ixl < 1, obtendremos: 


ata 


2a +i 
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2. Desarrollemos la función arctg en serie de potencia y con ayuda de ella halle- 
mos la serie numérica, cuya suma es igual a x. 
Actuando para ixl < 1 de forma análoga al ejemplo 1, tenemos: 


CN A. D 
aage [i CE S iye )a- y: minr 0 


Observemos que la serie obtenida para x = 1, por el criterio de Leibniz (véase el 
p. 35.9, el teorema 11) converge, ya que converge la serie con términos de signo va- 
riable: - 

Ey 


PEZI 
g 


Ya que la función arctgx es continua parax = + 1, entonces por el segundo te- 
orema de Abel para las series de potencias (véase en el p. 37.1, el teorema 3) 
de la serie (37,59), siendo una función continua sobre el segmento [— 1, 1] y coinci- 
diendo con arctg x sobre el intervalo (— 1, + 1), coincide con él también en los pun- 
tos extremos x = s 1. Dicho de otra forma, el desarrollo (37.59) es válido para el 
segmento [— 1, +1]. Tomando en este desarrollo, por ejemplo, x = } y observando 


que arctig 1 = Z , obtendremos 


2 y en 
4 ner 

Esta serie se Ilama serie de Leibniz. 

'Señalemos que el arco tangente está definido sobre todo el eje numérico, en par- 
ticular, también fuera del segmento [— 1, 1). Sin embargo, su desarrollo en la serie 
de potencias (37.59) es válido sólo sobre este segmento. Fuera de este segmento la 
serle (37.59) diverge, de lo que es fácil convencerse, hallando su radio de convergen- 
cia, por ejemplo, a base de la fórmula (3 análisis de este fenómeno se reali- 
za en la teoría de las funciones de variable compleja. 

3. Hallemos la suma de la serie 


So = Dn”. (37.60) 
a 


El radio de convergencia de esta serie es igual a la unidad..Es fácil convencerse 
de esto, por ejemplo, a partir del criterio de D'Alembert 


(ponen 
ax 


lim 
Por lo tanto, la serie (37.60) converge absolutamente para Ixi < 1 y diverge para 
Ixi > 1. De (37.60) se deduce que 


|- ixl. 


37.7. Métodos de desarrollo de las funciones su 


Integremos esta serie término a término desde O hasta x, Ixl < 1: 


[Ta Y "= 
t l-ex 
m 
y después diferenciamos la identidad obtenida: 
$ RA 
x aix q- 
Como resultado obtenemos $ 
= gi k 
5 = =p M<! 


4. Hallemos la suma de la serie 


De 
Su) = y 5 67.61) 


ai 

El radio de convergencia de esta serie es igual a la unidad; es fácil convencerse de 
ello, por ejemplo, de la misma forma que en el caso de la serie (37.60). Diferencian- 
do la serie (37.61), término a término 


pr 


sm 


n 
m 


y utilizando el desrrollo del logaritmo (véase el p. 37.6), obtendremos 


xS o) = y Za -iai =a), lxi<1 6 Soe- ES 


Observando que S(0) = O, definitivamente obtendremos 


su) = - s =D a 


t 


De esta forma la respuesta aqui no se expresa en funciones elementales. 

5. Durante el desarrollo de las funciones racionales en serie de Taylor es cómodo 
utilizar su desarrollo en fracciones elementales (véase el p. 23.6). Aclaremos este 
método con un ejemplo: hallemos el desarrollo de la función 


z 
e e- DE -2) 


en serie de Taylor en los entornos de los puntos z = 0, zg == Y zo = 4. De- 


sarrollando la función f(z) en fracciones elementales, obtendremos 
1 2 


e De-a i-z: 2- 
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Hallemos inicialmente la serie de Taylor para f(z) en el entorno de zọ = 0. Ob- 
servemos que las fracciones 


via 


representan las sumas de las progresiones geométricas infinitas 


E-> EG) 


con denominadores z y É a condición de que Iz! < 1 y, respectivamente, que 


< 1. Ambas condiciones se cumplen cuando se cumple la primera. De esta 


forma i - $ 
Eos ye Lz L ( 3)*. ki <1. 


Este es el desarrollo de la función /(z) en serie de Taylor en un entorno del punto 
žo = O, además, el radio de convergencia de la serie obtenida es igual a 1. En efecto, 
por lo demostrado, éste no puede ser menor que 1 (la serie de potencias obtenida 
converge para Izi < 1), y por otra parte tampoco puede ser mayor que 1, ya que a 
la distancia unidad del punto zo = 0 se tiene el punto z) = 1, para el cual 

lim f(z) = œ y por esto el desarrollo de la función f(z) en serie de potencias no 


aa 
Puede converger en el punto zy. 
Para obtener la serie de Taylor de la función f(z) en el entorno del punto 


zo. i » utilicemos otra vez la suma de la progresión geométrica infinitamente 


decreciente, pero hagamos esto de otra forma, eliminando en los denominadores de 
las fracciones elementales, en las que se desarrolla la fracción f(z), los términos 
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Y: corr (2-3) e Y » (2 
- y A (r= 


Este cálculo es válido para la condición de que2 |z - 3j < 1 Qa magnitud ab- 
soluta del denominador de las progresiones geométricas analizadas es menor que la 
unidad), es decir,si 


3j <i Razonando igual que en el caso de zp = 0, obte- 


saa que rt saanak nt cimas ul 
Por último, en el caso de zọ = 4 tenemos 


E E IA 
>E [5>- ajer 


Todo esto cs välido cuando | F | < hes decir, para Iz — 41 < 2. De aqui, 


como anteriormente, se deduce que el radio de convergencia de la serie obtenida es 
igual a 2. 

Prestemos atención a que en todos los tres casos, el radio de convergencia de las 
series de potencias obtenidas es igual a distancia desde el punto zp, en cuyo entorno 
se determinaba el desarrollo señalado, hasta el “punto singular" de la función, más 
cercano a él. En el caso dado hasta el punto tal que „lim f(z) = œ. En el caso de 

aa 


Zo = Oeste punto es 1 y Izo — z}! = 1; enel caso dezo -jaz = 162 =2y 


aquí iz; — zol =$ ; por último para zo = 4 tenemos 2, = 2 y Iz, — zol = 2. 


Este no es un fenómeno casual, se estudia detalladamente en la teoría de funciones 
de variable compleja. 

Aplicando el método analizado se puede desarrollar en los correspondientes do- 
minios las funciones racionales también en las series no sólo según las potencias po- 
sitivas de z, sino también según las negativas. 


436179 
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Por ejemplo, para Izl > 2, tenemos 
ISA 19025 > AREA. 

G=DG=D i-z 2-2 


y en el anillo 1 < Izl < 2: 
1 


A EA 
G- 16-23 «( Y 


En el primer caso el desarrollo obtenido contiene sólo potencias negativas de z, 
en el segundo, tanto positivas como negativas. La teoría general de semejantes de- 
sarrollos también se estudia en la teoría de las funciones de variable compleja. 

Se reduce también al desarrollo de fracciones racionales en series de potencias, el 


P PG) Po) 
desarrollo i, de las funciones de la h h 
WAE las toma a o E Y 


arcctg Tipy’ “onde PG) y QW) son ciertos polinomios. Para obtener los de- 


Ejercicios. 14. Descompóngase en serie de potencia la función (arcsen x)?. 


15. Hâllese la suma dela serie E a. 


37.8. FÓRMULA DE STIRLING 
Con ayuda del desarrollo de la función logaritmica en serie de potencias se puede 
hallar fácilmente la fórmula, que describe el comportamiento asintótico del facto- 
rial 1] cuando n — œ. Está fórmula se llama fórmula de Stirling * y puede ser escri- 
ta en la forma i 


ni~ , n= œ; 67.6% 


n 
e 


* 1. Stirling (1692 — 1770), matemático inglés. 


37.8. Fórmula de Stirling os 


según la definición de igualdad asintótica para las sucesiones (véase el p. 23:3) esto 
significa que Al 


Del desarrollo 


se deduce que 
Lex 
=x 


= +) 0 


1 Maa 
(191) mn — 22 
D 
1 
2 


a+ 


e E E E 
3 m+ s +y 


de donde (pefe) >n 


o, potenciando y teniendo en cuenta que la función Inx es creciente, 


i 
( + 3) >e 67.) 
> 


ss me 
E i 


“ari 


Hagamos 
(37.64) 


GA $37. Series de potencias 


entonces x, > xX, 1, €s decir, la sucesión [x,] decrece, y, además, está acotada in- 
feriormente, x, > 0. Por lo tanto, existe el límite 


mx a 
Por 
o TES] (37.65) 
donde lím e, = 0, 
Mostremos que a + 0. Ya que 
e a ad al a 
EIN E E 
1 
A g 
¡A Bala + 1) 
ay 


pa 


y, por consiguiente, 


De esta forma, la sucesión y, =x,e '™,n = 1, + crece y ya que, evidente- 
mente, yy < X,, entonces está acotada superiormente y, por lo tanto, tiene límite 


i 
Mm y, = limx, lime 1" = a. 


Además, para cualquier n es válida la desigualdad a > y, > 0, por esto a > 0. 


37.9. Fórmula y serie de Taylor para las funciones vectoriales sn 


Sustituyamos (37.65) en (37.64) 


1 
e 07.56) 


Para obtener la fórmula (37.62) resta sólo mostrar que a = Vx. Por la forma 
de Wallis (véase (30.8) en el p. 30.2) 


mma” 


z 1 can 7? 
uta [aa] er 
y según (37.66) 
Cm ODP PP „plt > 
r-i QM Em NE 


Sustituyendo esta expresión en (37.67), obtendremos 
t 1 narrar s 
a TAT 
o 


de donde a = Vir. 


31.9" FÓRMULA Y SERIE DE TAYLOR 
PARA LAS FUNCIONES VECTORIALES 

Analicemos la función vectorial f: [a, b] — R”, donde R' os un espacio vectorial 
n-dimensional. Como ya se ha señalado, para las funciones vectoriales se-generali- 
zan los conceptos de límite, continuidad, Deiv, diferencial o integral Gane en 
el $ 15 el p. 18.4 y el p. 30.4) sobre los cuales se extienden muchas propiedades de 
estos conceptos válidas para las funciones numéricas. No obstante, no para todas 
las propiedades esto tiene lugar. Asi, en el p. 15.2 fue mostrado, que la afirmación, 
análoga ala fórmula de los incrementos finitos de Lagrange, ya no es válida para las 
funciones vectoriales. Por esto, no es válida, naturalmente, tampoco su generaliza- 
ción en forma de fòrmula de Taylor con término residual en forma de 
Mostremos que para las funciones vectoriales es válida la fórmula de Taylor con tér- 
mino residual en forma integral. 

Teorema 10. Supongamos que la función f: (t + h, tg — h) — R” es continua 
junto con todas sus derivadas, hasta la de orden n + 1 inclusive, sobre el intervalo 
Uo — A, fg + h), h > O. Entonces para cualquier t € (tg — h, (y + h) es válida la 
fórmula - 


m- Y gewe 


f 
Corolario. 


Ta . 
bo =- Ent w| < 
SAE a AO 


a fe =ef + hdr. (37.68) 


telg — h, to + A). 
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DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA. Ante todo recordemos que si 


SO = OOD- o o LO 681.69) 
entonces 

S O=GO. -Aa telg- h, toth), 67.70) 

joa ( frio... frar). 0) 


conde rent za dls q cd pescó de Cs 8 
continua sobre el intervalo (fo — h, fọ + A) junto con todas sus derivadas, hasta 

de ordena + 1 inclusive, Y Brest para ala s válida la fórmula e Taylor on lr. 
mino residual en forma integral 


PaP 
s= Y EPa- + 
(0) 2 Pet- 1t 


jr os, ETE VERR 
De aquí, por (37.70) y (37.71) se deduce inmediatamente la validez de la fórmula 
e A A 
[je - nroa] < 


<i- wje "a| E A renjar 


mos oLa 


Para las funciones vectoriales es válida también la fórmula de Taylor con térmi- 
no residual en la forma de Peano: si la función f: (fg — A, fọ + A) — R” tiene en el 
Punto ty derivada de orden n, entonces 


= Y Lue- -o 
10 Lo 1H + o(U — 19"). 


Esto también se deduce inmediatamente de que para cada función de coordena- 
dasf» i = 1,2, . ... „n, en las suposiciones del teorema, tiene lugar la fórmula de 
Taylor con término residual en la forma de Peano, en el entorno del punto 1 (vénse 
p. 13.1). 
Sila función vectorial /: (fg — A, fg + A) 
todos los órdenes y para cualquier £ € (fọ 


R" tiene en el punto £p derivadas de 
fo + A) se cumple la condición 


1 
sn [10 - garoa] -a 
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entonces, sobre el intervalo (fg — A, tọ + A) la función f se desarrolla en una serie 
de potencias con coeficientes vectoriales 
so- Y ae > 
e 
llamada su serie de Taylor. 


37.10*, SERIES DE POTENCIAS ASINTÓTICAS 


Es sabido (véase el p. 13.1), que si la función / está definida en un entorno del 
punto xy es n veces diferenciable en él, entonces existe un polinomio P, (x) de gra- 
do, no mayor que m, precisamente el polinomio de Taylor tal que 


FO) = PO) + olah =y AER onm 
Además 
o 
PÒ =P ¡00 + Pe xp". 617) 


De (37.72) y (37.73) se deduce que la diferencia f(x) — P, — (x) es representable en 
la forma 


m 
100 Pp- 0 O k = xg" + ole = 9h 20 
y, de esta forma, tiene lugar la igualdad asintótica 
1% 


sp E a, 0 


De esta forma, los términos del polinomio de Taylor P, (x) (serie de Taylor, si la 
función f es infinitamente diferenciable en el punto x,) se pueden definir sucesiva- 
mente como los sumandos de la forma a,(x — xp)" iguales asintóticamente a la dife- 
tencia fQ0 — P, — ¡(x) cuando x — xe 

De forma ankloga se puede actuar durante el estudio de las funciones en el infi- 
nito. Sea ahora, para mayor definición, la función definida parax > a, y existe el 
límite finito ln 1092 pus 


y, por lo tanto „lim 0) — ag) = 0. 


A veces surge la pregunta: ¿Cómo tiende precisamente la diferencia f(x) — 
cero? ¿Cuál es el orden de decrecimiento de esta diferencia? Puede suceder que la 


diferencia señalada tene al menos orden +, más aún que existe un número a, tal 


que 


I- a -2 x- +o, 01.19 

es decir, (véase el teorema 1 en el p. 8.3) 

+0 8 . x. +o, (87.76) 
E 
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de donde 
XUA) — aJ = a, +x0(1/0, x= +o, 
y ya que por la definición del simbolo o, lim_xo(1/x) = 0, entonces 


2,= lim xo — ag. (37.17) 


Viceversa, de (37.77) se deduce que 
XUW -ad =a +00, lim eg) = 0, 


y, por lo tanto 
Jo = 


rap 2 0 (i), x-+0, 

E x x, 

es decir, se cumple la igualdad asintótica (37.76). Si el a, señalado está hallado, en- 
tonces con frecuencia es necesario hallar, como se dice, “el término siguiente del de- 
sarrollo asintótico” de la función /, es decir, hallar el comportamiento asintótico de 
la diferencia f(x) — (o + a) cuando x — +0», Esta diferencia, por (37.76), no 
es otra cosa que o(1/x), x — +0. Puede suceder que el número a, sea ral, que la 


diferencia señalada tiene al menos orden =}, más aún, que existe 


so- (s+) -4 
0 lo que es lo mismo 


2 Nes 1 2 
19 (002) 3 (iraa 1 
Esta condición es equivalente a la existencia del limite 


) (37.78) 


entonces puede ocurrir que existe la constante a,, para la cual tiene lugar la igualdad 
asintótica 


ID- Sy (0, 1 +00. 67.9) 


Esta condición es equivalente a lo siguiente: 


37.10*. Series de potencias asintóticas EN 


Sò- S, Dio (37.80) 
lo que, suponiendo 
Sò = S, 1009 ER x 67.8) 
se puede escribir en la forma 
10950 =o (5). x-+e, 6780) 
o, lo que es lo mismo, en la forma 
lim a'o — S,0) = 0. 67.89) 


Aquí, como antes, para n = 1, es fácil mostrar que la condición (37.80) es 
equivalente a la existencia del limite finito 


¿Men UO) = Sp- 10N = ay 6789) 
Si los límites señalados a,, existen para todos losn = + „entonces se 
puede formar la serie 
2 a 
a+ E OO (37.85) 


Las series de este tipo también se pueden llamar series de potencias, más exacta- 
mente, series de potencias según las potencias enteras negativas de la variable x. 
Definición $. Sea la función f definida para x > a y lim f(x) = ag Si existe 


la serie de la forma (37.85), las sumas parciales (37.8) de la cual satisfacen o bien a 
condición (37.79), o bien, lo que es equivalente, una de las condiciones (37.82) ó 
(87.83), entonces esta serie se llama serie asintótica (o desarrollo asintótico) en el 
Sentido de Poincaré") de la función f cuando x — +œ, 


En este caso se escribe i 
a, 
) s (97.86) 


Subrayemos que aquí el signo ~ significa no lá igualdad asintótica en el sentido, 
como por ejemplo, se entiende en la fórmula (37.79), es decir, en el sentido de la 
definición 3 del p. 8.2, sino la correspondencia: la serie (37.85) corresponde a la 


función f. 
Como se ha señalado, la condición (37.80) es equivalente a la condición (37.84), 
por esto, si la función ftiene, cuando.x — + œ, la serie asintótica (37.85), entonces 


sus coeficientes a„, n = 1, 2, . ...., pueden ser sucesivamente hallados por la fór- 


> A. Poincaré (1854 — 1912), matemático francés. 
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mula (37.84). Para n = O se debe utilizar la fórmula (37.74). De aquí se deduce que 
si la función tiene, para x — œ, serie asintótica, entonces ésta es única y sus coefi- 
cientes se expresan por las fórmulas (37.74) y (37.84). 

Recordemos que durante el desarrollo de una función en serie de potencias, tam- 
bién fue demostrada la unicidad de la serie de potencias en la que se desarrolla la 
función, más precisamente, fue demostrada su coincidencia con la serie de Taylor. 
Sin embargo, allí fue señalado que una misma serie de potencias puede ser serie de 
Taylor para diferentes funciones. Una situación semejante tiene lugar también para 
las series asintóticas: una misma seric de la forma (37.85) puede ser serie asintótica 
de diferentes funciones cuando x — +0». Por ejemplo, la serie nula, es decir, la se- 
rie todos los coeficientes de la cual son iguales a cero, 


a20, x= hh. 


es serie asintótica para x — +o tanto de la función, igual a cero en todos los pun- 
tos del eje numérico: //00) = 0, -æ < è< +œ, como de la función 
S10) = e™*, de lo que es fácil convencerse, calculanido en estos casos sucesivamen- 
té los límites (37.84). 

A diferencia del desarrollo de las funciones en series de potencias cuando la su- 
ma de la seric es la función dada, y, por lo tanto, la serie de potencias analizada con- 
verge, en la construcción de la serie asintótica de una función puede suceder que la 
serie obtenida no sólo no converge a la función dada, sino que en general diverge en 
todos los puntos. A pesar de esto, la serie asintótica (37.86) es un instrumento útil 
para su estudio, en particular para el cálculo de sus valores. Esto, evidentemente, es- 
tå relacionado con que las sumas parciales de la serie asintótica (37.86) de la fun- 
ción, por la condición (37.82), dan una aproximación suficientemente buena de la 
propia función, además, mucho mejor mientras mayor sea x. 

Aclaremos lo dicho en el ejemplo de la función 


aða f Fa, x>0 61.87) 
Integrando n veces por parte, obtenemos 
A cm-a- 
e o 
+ (-1)'nt arid (37.88) 
La serie t 


(37.89) 
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ciales de ta serie (37.89), entonces integrando por partes, según (37.88), tendremos: 
Gi 
aT 


1/6) — S0 = nt f 


a i 
=H + D: f Pen (5) 
es decir, se cumple la condición (37.82). 
Al mismo tiempo, es fácil convencerse, según el criterio de D'Alembert, de que 
la serie (37.89) converge para todos los xe (=>, +0»), Efectivamente, 


197 a - M 
% EN, nh... 
obtenemos 
[nes Le 
| se| aeii T ta 


Asi, la serie asintótica (37.89) de la función (37.87) diverge en todos los puntos. 
Sin embargo, a pesar de esto los valores de la función (37.87), por la condición 
(37.82), pueden ser calculados, con un gran grado de exactitud, mediante las sumas 
parciales de esta serie. 

Mostremos que si la serie (37.85) converge a cierta función f: 


Jo) = y Z, x>a>0, 6790) 
e, 


entonces es también la serie asintótica de esta función cuando x — +00, 
En efecto, sea 


a 
x, 
R 0) 4, 
a 
y, por consiguiente, sòs 5,6) + R 0). 
Mostremos que 
1 
2,60 = 0 E) z- +0, 67.9) 


y por esto, más aún, que 
1 
R, = o(5)- 


s- o =o (2). x- +0, 


-= +0, 


es decir, que 
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dicho de otra forma, que se cumple la condición (37.82). Para esto analicemos la 
función Ft) E /(1/0), O < £ < 1/a. Por (37.90) obtenemos la igualdad 
F(N) = E er 
en la cual la serie, que se encuentra aa Api miembro, converge cuando 


0 < 1 < 1/a, de donde, por el teorema de Abel, se deduce que converge para todos 
los £ tales que I7} < 1/a. Si 


AA E agt, Iel < 


entonces (véase el lema 1 en elp. 37.3),7,(0) = OU” * '), 1 — O. Efectuando aqui 
el cambio de variable £ = È obtenemos 67.91). 


Para concluir señalemos que la condición (37.82) de desarrollo de una función 
en serie asintótica de potencias, se puede sustituir por otra condición que externa- 
mente es más fuerte, pero que en esencia es equivalente. Enunciémosla en forma de 
lema. 

Lema 3. Para que la serie (37.85) sea asimiótica, cuando x — +œ, para la fun- 
E 


s- so =o (5 za) x= +o, 1=1,2. 67.99 


La suficiencia de esta condición es evidente, ya que O ds i) =0 G) 
(recordemos que igualdades semejantes se leen sólo de izquierda a derecha), y, por 
consiguiente, cuando se cumple la condición (37.92) se cumplirá (37.82). 

Viceversa, si se cumple la condición (37.82): 


109-5109 E A=0,12..., x-+0, 


entonces, ya que S, , ¡(x) = 5,00) + Íx+1 obtendremos 
nt 1 
-sw Ho (55) -0 (5). o 


37.11*. PROPIEDADES DE LAS SERIES ASINTÓTICAS 
DE POTENCIAS 
En.este punto serán enunciadas y demostradas algunas de las propiedades fun- 
damentales de los desarrollos de funciones en series asintóticas de potencias. En el 
futuro, en el p. 54.6., serán analizadas de forma más general las series asintóticas, 
no obligatoriamente las de potencias. Por cuanto en el presente punto se estudiarán 
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sólo los desarrollos asintóticos de las funciones, cuando x — +0», en series.de po- 
tencias de la forma (37.85), entonces las llamaremos sencillamente desarrollos asin- 


róticos. 
2 e b gm +09, 6793) 
E B a y > A . 
f 2, 


1. SÍ 
entonces para cualesquiera números » y p 


NO) + 86) ~ y Ma, xato, 
E 
es decir, el desarrollo asintótico de la combinación lineal de funciones, que tienen 
desarrollo asintótico, es igual a la misma combinación lineal de los desarrollos asin- 


tóticos de estas funciones. 
En efecto, si 
a 
Jo- y Prol 0 3 Po ( — +æ, (37.99) 
A A 
entonces para cualesquiera números A y a 
x-+0, 0 


MO) + ug) = z o (3 
<5 


11. Sí tienen lugar los desarrollos asintóticos (37.93), entonces 
seo) ~ pX Lx +0. 


o 
donde c, = agb, + 0D, - y + - -- + dbo €s decir, el desarrollo asíntótico del 
producto de funciones que tienen desarrollos asintóticos, es igual al producto de es- 
tos desarrollos distribuidos según las potencias crecientes de 1/x. 

En efecto, si tiene lugar (37.94), entonces 


a A », 
soso CA "Os erita 


+0 (5) «eo itat, pe 


m. Si 
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Y ag # 0, entonces la función 1/f(x) también tiene el desarrollo asintótico 


1 d, y 
10- + Y B, x- +o, 
y el coeficiente d, de este desarrollo se expresa por los coeficientes ag, a,» - - „ap 
del desarrollo (37.95), n = 0, 1, 2,... . 
En efecto, de (37.95) se deduce (véase (37.74)), que Neo SO) = ay. Por esto 


existe el limite 


Más adelante, se puede mostrar sucesivamente la existencia de los límites (37.84) pa- 
ra la función 1//(x), calculándolos directamente. Por ejemplo 
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a, +x0(1/x) 
-4 
ntlo 18) Gj 
E 
es decir, d) = —a,/aj. 
De forma análoga se calcula d}, dy, . .. O 
1V, Si la función f es continua para x > a > 0 y tiene el desarrollo asintótico, 


que comienza con et término de orden = 


10- Y B, xro, 0756) 


entonces 


foa- L As 


es decir, en el caso señalado las series asintóticas se pueden integrar término a térmi- 
no. 


x- +, (37.97) 


` Demostremos esto. Sea 
a 


sw” r ROTS- 500 n= 23. 
2, 


Por cuanto las funciones f y S, són continuas para x > a, entonces también la fun- 


37.11%. Propiedades de las series asintóticas de pontencias 687 
ción R, es continua para x > a. Por (37.96) 
R 0) = 0(1/x%), x— +00. 
Por esto para cualquier e > Oexiste x, > a tal que para todos los x > x, se cumple 
la desigualdad 


e 
IR, < — 
001 < E 


De aquí se deduce, en primer lugar, que la integral f R,(() de y por esto, también 
la integral ii R, (idi, x > E A E EET > x, tiene 
lugar la desigualdad 


pef Roa e= f A | £ 


y, por lo tanto, en virtud de que £ > O es arbitrario, 
A dd (37.98) 
Ahora, integrando la igualdad /69) = 5,60) + R,(2) obtendremos 


| 104. E atan? lj R, (at. (8799) 


Pu sagao satia a ronald (379% la [ga C 99) implica la validez. 
del desarrollo asíntótico (37,97) (véase 37.83). O 
V. Si la función f se desarrolla en la serie asíntótica 


so~ Y, B, x= +o, 687.100) 
, 


y si ella tiene parax > a derivada continua, la cual también, para x — + ce, se de- 
sorrolla en serie asíntótica, entonces esta serie se obtiene diferenciando formalmente 
término a término la serie (37.100) 


no, 
ra-- y Sh r-to, 67101) 


En efecto, sea 


ru- Y bs x-+0. (37.102) 
%. 
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Por la fórmula de Newton — Leibniz para x > a e y > a cualesquiera 


19-10 = frou- [2 (ro- -»)]a- 
x 7 


= + Din + í [1o0-0-%]a 67.109) 


Por (37.102) f () — by= 


=) (a) — +02. Por lo tanto, la integral 


converge. Por (37.100) existe el límite finito 
im J0) = ap 


Por esto, pasando al límite cuando y — +o en (37.103), nos convencemos de que 
existe el límite finito 
Mim (940 — x) + b,10)/x1. 
rn. 
Esto es posible sôlo en el caso cuando bọ = b, = O. De esta forma, la igualdad 
(37.103) en el límite se convierte en la igualdad 


a-fo) = [Sd 
además, por la condición by = b, = O de (37.102) tenemos: 


de aquí, integrando término a término en los límites de x a +0», por la propiedad 
IV, obtendremos => 
-10- Dist x- +0. 


Pero de (37.100) se deduce que 
%.-10- Y 


Recordando que el desarrollo de una función, cuando x — +o, en una serie 
asintótica de potencias es única, de la comparación de las series obtenidas para la 
función ag — f(x) hallaremos que 

By 1 00. n=1,2....0 


a, 


kaS 
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OBSERVACIÓN. Si una función f, continuamente diferenciable para x > a, se de- 
sarrolla, cuando x — +o, en una serie asintótica, entonces su derivada puede no 
tener desarrollo asintótico cuando x — +0». Por eso, la existencia del desarrollo 
asintótico de la derivada en la proposición V es esencial. En calidad de ejemplo 
analicemos la función f(x) = e"*sene”, ~œ < x < +00, No es difícil, con ayu- 
da de la fórmulas (37.84), convencerse de que la función f, cuando x — +00, se de- 
sarrolla en la serie asintótica nula, es decir, la serie (37.85), para la cual a, =-0, 
n=0,1,2,....Suderivadaf” (x) = —e”*sene* + cose" a ciencia cierta no tiene 
desarrollo asintótico cuando x — +o, ya que incluso no tiene límite cuando 
x= +o, 

Ejercicio 16. Demuéstrese que 


$ 38*. SERIES MÚLTIPLES 


38.1. SERIES NUMÉRICAS MÚLTIPLES 
En el presente párrafo se analizarán las asi llamados series múltiples de la forma 


(08.1) 


donde ta , Son números dados (en general, complejos), numerados por K 
y k, cada uno de los cuales recorre independientemente la 
serie natural de los números: n, = 1,2, ... . La serie (38.1) se llama serie de mul- 
úiplicidad k, y los números u, ....,, Son sus términos. 

Detinamos con precisión este concepto. Comencemos con el concepto de suce- 
sión múltiple, 

Definición 1. Sea X cierto conjunto; se llama sucesión de multiplicidad k de los 
elementos del conjimto X, la aplicación $: Nx Nx, ZN X (N, como 


siempre, denota el conjunto de los números naturales). 

El elemento x = fin, ..., A), MEN, -> M¿EN, se denota por 
Nat ¿+ «na Y la propia sucesión por (a, .... n)- 

La sucesión de multiplicidad uno se llama sencillamente sucesión. 

Así, los elementos de una sucesión de multiplicidad k están “numerados” por k 
indices naturales. Analizaremos sucesiones numéricas múltiples, es decir, sucesiones 
múltiples cuyos elementos son números complejos, en particular, reales, Para hacer 
sencilla la notación nos limitaremos al caso k = 2. La generalización al caso de un 
natural k € N arbitrario se hace sin gran trabajo. 
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Definición 2. El múmero a € C se llama límite de la sucesión doble (x,,,) y se 
escribea = lim Xm, si para cualquier e > Oexiste n, € N tal que para todos los 


m> n,n > 1, me N,nEN, se cumple la desigualdad [xy — al < €. 

Si una sucesión doble tiene límite, entonces se llama convergente. 
Prestemos atención al hecho de que la definición de limite dada para una suce- 
sión doble se diferencia de la definición de su limite, contenida en el p. 19.2, donde 
esta definición era un caso particular del límite dela función „lim _/(x, >). Aclare- 


mos detalladamente esta diferencia. En la definición anteriora = lim upy si pa- 


ra cualquier £ > 0 existe n, € N tal que para todos los me N y n eN tales que 
ana] > Mp tiene lugar la desigualdad lu,, — al <e. La condición 
Vm? + ni > n, se puede cumplir a cuenta de la elección de un indice suficiente- 
mente grande entre los Índices, el otro puede ser incluso igual a la unidad. En la 
definición 2 enunciada aquí, ambos índices m y n deben ser lo suficientemente gran- 
des para asegurar que se cumpla la desigualdad lu, — al < e para £ > O sufi- 
cientemente pequeño. En este párrafo utilizaremos Sólo la definición 2. 
Señalemos que no todas las propiedades de los límites las sucesiones ordinarias 
se extienden a las sucesiones dobles. Asi, por ejemplo, la sucesión u, = 7, 
Uma 2 0,mél,n=1,2,...,m=2,3,... converge: lim up, = 0,n0 


obstante esta sucesión, evidentemente, no está acotada. — 
Definición 3. Una sucesión doble se llama sucesión que tiende a+ æ, y se escribe 
lim Xpy = + si para cualquier £ > O existe n, € N tal que para todos los 


M3 n,n > n, me N,n eN, se cumple la desigualdad Xy > t. 
De forma análoga se define los límites infinitos lim xy, = -œ y 


CS 


Como es usual, por límite (en el caso dado de una sucesión doble) se entiende 
límite finito si no se dice otra cosa. 

Defínamos ahora una serie doble. 

Definición 4. Sea dada la sucesión doble ¡u y»). Formemos la sucesión numérica 
doble 


tas Y Eta (38.2) 
is 
El par de sucesiones fu mn}, (Sy) se llama serie doble y se denota por 
y ta (38.3) 


asai 
Los elementos de la sucesión doble (u,,,) se llaman términos de la serie (38.3), y 
los elementos de la sucesión doble (S,,,), sumas parciales de esta serie. 
Definición $. La serie doble (38.3) se llama convergente si la sucesión de sus su- 
mas parciales converge, Su límite se llama suma de la serie; además, si 


lim Spa = S, 684) 
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entonces se escribe ue 
E mas 
maa 
Si el límite finito (38.4) no existe, entonces la serie (38.3) se llama divergente. Si 
existe uno de los límites infinitos 


ln Sp nt 1 Sp >, 08.5 
entonces respectivamente se escribe A 
tm" +0, tm -0 
«E, «E, 


OBSERVACIÓN. El contenido de la definición de serie como par de sucesiones se ve 
claramente en el ejemplo de las series múltiples. Por ejemplo, si está dada lo suce- 
sión (Un), entonces la sucesión de “sumas parciales" que le corresponde puede ser 
dada no sólo de la forma señalada anteriormente (38.2), sino también de otra for- 
ma. Junto con las sumas (38.2), definidas anteriormente y llamadas rectangulares 
(en ellas se suman los elementos 4, a los cuales corresponden los puntos (k, /) del 
plano xy, contenidos en el rectángulo 0 < x < m, 0 < y < n), se analizan los su- 


mas triangulares T, = E Up = 1,2, . „(el punto (k, M se encuentra el 
tT 
el triángulo x > 0, y > 0, x+y <r), las esféricas S, = z S 
nhen 


r= 1,2,... , (elpunto (k, Nse encuentra en el circulo x? + y? < 7?)y otras. De 
esta forma para una misma sucesión (up) se tienen distintas sucesiones de sumas 
parciales, además en el caso de que converja una de ellas no obligatoriamente con- 
verja la otra, Por esto es natural analizar cada par, formado por la sucesión fun} de 
términos de la serie y algunas de sus “'sumas parciales”, como una serie indepen- 
diente. 

Señalemos que la sucesiones de sumas parciales de las series múltiples (por 
ejemplo, las sumas parciales 7, ó $,) a diferencia de las sucesiones de las sucesiones 
de las sumas parciales de las sertes de multiplicidad uno, no siempre definen 
univocamente la sucesión de los términos generales de la serie. 

“Al mismo tiempo, en el ejemplo de las series múltiples se ve la conveniencia de 
ampliar el concepto de serie, precisamente, su definición, como par formado por 
una sucesión (múltiple), llamada sucesión de sus tefminos, y cierto conjunto {S,), 
a € X, de sumas S, de sus términos. Aquí Y es cierto conjunto, cuyos elementos a 
son juegos de índices múltiples (1,. . . - , 7) (en particular los índices ordinarios) y 


S= Hm.. om 
n.. iim) ea 


Por ejemplo, para las series dobles se pueden analizar las sumas triangulares 


E Be" 
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para cualquier real no negativo r y llamar serie doble correspondiente al par (ug, 
{S}, reR,r > 0. 

Mn cl arar vamos a analizar sólo las sumas paris rectangulares $, 


Ejemplo. Sean Ipl < 1, Igl < 1, pe C, qe C, entonces la serie Y p™q” 


converge. Efectivamente, en este caso 


Sm" Y y” È » Y A 


Por esto existe el límite lim Sp, =——————, De esta forma 
mae E 

ara IpI<1, igl<1 

aa eei 


Anto 
A las series múltiples se extiende una serie de propiedades de las series ordinarias 
(de multiplicidad uno), por ejemplo: 


1°. Silaserie Y, Un, converge y Ses su sumo, entonces F Nipp = AS 
ms amor 


para cualquier número h. 
Lp "Sy E an = S convergen, entonces 


E Umt) ES S. 
mima 
Estas afirmaciones se demuestran fácilmente, de forma análoga al caso de las 
series de multiplicidad uno (esto se propone que lo haga el lector). 
Demostremos ahora algunos teoremas sobre las series múltiples. 
Teorema 1. Si la serle (38.3) converge, entonces 
tp = 0. 
Esto se deduce inmediatamente de la igualdad 
Un = Sm 
y de la condición (38.4). O 
Teorema 2. Si todos los términos de la serie (38.3) son no negativos 
Uma 20, Mn d 68.9 


entonces siempre existe el limite, finito o infinito, de sus sumas parciales Sy, ade- 
más 


2%. Si las series 


EN 


68.7) 
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E Si se cumple la condición (38.6) y m' > m, n’ > n, entonces 
Sa > Spe 
Más adelante, siS = sup Spn Y S” < S, entonces por la definición de 


math, 
cota superior existen los números mọ y ny tales que Sy, > S’. 
Hagamos N = máx{my ng, entonces para m > Ny n > N 
San > Sin > Sw > S 
y ya que Sp € S, entonces _ lim Sy = S , es decir, se cumple la condición 


(38,7). O 
rolario. En las suposiciones del teorema, la serie (38.3) converge si y sólo.si 
sus sumas parciales están acotadas. 


La demostración del corolario es evidente. 
Para las series dobles con términos no negativos es válido el criterio de compara- 
ción. 
Teorema 3. Si la serie 5 amn CONVErge y existe c > 0 tal que para todos los 
m,n = 1,2, . . . , se cumple la desigualdad 
O< tmn $ Amy 


entonces la serie Y, umn también converge. 
mser 
Esto se deduce inmediatamente dei corolario del teorema 2, ya que para cuales- 
Quiera naturales m y n se cumple las desigualdades 


E Ems E Do 


os as 

De la serie doble (38.3) se pueden formar formalmente dos series, las así llama- 
das series reiteradas. Para esto inicialmente se debe efectuar la sumación respecto a 
un Índice, fijando el otro, y después realizar la sumación respecto al índice restante: 


LE £ Eu 09 


A 
De forma análoga al teorema demostrado anteriormente sobre los limites reitera- 

dos (véase el teorema 1 en el p. 19.2), se demuestra el siguiente teorema. 
Teorema 4. Si converge la serie doble (38.3) y para todos los n = 1, 2, 


converge la serie.) umn entonces la serie reiterada T Y] umy también conver- 
ms da 
8e y su suma es igual a la suma de la serie dada (38.3). 
Definición 6. La serie (38.3) se llama absolutamente convergente si converge la 
serie formada por los valores absolutos de sus términos, es decir, la serie 


È itnn 


688.9) 
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¡Señalemos que si la serie (38.3) converge absolutamente, entonces su término ge- 
neral tiende a cero cuando crece ilimitadamente al menos uno de los Índices: 
=0 


im tn 
al + 


En efecto, seaS= F lumy!, entonces para un e > O cualquiera, existe el na- 
ms 
tural N tal que para m > N y n > N se cumple la desigualdad 
0<S5- Y luyl<z 


Por esto para máx (m, n) > N + 1 tendremos 
mes 


Itim! $ y lupi S- Y Muyl<e 
ETT ae 

Dela tendencia a cero ya señalada del término general de una serie absolutamen- 
te convergente, evidentemente se deduce que los términos de esta serie están acota- 
dos. Señalemos que para una serle convergente, que no sea absolutamente conver- 
gente, esto puede no tener lugar, Un ejemplo de tales series es, por ejemplo, la serie 
analizada a continuación (38.17) en el punto (1, 1). 

Teorema $. Si la serie (38.3) converge absolutamente, entonces converge tam- 
bién cualquier serie (de multiplicidad uno, doble o reiterada), obtenida cambiando 
de lugar los términos de la serie dada (en particular converge también la propia serie 
deda). En este caso la suma de cualquiera de estas series coincide con la suma de la 
serle inicial (38.3). 

DEMOSTRACIÓN. Coloquemos los términos de la serie (38.3) en una matriz rec- 
tangular infinita, poniendo en su fila m los términos de la serie cuyos primeros nú- 
meros fijos son m, colocados según el orden creciente del segundo índice 7: 

Hytit + + Mio + + 


Uy Mal > > > tiy 
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término de la serie (38.3), que tiene según esta numeración el número K, será 
designado por Y. Analicemos la serie 


L» (38.10) 
y mostremos que ella converge absolutamente, es decir, que converge la serie 
E i. 68.11) 


ei 

Denotemos las sumas, parciales de la serie (38.9) por Sf,,, su suma por S* y las 
sumas parciales de la serie (38.11) por Sẹ. Ante todo observemos que para cualquier 
suma S] se encuentran los números m y n tales que todos los términos de la serie 
(38.11), que se incluyen en la suma Sẹ, aparecen también en la suma S}, entonces 

SE Sn € 5. 

De aquí se deduce (véase el p. 35.4) la convergencia de la serie (38.11). 

De la convergencia absoluta de la serie (38.10) se deduce que para otra serie cual- 
quiera de multiplicidad uno, formada por los términos de la serie (38.2), también 
converge y su suma es igual a la suma de la serie (38.10) (véase el p. 35.10). Sea 


Ens 
f 
Mostremos ahora que cualquier serie doble 
A (38.12) 


obtenida por cierta renumeración de los indices dobles de los términos de la serie da- 
da (38.3), converge absolutamente y que su suma también es igual a $. 

La convergencia absoluta de la serie (38.12) fácilmente se deduce de la conver- 
gencia absoluta de la serie (38.3), es decir, de la convergencia de la serie (38.9), y se 
demuestra de la misma forma como fue demostrada la convergencia absoluta de la 
serie (38.10). Demostremos ahora que la suma de la serie (38.12) es igual a S. Deno- 
temos sus sumas parciales por S, y las sumas parciales de la serie (38.10) por Sy. 
Sea dado el número £ > 0. Por la convergencia de la serie (38.11) existe el número 
k, tal que pa 


Ini <Ë, 038.13) 
tesi 2 
entonces, como antes a 
155, = y | < Ini <É (38.14) 


Seleccionemos el número N, tal que la suma parcial S/y,y,de la serie (38.12) con- 
tenga en calidad de sumandos todos los términos de la serie (38.10), que forman 
parte de la suma S,,. Sea m > N, y n > N, Hagamos 


Sn = Sian — 
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entonces, utilizando (38.13) y (38.14), obtendremos 
1S — Saal = 15 Sql + ISa < E 
Asi, S es la suma de cualquier serie (38.12), en particular, la suma de la propia serie 
(38.3). 
Mostremos por último, que $ es también la suma de las series reiteradas (38.8). 
En efecto, para cualquier n dado 


Emula Emos. 


Por lo tanto, todas las series 


DTO 
== 
convergen, y además, absolutamente, 
Hagamos - 
a Ya (38.15) 


i 

Fijemos de nuevo un número arbitrario £ > O. Seleccionemos el número k, de 

tal forma que se cumpla la condición (38.13), y por lo tanto, también la condición 

(38.14). Más adelante, de forma semejante a como fue hecho anteriormente, selec- 

cionemos el número N,, tal que la suma parcial Sy, de la serie (38.3) contenga en 

calidad de sumandos todos los términos de la serie (38.10), que forman parte de la 
suma Sẹ Entonces para todos losm > N, yn > N, 

us, |< tr <$ 

|E Esad, q, es 

Pasando en esta desigualdad al limite cuando m — o, obtendremos (véase (38.15)): 


|E=- sal <$ 


De aqui, por (38.14) se deduce que para n > N, se cumple la desigualdad 


|Eu-s]<| Eu- sujt 15,51 <e 
i 


Si 
Esto implica que a 


E Èm E. -s.0 


ES a 
Ejercicio 1. Generalicese el criterio de Cauchy sobre la convergencia delas sumas de mul- 
úplicidad uno al caso de las series múltiples. 


38.2. SERIES DE FUNCIONES MÚLTIPLES 
Definición 7. La serie de la forma 


“, 
Ml 


sm) (38.16) 


38.2. Series de funciones múltiples m 


donde las funciones u,,,. „0 están definidas sobre cierto conjunto X, se llama. 
serie de funciones de multiplicidad k, y las sumas de la forma 
me 
Sms... m = E Pd 
wo imei 
sus sumas parciales. 


Definición 8. La serie (38.16) se llama convergente sobre cierto conjunto X, si 
para cada xy e X dado, converge la serie numérica múltiple 


Si la serie (38.16) converge sobre X, entonces la función 


sm. Eo e 
m m n 


m xaX 


se llama su suma. 

A las series de funciones múltiples fácilmente se extienden los conceptos de con- 
vergencia uniforme de la serie, el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme 
de una serie, el criterio de Weierstrass sobre convergencia uniforme, etc. No nos de- 
tendremos en esto. 


Ejercicio 2. Definiendo el concepto de convergencia uniforme de una serie doble, de- 
muéstrese que si la serie (38.16) converge uniformemente y sus términos son funciones conti- 
nuas sobre el conjunto X C R”, entonces también la suma de la serie (38.16) es una función 
continua sobre el conjunto X. 


Definición 9. Las series de la forma 
Em A 6 — AY, 


mo Emma 
donde cn, , n, SOn números complejos, se llaman series de potencias múltiples. 

Aunque, como se ve de lo anterior, muchas afirmaciones que son válidas para 
las series de multiplicidad uno, se generalizan también para las series múltiples, las 
últimas tienen muchas particularidades específicas, que las diferencian esencialmen- 
te de las series de multiplicidad uno. 

En calidad de ejemplo daremos uno serie de potencias doble con coeficientes 
reales, la que siendo analizada en el dominio real converge sólo en dos puntos del 
plano, precisamente en los puntos (0; 0) y (1; 1). De esta forma, el análogo del teo- 
Tema de Abel para las series de potencias (véase el p. 37.1), en todo caso en el sen- 
tido directo, para las series dobles no existe. Este ejemplo muestra el peligro de util 
zar las analogías que no estén reforzadas por demostraciones matemáticas. 

Analicemos la serie - 

E mr. (38.17) 


onde o = b; e m eia aema L2... iOm = Cm = mlm = 1,2, 


-riCa =O Mm > hn > 2 


45—6179 
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Sus sumas parciales tienen la forma 


Sp) Y kt y +0 Y y (38.18) 
a a 
Es evidente que Sma (0, 0) = 0y Smp (1; 1) = 1, m,n = 1, 2, . . . „y por esto la 


serie (38.17) converge en los puntos (0, 0) y (1, 1). 
Observemos ahora que el radio de convergencia de la serie 


Ene 
szi 
es igual a cero (véase el ejemplo 1 en el p. 37.1), además sus sumas parciales 
SOs E klt, n-1,2..., 
para z > O reales, evidentemente tiende a + œ, 
Mostremos que para z < O sus sumas parciales pares S, (z) también tienden 
a + œ, En efecto, uniendo para z < O para a par los términos contiguos, ob- 
tendremos. E 
Sal) D Qk- D! zi% IZ 1), 


Más adelante, observemos que para cualquier z + O dado, para los números 
k> 175 Cumple la desigualdad 
zi 
(2k = 1)! 121% = Ikiz — 1) > (2k — 1)tizi 1 


y que para z + Ola serie „ 
A 


diverge (esto, por ejemplo, se demuestra fácilmente de la misma forma como se de- 
mostró para z + Ola divergencia de la serie en el ejemplo 1 del p. 37.1) y, por lo 
tanto, para z > O su suma es igual a +o, por esto también 
msp = +0, zeo 
De lo dicho y de la igualdad (38.18) se deduce que si (x, y) + (0, 0) 6 (x, 
») + (1, 1) entonces cualquiera que sea el número e > O, siempre se pueden escoger 
los números m y n tales que IS 5.669) > e. 


Y esto implica que la serie (38.17) para los (x, y) señalados diverge. 

Observemos que aunque en el punto (1, 1) la serie analizada converge, sus térmi- 
nos (es decir, en el caso dado coeficientes) no están acotados. Si los términos de la 
serie de potencias (38.17) en cierto punto (xp. yy) forman un conjunto acotado (esto 
tiene lugar, por ejemplo, si la serie converge absolutamente, véase el p. 38.1), en- 


38.2. Series de funciones mittiples EA 


tonces para esta serie es válido el análogo bidimensional dei teorema de Abel (véase 
ep. 37.1). 

“Teorema 6. Si en el punto (xy, y.) los términos de la serie (38.17) están acotados, 
entonces en cualquier punto (x, y) tal que lx1 < xol, Ly! < lyol la serie (38.17) 
converge absolutamente. 

DEMOSTRACIÓN. Si existe M > Otal que para todos los naturales m y n se cumple 


la desigualdad 
lem Ss Mo. 
entonces para Ixl < lxp!, Iyl < 1yp! obtendremos 


lema "YM = Neml Er g< A Er. 


De aquí, por el criterio de comparación (véase el teorema 3) y la convergencia de la 


serie de la forma Y p"g”, ipl < 1, lgl < 1 (véase el ejemplo en el p. 38.1), 


se deduce la afirmación del teorema. D 


Ejercicios. 3. El número S será llamado suma de la sere D u, si para cualquier 
ma 
£ > O existe un número N tal que para todos los números m y m que satisfacen la condición 
m + n > N, se cumple la desigualdad 1S,,, — SI < £, Aciárese si esta definición es equiva- 
lente o no a la definción $ del p. 38.1. 


4. El número $ será llamado suma de la serie E ¿Fe para cad > Oe 


un conjunto finico, = fm, m) de pares de Indices m, n elos términos de hu serie dada, al 
que cualquiera que sea otro conjunto finito Ñ de pares de indices de los términos de esta serie, 
que contenga el conjunto R ,: 9 > R ,, se cumple la desigualdad 


| E ts <a 


Aclárese si ena definición es equivalente © no a la definición $ del p. 38.1 y a la definición 
enunciada en el ejercicio anterior. 
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